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สมการไดโอแฟนไทน์  
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บทคัดย่อ 

ในงานวิจัยนี้ได้ใช้ความรู้พื้นฐานทางทฤษฎีจ านวนในการแสดงผลเฉลยทั้งหมด 

ที่เป็นจ านวนเต็มบวกของสองสมการไดโอแฟนไทน์  
 
 
 

 
 
    

  
 และ  

 
 
 

 
 
    

  
 

เมื่อ       เป็นจ านวนเต็มบวก และ     เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่      ผลการวิจัยพบว่า 

ผลเฉลยทั้งหมดของสมการไดโอแฟนไทน์  
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และผลเฉลยทั้งหมดของสมการไดโอแฟนไทน์  
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  เมื่อ     
 
ค าส าคัญ: สมการไดโอแฟนไทน,์ ผลเฉลยจ านวนเต็มบวก, เศษส่วนอียปิต ์
 
Abstract 
 In this paper, by using elementary concepts of number theory, we show 

all positive integer solutions of two Diophantine equations  
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, where       are positive integers and     are prime numbers 

with     . The research results showed that all solutions of the equation  
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All solutions of the equation  
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บทน า 

 ในการแข่งขัน The William Lowell Putnam Mathematical Competition 
(Mathematical Association of America, 2019) ได้มีโจทย์ปัญหาหนึ่งที่น่าสนใจ กล่าวคือ 
จงหาผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มบวกของสมการไดโอแฟนไทน์  
 

 
 

 
 
 

 
 

 

    
 (1) 

 

เมื่อ   และ   เป็นจ านวนเต็มบวก และต่อมา Johnson (2022) ได้ศึกษาและหาผลเฉลย
ทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มบวกของสมการไดโอแฟนไทน์ดังกล่าวในรูปทั่วไป กล่าวคือ 
 

 

 
 
 

 
 
   

  
  (2) 

 

เมื่อ     เป็นจ านวนเต็มบวก และ     เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ (   )|(   )   
 เมื่อไม่นานมานี้ Prugsapitak (2023, 2024) ได้ศึกษาและแสดงผลเฉลยที่เป็น
จ านวนเต็มบวกของสมการไดโอแฟนไทน์ที่มีลักษณะคล้ายกัน กล่าวคือ 
 

 

 
 
 

 
 
   

  
  (3) 

   

เมื่อ     เป็นจ านวนเต็มบวก และ     เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่      
 ในงานวิจัยนี้จะใช้ความรู้พื้นฐานทางทฤษฎีจ านวนเพื่อขยายผลงานวิจัยของ Johnson 
(2022) และ Prugsapitak (2023, 2024) โดยการศึกษาและค้นหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็ม
บวกของสองสมการไดโอแฟนไทน์ ต่อไปนี้ 
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  (4) 

 

 

 
 
 

 
 
    

  
  (5) 

 

เมื่อ       เป็นจ านวนเต็มบวก และ     เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่        
 
วิธีด าเนินการวิจัย 
 ในการหาผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มบวกของสมการ (4) และ (5) นั้น จะใช้
ความรู้พื้นฐานทางทฤษฎีจ านวน โดยเร่ิมจากการพิสูจน์บทตั้งต่อไปนี้ 
 

บทตั้ง 1 ให ้    เป็นจ านวนเต็มบวก และ   เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
  (6) 

 

 มีผลเฉลยคือ (   )  *(     ) ( (   )    )+ 
 พิสูจน ์จากสมการ (6) จะได้ว่า 
 

(   )      (7) 
 

และเนื่องจาก   เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนั้น  |  หรือ  |  โดยไม่เสียนัยส าคัญ สมมติว่า  |  
ดังนั้นจะมีจ านวนเต็มบวก    ซึ่งท าให้       และจากสมการ (7) จะได้ว่า 
 

    (    )  (8) 
 

และเนื่องจาก   เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนั้นสามารถแยกพิจารณาได้ 2 กรณี ดังนี้ 
 

กรณี 1    (   )    จะได้ว่า  |  ดังนั้นจะมีจ านวนเต็มบวก    ซึ่งท าให้       และ
จากสมการ (8) จะได้ว่า     (    )   ดังนั้น (    )|   และเนื่องจาก 
   (       )    เพราะฉะนั้น        และ       จะได้ว่า      และ 
     เพราะฉะนั้น      และ      นั่นคือ (   )  (     ) 
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กรณี 2    (   )    ดังนั้นเนื่องจากสมการ (8) และ    (       )    จะได้ว่า 
       และ      ดังนั้น        และ       เพราะฉะนั้น 
   (   ) นั่นคือ (   )  ( (   )    )  

 
ทฤษฎีบท 2 ให้       เป็นจ านวนเต็มบวก และ     เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่       

จะได้ว่า สมการ (4) มีผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มบวก ดังนี้ 
1) (         )  (              ) 
2) (         )  ( (   )             ) 
3) (         )  (          ) 
4) (         )  ( (   ) (    )  (   ) (    )      )  

เมื่อ (   ) (    ) เป็นจ านวนเต็ม 

5) (         )  (  (   ) (    )  (   ) (    )      ) 
เมื่อ (   ) (    ) เป็นจ านวนเต็ม 

6) (         )  (  (    ) (    ) (    ) (    )      ) 
เมื่อ (    ) (    ) เป็นจ านวนเต็ม 

 

 พิสูจน์ เนื่องจาก      ดังนั้น ถ้า        จากสมการ (4) และบทตั้ง 1  
จะได้ว่า (         )  *(              ), ( (   )             )+ 
 

 ต่อไปจะพิจารณา        และเนื่องจาก   เป็นจ านวนเฉพาะ เพราะฉะนั้น 
   (      )    และจากสมการ (4) จะได้ว่า 
 

(   )   (    )   (9) 
 

เพราะฉะนั้น  |  หรือ  |  โดยไม่เสียนัยส าคัญ สมมติว่า  |  ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มบวก    
ซึ่งท าให้      และจากสมการ (9) จะได้ว่า  
 

(     )  (    )    (10) 
 

และเนื่องจาก   เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนั้นสามารถแยกพิจารณาได้ 2 กรณี ดังนี้ 
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กรณี 1    (   )    จะได้ว่า  |  ดังนั้นจะมีจ านวนเต็มบวก    ซึ่งท าให้       และ
จากสมการ (10) จะได้ว่า  

 

(     )  (    )     (11) 
 

และจาก   เป็นจ านวนเฉพาะ และ    (      )    ดังนั้น  |   หรือ  |   โดยไม่เสีย
นัยส าคัญ สมมติว่า  |   ดังนั้นจะมีจ านวนเต็มบวก    ซึ่งท าให้        และจากสมการ 
(11) จะได้ว่า 

  (    )     (     ) (12) 
 

ถ้า         ดังนั้น        ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก    เป็นจ านวนเต็มบวก ดังนั้น 
        เพราะฉะนั้น        และเนื่องจากสมการ (12) จะได้ว่า      ดังนั้น 
     เพราะฉะนั้น      และ     นั่นคือ (         )  (          ) 
 

กรณี 2    (   )    จากสมการ (10) จะได้ว่า  
 

      ((    )    ) (13) 
 

เนื่องจาก   เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนั้นสามารถแยกพิจารณาได้ 2 กรณี ดังนี้ 
กรณยี่อย 2.1    (   )    จะได้ว่า  |  ดังนั้นจะมีจ านวนเต็มบวก    ซึ่งท าให้ 

      และจาก    (   )    ดังนั้น    (    )    และจาก
สมการ (13) จะได้ว่า  

 

    (    )         (14) 
 

ดังนั้น   |    และเนื่องจาก   เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนั้นสามารถแยกพิจารณาได้ 2 
กรณี ดังนี้ 

กรณีย่อย 2.1.1    (    )    จาก   |    ดังนั้น   |   จะมีจ านวนเต็ม
บวก    ท าให้         และจาก    (    )    ดังนั้น    (    )    และจากสมการ 
(14) จะได ้ว ่า      ((    )    ) และจาก   เป ็นจ านวนเฉพาะ  ด ังนั ้น    
(    )     และ      จะได้ว่า    (   ) (    ) และ       เพราะฉะนั้น 
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   (   ) (    ) แ ล ะ     (   ) (    ) นั ่น ค ือ  (         )  
( (   ) (    )  (   ) (    )      ) เมื่อ (   ) (    ) เป็นจ านวนเต็ม 

กรณีย่อย 2.1.2    (    )    ดังนั้น  |  จะมีจ านวนเต็มบวก    ซึ่งท าให้ 
       และจากสมการ (14) ด ังนั ้น      ((    )    )   และ เนื ่อ ง จาก
   (   (    )    )     (    )    ท า ใ ห้        แ ล ะ    (    )      
จะได้ ว่ า     (   ) (    ) เพราะฉะนั้ น      (   ) (    ) และ     
(   ) (    ) ดังนั้น     (   ) (    ) และ    (   ) (    ) นั่นคือ 
(         )  (  (   ) (    )  (   ) (    )      ) เมื่ อ  (   ) (   
 ) เป็นจ านวนเต็ม 

กรณีย่อย 2.2    (   )    และเนื่องจาก    (      )    และสมการ 
(13) จะได้ว่า  |   ดังนั้นจะมีจ านวนเต็มบวก    ซึ่งท าให้        
และจากสมการ (13) จะได้ว่า 

 

      ((    )    ) (15) 
 

เนื่องจาก    (   )    และ    (   )    เพราะฉะนั้น    (    )    และเนื่องจาก 
   (   (    )    )    และสมการ (15) ได้ว่า      และ    (    )     
ด ัง นั ้น     (    ) (    ) ท า ใ ห ้     (    ) (    ) เ พ ร า ะ ฉ ะ นั ้น 
    (    ) (    ) และ   (    ) (    ) นั่นคือ 
  

(         )  (  (    ) (    ) (    ) (    )      ) 
 

เมื่อ (    ) (    ) เป็นจ านวนเต็ม 
 ล าดับต่อไปจะหาผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มบวกของสมการ ( 5) และ
เนื่องจาก Prugsapitak (2023, 2024) ได้พิสูจน์กรณีที่     แล้ว ดังนั้นในที่นี้จะพิจารณา
กรณีที่     
 
ทฤษฎีบท 3 ให้       เป็นจ านวนเต็มบวก และ     เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่     และ 

     จะได้ว่าสมการ (5) มีผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มบวก ดังนี้ 
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1) (         )  (          ) 
2) (         )  ( (   ) (    )  (   ) (    )      )  

เมื่อ (   ) (    ) เป็นจ านวนเต็ม 
3) (         )  (  (   ) (    )  (   ) (    )      ) 

เมื่อ (   ) (    ) เป็นจ านวนเต็ม 
4) (         )  (  (    ) (    ) (    ) (    )      ) 

เมื่อ (    ) (    ) เป็นจ านวนเต็ม 
 

พิสูจน ์จากสมการ (5) จะได้ว่า 
 

(   )   (    )   (16)  
 

เนื่องจาก   เป็นจ านวนเฉพาะ และ      ดังนั้น    (      )    เพราะฉะนั้นจาก
สมการ (16) จะได้ว่า  |  หรือ  |  โดยไม่เสียนัยส าคัญ สมมติว่า  |  ดังนั้นจะมีจ านวนเต็ม
บวก    ซึ่งท าให้       และจากสมการ (16) จะได้ว่า  
 

(     )  (    )    (17)  
 

และเนื่องจาก   เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนั้นสามารถแยกพิจารณาได้ 2 กรณี ดังนี้ 
กรณี 1    (   )    จะได้ว่า  |  ดังนั้นจะมีจ านวนเต็มบวก    ซึ่งท าให้       และ

จากสมการ (17) จะได้ว่า  
 

(     )  (    )     (18)  
 

และจาก   เป็นจ านวนเฉพาะ และ    (      )    ดังนั้น  |   หรือ  |  โดยไม่เสีย
นัยส าคัญ สมมติว่า  |   ดังนั้นจะมีจ านวนเต็มบวก    ซึ่งท าให้        และจากสมการ 
(18) จะได้ว่า  
 

  (    )     (     ) (19)  
 

เนื่องจาก    (        )     (       )    ดังนั้น       หรือ      หรือ 
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กรณีย่อย 1.1       และจากสมการ (19) จะได้ว่า  
 

      (     ) (20)  
 

เพราะฉะนั้น            หรือ   (   )   ดังนั้น     และ      และจาก
สมการ (20) ได้ว่า     ดังนั้น      และ      เพราะฉะนั้น      และ     นั่น
คือ (         )  (          )  

กรณีย่อย 1.2      และจากสมการ (19) จะได้ว่า        (    ) และ
จาก    (       )    ดังนั้น      ดังนั้น      และจาก 
  เป็นจ านวนเฉพาะ เพราะฉะนั้น     ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 
    

กรณีย่อย 1.3        และจากสมการ (19) จะได้ว่า             ซึ่ง
เป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก      และ      ดังนั้น        
           

 

กรณี 2    (   )    สามารถพิสูจน์ในท านองเดียวกับกรณี 2 ของทฤษฎีบท 2 โดยเปลี่ยน
จาก      เป็น      

 
 ผลการวิจัยและอภิปรายผล 
 ในทฤษฎีบท 2 และ 3 ได้แสดงผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มบวกของสองสมการ
ไดโอแฟนไทน์ (4) และ (5) ตามล าดับ และจะสังเกตได้ว่าผลเฉลยในทฤษฎีบท 2 ข้อ 4 – 6 
และในทฤษฎีบท 3 ข้อ 2 – 4 มีความคล้ายกันตามล าดับ แต่จะแตกต่างกันเฉพาะตัวส่วน
เท่านั้น โดยเปลี่ยนจาก      เป็น      นอกจากนี้จะเห็นว่าเศษส่วนในทฤษฎีบท 2 
และ 3 สามารถเขียนให้อยู่ในรูปผลรวมของเศษส่วนที่มีตัวเศษเป็นหนึ่ง (Unit fraction)  
โดยที่ตัวส่วนเป็นจ านวนเต็มบวกที่แตกต่างกัน ซึ่งเศษส่วนที่อยู่ในรูปแบบการเขียนดังกล่าว

เรียกว่า เศษส่วนอียิปต์ (Egyptian fraction) เช่น จากทฤษฎีบท 2 สามารถเขียน  
  

 ให้อยู่

ในรูป  
  
 
 

 
 และทฤษฎีบท 3 สามารถเขียน  

  
 ให้อยู่ในรูป  

   
 

 

  
 เป็นต้น ซึ่งเศษส่วน

อียิปต์นี้มีประวัติศาสตร์ที่ยาวนานและได้รับความสนใจจากนักคณิตศาสตร์จ านวนมาก 
(Clemente & Fortuny, 2021) 
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สรุปผลการวิจัย 
 ในงานวิจัยนี้ท าให้ทราบผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มบวกของสองสมการ 
ไดโอแฟนไทน์ (4) และ (5) ภายใต้เงื่อนไขที่       เป็นจ านวนเต็มบวก และ     เป็นจ านวน
เฉพาะ โดยที่      โดยในการพิสูจน์ใช้ความรู้พื้นฐานทางทฤษฎีจ านวน และสิ่งที่น่าสนใจ
ในการศึกษาค้นคว้าต่อไป คือ กรณีที่      และการหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวกของ

สมการไดโอแฟนไทน์ที่อยู่ในรูป  
 
 
 

 
 

 

  
 เมื่อ   เป็นจ านวนเต็มบวกใด ๆ 
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