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การสั่นอิสระของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุที่มีสมบัติเปล่ียนแปลง

ตามความหนาและเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทโดยใชทฤษฎีการเสียรูป
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บทคัดยอ 

บทความน้ีนําเสนอสมการก่ึงการวิเคราะหการส่ันอิสระของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุที่มีสมบัติเปล่ียนแปลง
ตามความหนาและเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทโดยใชทฤษฎีการเสียรูปดวยแรงเฉือนอันดับที่หนึ่งแบบปรับปรุง 
การคํานวณหาคามอดูลัสยืดหยุนประสิทธิผลของวัสดุเมทริกซประเภทโลหะผสมที่มีสมบัติเปลี่ยนแปลงตามความหนา
สามารถคํานวณไดโดยใชแบบจําลองของ Voigt ในขณะท่ีวัสดุเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทนิยามไดจากแบบจําลอง
ไมโครกลศาสตรของ Halpin–Tsai สําหรับคาอัตราสวนปวซงและคาความหนาแนนประสิทธิผลคํานวณไดจากกของการผสม 
สมการควบคุมสามารถนิยามไดโดยใชทฤษฎีการเสียรูปดวยแรงเฉือนอันดับท่ีหนึ่งแบบปรับปรุง จากนั้นใชหลักการของ
แฮมิลตันในการสรางสมการการเคลื่อนที่ของระบบโครงสรางเปลือกบาง และใชกระบวนการหาคําตอบของนาเวียร 
ในการหาผลลัพธเชิงตัวเลข ความถูกตองของคําตอบที่ไดจากงานวิจัยในครั้งนี้สอดคลองกับงานวิจัยที่ผานมาในอดีต
ท่ีใชทฤษฎีการเสียรูปเน่ืองจากแรงเฉือนแตกตางกัน ผลการศึกษาพบวาโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุท่ีมีสมบัติเปล่ียนแปลง
ตามความหนาเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทรูปแบบ B จะใหคาความถ่ีธรรมชาติสูงท่ีสุด เน่ืองจากมีปริมาณสวนผสม
สวนใหญของแกรฟนเพลตเลทกระจายอยูในชวงผิวบนและผิวลางสอดคลองกับคาการกระจายความเคนตั้งฉากจริง
ที่เกิดขึ้นของโครงสรางเปลือกบาง
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Abstract

This paper presents a semi-analytical formulation for the free vibration of functionally graded shells 
with graphene platelets reinforcement using improved fi rst-order shear deformation theory. The effective 
Young’s modulus of the functionally graded material (FGM) is determined using Voigt’s model, 
while the effective Young’s modulus of the graphene platelet (GPL) reinforcement is predicted by 
the Halpin–Tsai micromechanical model. Additionally, the effective Poisson’s ratio and density are 
calculated using the rule of mixtures. The governing equations for FGM shells reinforced with GPL are 
formulated using the improved fi rst-order shear deformation theory (FSDT). The equations of motion 
are derived using Hamilton’s principle, and the numerical solutions are obtained through Navier’s method. 
The present results demonstrate excellent agreement with various shear deformation theories 
reported in the existing literature. The numerical results indicate that the FGM shells reinforced 
with GPL pattern B yield the highest natural frequency. This is because the maximum GPL content 
is distributed near the top and bottom surfaces, where the normal stresses are highest. Furthermore, 
this GPL distribution effectively satisfi es the actual normal stress requirements of the shells.

Keywords: Free Vibration; Functionally Graded Material; Improved First-Order Shear Deformation Theory; 

  Micromechanical Model; Semi-Analytical Formulation

บทนํา

โครงสรางเปลือกบาง (Shell Structures) เปนโครงสรางที่มีการใชงานกันมาอยางยาวนานเนื่องจากมีประสิทธิภาพสูง
ในการตานทานแรงกระทําในรูปแบบตาง ๆ และสามารถกําหนดรูปทรงไดตามวัตถุประสงคของการใชงาน โดยเฉพาะอยางย่ิง
ในอุตสาหกรรมท่ีตองใชช้ินสวนท่ีมีความซับซอนสูง (Zingoni, 2015; Jiammeepreecha, 2017) ดังน้ันการเลือกใชวัสดุ
ประเภทไอโซทรอปก (Isotropic Material) อาจมีขอจํากัดบางประการทําใหไมสามารถใชงานวิศวกรรมขั้นสูงได 
ในปจจุบันพบวาการเลือกใชงานวัสดุเพื่อเพิ่มประสิทธิภาพของโครงสรางเปลือกบางจะสามารถทําไดหลายวิธี เชน 
การใชวัสดุเชิงประกอบ (Composite Materials) หรือการใสวัสดุเสริมกําลังเพื่อเสริมกําลังวัสดุหลัก (Reinforced 
Materials) เปนตน สําหรับโครงสรางเปลือกบางท่ีทํามาจากวัสดุเชิงประกอบจะสามารถแบงออกไดเปน 2 ประเภทหลัก ๆ 
คือ โครงสรางเปลือกบางแบบลามิเนท (Laminate Shells) ซ่ึงจะประกอบไปดวยวัสดุแผนโคงซอนทับหลายช้ันสลับกัน 
(Reddy, 2003; Qatu, 2004) และโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุท่ีมีสมบัติเปล่ียนแปลงตามความหนา (Functionally 
Graded Shells) ซ่ึงจะเปนการปรับปรุงคุณภาพโดยการเปล่ียนเฟสของโลหะไปเปนเซรามิกแบบตอเน่ืองตลอดความหนา
ของโครงสรางเปลือกบาง (Shen, 2009; Thai and Kim, 2015; Garg et al., 2021) เนื่องจากขอดีของโลหะ (Metal) 
จะมีกําลังสูงแตทนตอการเปล่ียนแปลงอุณหภูมิสูงไดต่ํา ในขณะท่ีเซรามิก (Ceramic) จะมีกําลังต่ําแตจะทนตออุณหภูมิสูงไดดี 
ในกรณีของการใสวัสดุเสริมกําลังในปจจุบัน ไดแก การใสวัสดุทอนาโนคารบอน (Carbon Nanotubes) และวัสดุแกรฟน
เพลตเลท (Graphene Platelet) (Tjong, 2013; Zhao et al., 2020; Yee and Ghayesh, 2023; Worku and 
Ayele, 2023)
 จากงานวิจัยที่ผานมาในอดีตพบวาการเพิ่มประสิทธิภาพของวัสดุโครงสรางเปลือกบางมักจะเลือกใชเพียง
แนวทางใดแนวทางหน่ึงเทาน้ัน สําหรับการประยุกตใชท้ังสองแนวทางพรอมกันก็ถือเปนแนวทางท่ีเร่ิมเปนท่ีนิยมใชสําหรับ
งานวิศวกรรมข้ันสูง เชน งานวิจัยของ Zhao et al. (2024) และ Khalaf and Hasan (2024) ไดเลือกใชวัสดุเสริมกําลัง
ทั้งทอนาโนคารบอนและแกรฟนเพลตเลทในการผสมกับวัสดุเมทริกซประเภทอีพอกซี่เพื่อเพ่ิมประสิทธิภาพของ
โครงสรางเปลือกบางใหสูงขึ้น อยางไรก็ตามการเสริมกําลังประเภทนี้จะเปนที่นิยมใชกับงานทางดานวิศวกรรมโยธา
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เปนหลัก ในขณะที่งานทางดานวิศวกรรมเครื่องกลและการบินจะพบวาวัสดุเมทริกซจะเปนประเภทโลหะผสม ซึ่งจะมี
คุณสมบัติแตกตางจากวัสดุเมทริกซประเภทอีพอกซี่โดยสิ้นเชิง ดังงานวิจัยของ Ansari et al. (2020) โดยใชโลหะ
ประเภททองแดงเปนวัสดุเมทริกซสําหรับโครงสรางแผนเรียบนาโนคอมโพสิตเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท (FG-GPLRC 
Nanocomposite Plates) ดังนั้นวัสดุเมทริกซในงานวิจัยนี้จึงมีคุณสมบัติเปนวัสดุไอโซทรอปกเทียบเทากับกรณีของ
วัสดุเมทริกซประเภทอีพอกซี่ จนกระทั่ง Roun et al. (2025) ไดนําเสนอวัสดุเมทริกซประเภทโลหะผสมที่มีสมบัติ
เปล่ียนแปลงตามความหนา (Functionally Graded Material) ท่ีใชสําหรับโครงสรางแผนเรียบนาโนคอมโพสิตเสริมกําลัง
ดวยแกรฟนเพลตเลท ซ่ึงจะมีกระบวนการผลิตและการวิเคราะหท่ียุงยากซับซอนมากกวา แตจากงานวิจัยในอดีตท่ีผานมา
พบวายังไมมีการศึกษาสําหรับกรณีท่ีเปนโครงสรางเปลือกบาง ซ่ึงจะมีความแตกตางจากการวิเคราะหโครงสรางแผนเรียบท่ัวไป 
น่ันคือ จะมีผลของความโคงหลักเร่ิมตน (Initial Principal Curvature) ในขณะท่ีโครงสรางแผนเรียบจะมีคาความโคงหลัก
เริ่มตนเปนศูนยนั่นเอง
 สําหรับวัตถุประสงคของบทความน้ีคือ การนําเสนอสมการก่ึงการวิเคราะหการส่ันอิสระของโครงสรางเปลือกบาง
ทําจากวัสดุท่ีมีสมบัติเปล่ียนแปลงตามความหนาและเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทโดยใชทฤษฎีการเสียรูปดวยแรงเฉือน
อันดับท่ีหน่ึงแบบปรับปรุง (Improved FSDT) เพ่ือเพ่ิมประสิทธิภาพของโครงสรางเปลือกบางแบบด้ังเดิม การคํานวณหา
คามอดูลัสยืดหยุนประสิทธิผลของวัสดุเมทริกซประเภทโลหะผสมท่ีมีสมบัติเปล่ียนแปลงตามความหนา (FGM) จะสามารถ
คํานวณไดโดยใชแบบจําลองของ Voigt (Zhao et al., 2020) ในขณะที่วัสดุเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท (GPL) 
จะนิยามไดจากแบบจําลองไมโครกลศาสตรของ Halpin–Tsai (Halpin and Kardos, 1976) สําหรับคาอัตราสวนปวซง
และคาความหนาแนนประสิทธิผลจะคํานวณไดจากกฎของการผสม (Rule of Mixtures) (Jones, 2018) สมการควบคุม 
(Governing Equation) สามารถนิยามไดโดยใชทฤษฎีการเสียรูปดวยแรงเฉือนอันดับท่ีหน่ึงแบบปรับปรุง (Van Vinh 
et al., 2022; Benounas et al., 2024) โดยการกําหนดคาตัวคูณปรับแกแรงเฉือน (Shear Correction Factor) 
เปนฟงกชันที่สอดคลองกับเงื่อนไขของความเคนเฉือนจริง (True Shear Stress) เพื่อใหคาความเคนเฉือนที่บริเวณผิว
ดานนอกของโครงสรางเปลือกบางมีคาเปนศูนย จากน้ันใชหลักการของแฮมิลตัน (Hamilton’s Principle) (Reddy, 2003) 
ในการสรางสมการการเคล่ือนท่ี (Equations of Motion) ของระบบโครงสรางเปลือกบาง และใชกระบวนการหาคําตอบ
ของนาเวียร (Navier’s Solution) (Van Vinh and Tounsi, 2022) ในการหาผลลัพธเชิงตัวเลข (Numerical Results) 
โดยกําหนดใหฟงกชันการเสียรูปของโครงสรางเปลือกบางสอดคลองกับเง่ือนไขของจุดรองรับอยางงาย

แบบจําลองโครงสรางเปลือกบาง

พิจารณาโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุท่ีมีสมบัติเปล่ียนแปลงตามความหนาและเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทขนาด 
ยาว x กวาง x หนา เทากับ  ดังรูปท่ี 1 โดยกําหนดใหบริเวณผิวดานนอกสุด  และดานในสุด 

 ของโครงสรางเปลือกบางจะเปนวัสดุเซรามิก (Ceramic) และโลหะ (Metal) ตามลําดับ ซึ่งสามารถนิยาม
การเปลี่ยนสมบัติของวัสดุจากโลหะเปนเซรามิกตลอดความหนาของโครงสรางโดยใชกฎการยกกําลัง (Power Law 
Distribution) ซึ่งจะทําใหไดคาสัดสวนโดยปริมาตรของเซรามิก  และโลหะ  จากนั้นทําการเสริมกําลังดวย
แกรฟนเพลตเลท (GPL) โดยพิจารณาจากคาสัดสวนโดยปริมาตรของแกรฟนเพลตเลท  โดยท่ีผลรวมของ , 

 และ  จะมีคาเทากับหนึ่งเสมอ ในที่นี้การจําแนกประเภทของโครงสรางเปลือกบางจะสามารถทําได
โดยกําหนดใหคาองคประกอบของรัศมีความโคง (  และ ) ของโครงสรางเปลือกบางมีคาดังนี้ 
 1)   สําหรับโครงสรางเปลือกบางรูปทรงกลม โดยมีอักษรยอคือ SP ดังรูปท่ี 1(ก)
 2)   สําหรับโครงสรางเปลือกบางรูปทรงไฮเปอรโบลิก โดยมีอักษรยอคือ HP ดังรูปท่ี 1(ข)
 3)   สําหรับโครงสรางเปลือกบางรูปทรงกระบอก โดยมีอักษรยอคือ CY ดังรูปท่ี 1(ค)
 4)  สําหรับโครงสรางแผนเรียบ โดยมีอักษรยอคือ FL ดังรูปท่ี 1(ง)
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 (ก) SP (ข) HP

 (ค) CY (ง) FL
รูปที่ 1 โครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุที่มีสมบัติเปล่ียนแปลงตามความหนาและเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท

1. แบบจําลองของวัสดุเมทริกซประเภทโลหะผสมที่มีสมบัติเปลี่ยนแปลงตามความหนา
  วัสดุเมทริกซประเภทโลหะผสมท่ีมีสมบัติเปล่ียนแปลงตามความหนา (FGM) จะสามารถนิยามการเปล่ียนเฟส
จากโลหะเปนเซรามิกตลอดความหนาของโครงสรางโดยใชกฎการยกกําลัง (Power Law Distribution) ดังสมการท่ี (1)

 (1)

  โดยท่ี  เม่ือตัวหอย 1 และ 2 แทนคุณสมบัติของวัสดุเซรามิกและโลหะ ตามลําดับ ในขณะท่ี
ตัวยกกําลัง  คือคาเลขยกกําลังของวัสดุเมทริกซ ดังนั้นจากแบบจําลองของ Voigt (Zhao et al., 2020) จะสามารถ
คํานวณหาคามอดูลัสยืดหยุนประสิทธิผล  และความหนาแนนประสิทธิผล  ของวัสดุเมทริกซไดดังสมการท่ี (2) 
และ (3)

 (2)

 (3)

  เมื่อตัวหอย  คือวัสดุเมทริกซ ในกรณีนี้จะกําหนดใหคาอัตราสวนปวซง  ของวัสดุเซรามิกและ
โลหะมีคาเทากัน นั่นคือ 

2.  แบบจําลองของวัสดุเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท
  รูปที่ 2 แสดงคาการกระจายตัวของแกรฟนเพลตเลท โดยกําหนดใหรูปแบบ A มีคาการกระจายตัวของ
แกรฟนเพลตเลทสม่ําเสมอ (Uniform Distribution) ตลอดความหนาของโครงสรางเปลือกบาง รูปแบบ B เปนการกระจายตัว
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ของแกรฟนเพลตเลทแบบฟงกชัน FG-X โดยจะมีปริมาณการกระจายตัวของแกรฟนเพลตเลทมากสุดท่ีบริเวณผิวดานบน
และลางสุด  และลดลงเปนฟงกชันโคไซน (Cosine Function) จนกระท่ังมีคาเปนศูนยที่ตําแหนงกึ่งกลาง
ความหนา  ของโครงสรางเปลือกบาง สุดทายจะเปนรูปแบบ C เปนการกระจายตัวของแกรฟนเพลตเลทแบบฟงกชัน 
FG-V โดยจะมีปริมาณการกระจายตัวของแกรฟนเพลตเลทมากสุดที่บริเวณผิวดานบนสุด  และลดลงเปน
ฟงกชันโคไซน (Cosine Function) จนกระทั่งเปนศูนยที่บริเวณผิวดานลางสุด  ของโครงสรางเปลือกบาง 

 (ก) รูปแบบ A (ข) รูปแบบ B  (ค) รูปแบบ C
รูปที่ 2 รูปแบบการกระจายตัวของแกรฟนเพลตเลทตลอดความหนาของโครงสรางเปลือกบาง

  จากรูปที่ 2 จะสามารถนิยามคาสัดสวนโดยปริมาตร (Volume Fraction) ไดดังสมการท่ี (4)

 (4)

  ในที่นี้ กําหนดใหตัวหอย  แทนดวยรูปแบบการกระจายตัวของแกรฟนเพลตเลท A, B, และ 
C ตามลําดับ และ  คือสัดสวนโดยปริมาตรท้ังหมดของแกรฟนเพลตเลทสามารถนิยามไดดังสมการที่ (5)

 (5)

  เมื่อ  และ  คือคาความหนาแนนและนํ้าหนักของแกรฟนเพลตเลท ในขณะท่ี  คือฟงกชัน
การกระจายตัวของแกรฟนเพลตเลท สามารถนิยามไดดังสมการที่ (6)

 (6)

  จากแบบจําลองไมโครกลศาสตรของ Halpin–Tsai (Halpin and Kardos, 1976) จะสามารถคํานวณหา
คามอดูลัสยืดหยุนประสิทธิผล  ของวัสดุเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทไดดังสมการที่ (7)

 (7)

  ในท่ีน้ี กําหนดใหตัวหอย  แทนดวยคุณสมบัติของวัสดุท่ีมีสมบัติเปล่ียนแปลงตามความหนาเสริมกําลังดวย
แกรฟนเพลตเลท ตัวหอย  และ  แทนดวยคุณสมบัติของวัสดุตามแนวยาวและแนวขวาง ดังนั้นคาพารามิเตอร 
และ  จะสามารถคํานวณไดดังสมการที่ (8)

 (8)
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  เม่ือ  คือคามอดูลัสของแกรฟนเพลตเลท ดังน้ันคาพารามิเตอรอัตราสวนรูปทรงของแกรฟนเพลตเลท 
 และ  สามารถคํานวณไดดังสมการที่ (9)

 (9)

  เม่ือ ,  และ  คือคาเฉล่ียของความยาว ความกวาง และความหนาของแกรฟนเพลตเลท 
สําหรับการคํานวณหาคาอัตราสวนปวซง  และคาความหนาแนน  ของวัสดุท่ีมีสมบัติเปล่ียนแปลงตามความหนา
เสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทจะสามารถคํานวณไดจากกฎของการผสม (Rule of Mixtures) (Jones, 2018) 
ดังสมการที่ (10) และ (11) 

 (10)

 (11)

  เมื่อ  และ  คือคาอัตราสวนปวซงและความหนาแนนของแกรฟนเพลตเลท ทั้งนี้ คาสัดสวน
โดยปริมาตร (Volume Fraction) ของวัสดุเมทริกซ  และแกรฟนเพลตเลท  จะมีความสัมพันธดังสมการท่ี (12)

 (12)

3. สมการความสัมพันธระหวางความเคนกับความเครียดของวัสดุ
  คาการเสียรูปของโครงสรางเปลือกบางสามารถนิยามไดโดยใชทฤษฎีการเสียรูปดวยแรงเฉือนอันดับที่หนึ่ง
แบบปรับปรุง (Van Vinh et al., 2022; Benounas et al., 2024) ดังสมการที่ (13) - (15)

 (13)

 (14)

 (15)

  เมื่อ  คือองคประกอบของคาการเสียรูปตามแนวแกน  ที่ตําแหนงกึ่งกลางความหนา 
 และ  คือคาการหมุนแนวขวางตามแนวแกน  โดยมีคาเทากับ  และ 

จากสมการที่ (13) - (15) จะสามารถหาคาความสัมพันธระหวางความเครียด-การเคล่ือนตัว (Strain–Displacement 
Relations) ไดดังสมการที่ (16) และ (17)

 (16)

 (17)
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  จากสมการท่ี (16) และ (17) จะสามารถเขียนสมการความสัมพันธระหวางความเคนกับความเครียดของวัสดุ 
(Stress–Strain Relations) ไดดังสมการที่ (18) - (19)

 (18)

 (19)

  ในที่นี้ (สมการที่ (20))

 (20)

  สําหรับคา  คือคาตัวคูณปรับแกแรงเฉือน (Shear Correction Factor) ซ่ึงโดยท่ัวไปตามทฤษฎีการเสียรูป
เน่ืองจากแรงเฉือนอันดับท่ีหน่ึง (FSDT) คา  จะเปนคาคงท่ีเทากับ 5/6 (Van Vinh and Tounsi, 2022) ซ่ึงจะพบวา
คาความเคนเฉือนจะไมถูกตองเนื่องจากคาความเคนเฉือนที่ถูกตองจะตองมีคาเปนศูนยที่ตําแหนงผิวบนและลาง 

 ของโครงสรางเปลือกบาง ดังนั้นจึงจําเปนตองทําการกําหนดคาตัวคูณปรับแกแรงเฉือนใหเปนฟงกชัน
ท่ีสอดคลองกับเง่ือนไขของความเคนเฉือนจริง จากงานวิจัยของ Van Vinh et al. (2022) และ Benounas et al. (2024) 
ไดกําหนดฟงกชันของคา  ดังสมการที่ (21)

 (21)

4. สมการการเคลื่อนที่ 
  จากหลักการของแฮมิลตัน (Hamilton’s Principle) (Reddy, 2003) จะสามารถสรางสมการการเคล่ือนท่ี 
(Equations of Motion) ของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุที่มีสมบัติเปลี่ยนแปลงตามความหนาและเสริมกําลัง
ดวยแกรฟนเพลตเลทโดยใชทฤษฎีการเสียรูปดวยแรงเฉือนอันดับท่ีหนึ่งไดดังสมการที่ (22)

 (22)

  เมื่อ  คือคาการแปรผันของพลังงานความเครียด (Strain Energy) และ  คือคาการแปรผันของ
พลังงานจลน (Kinematic Energy) ของโครงสรางเปลือกบาง ดังนั้นคา และ สามารถนิยามไดดังสมการที่ (23) 
และ (24)

 (23)

 (24)

  จากนั้นทําการแทนคาสมการท่ี (16) และ (17) ลงในสมการท่ี (23) และแทนคาสมการที่ (13) - (15) ลงใน
สมการที่ (24) ดังนั้นเราจะสามารถนิยามสมการการเคลื่อนที่ไดดังสมการที่ (25) - (29)
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 (25)

 (26)

 (27)

 (28)

 (29)

  โดยที่สมการที่ (25) - (29) เปนสมการการเคล่ือนที่สําหรับการเคล่ือนที่ในทิศทาง 
และ  ตามลําดับ และ  คือคาผลลัพธของความเคน (Stress Resultants) ซึ่งสามารถคํานวณได
ดังสมการที่ (30) - (32)

 (30)

 (31)

 (32)

  แทนคาสมการท่ี (18) ลงในสมการท่ี (30) และ (31) จะสามารถเขียนในรูปเมทริกซดังสมการท่ี (33)

 (33)

  ในที่นี้

 (34)

 โดยที่สมการที่ (34) กําหนดใหตัวหอย = 11, 12, 22 และ 66 ตามลําดับ แทนคาสมการที่ (19) ลงใน
สมการที่ (32) จะไดดังสมการที่ (35) และ (36)

 (35)
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  ในที่นี้

 (36)

  โดยท่ีกําหนดใหตัวหอย  = 55 และ 44 สําหรับคาโมเมนตความเฉ่ือยของมวล (Mass Moment of Inertia) 
ดังสมการที่ (25) - (29) จะสามารถนิยามไดดังสมการที่ (37)

 (37)

5. สมการก่ึงการวิเคราะห 
  การสรางสมการก่ึงการวิเคราะหและการหาผลลัพธเชิงตัวเลขสามารถทําไดโดยใชกระบวนการหาคําตอบ
ของนาเวียร (Navier’s Solution) (Van Vinh and Tounsi, 2022) ในการกําหนดฟงกชันการเสียรูปของโครงสราง
เปลือกบางใหสอดคลองกับเง่ือนไขของจุดรองรับอยางงาย (Simply-Supported Condition) ดังสมการท่ี (38) - (42)

 (38)

 (39)

 (40)

 (41)

 (42)

  เมื่อ  และ  โดยที่  คือคาสัมประสิทธิ์ของ

การเสียรูปที่ไมทราบคา ถากําหนดให  และ  คือคาความถี่ธรรมชาติ 

(Natural Frequency) โดยที่ตัวหอย  คือคาโหมดไอเกน (Eigen Mode) ตามแกน  จากนั้นทําการแทน
คาสมการที่ (38) - (42) ลงในสมการที่ (16) และ (17) ดังนั้นสมการที่ (25) - (29) จะใหคาสมการลักษณะเฉพาะ 
(Characteristic Equation) ดังสมการที่ (43)

 (43)

  เมื่อ [ ] และ [ ] คือคาเมทริกซความแข็งแกรง (Stiffness Matrix) และเมทริกซมวล (Mass Matrix) 
ในท่ีน้ี  และ  โดยท่ี  = 1, 2,…, 5 ดังน้ันจะสามารถนิยามคาสัมประสิทธ์ิไดดังสมการท่ี (44) - (62)

 (44)

 (45)
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(46)

(47)

 (48)

 (49)

 (50)

 (51)

 (52)

  (53)

 (54)

 (55)

 (56)

 (57)

 (58)

 (59)

 (60)

 (61)

 (62)

  กระบวนการหาคําตอบเชิงตัวเลขโดยใชกระบวนการหาคําตอบของนาเวียร (Navier’s Solution) จะมีข้ันตอน
ในการคํานวณดังนี้
  ขั้นที่ 1  คํานวณคา  และ  ของวัสดุเมทริกซจากสมการที่ (2) และ (3)
  ขั้นที่ 2  คํานวณคา  และ  ของวัสดุเมทริกซเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท 
จากสมการที่ (7) (10) และ (11) ตามลําดับ
  ขั้นที่ 3  คํานวณคา  และ  จากสมการที่ (20)
  ขั้นที่ 4  คํานวณคา  และ  เม่ือตัวหอย  = 11, 12, 22, และ 66 ตามลําดับ จากสมการท่ี (34) 
และคํานวณคา  และ  จากสมการที่ (37)
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  ขั้นที่ 5  กําหนดคาโหมดไอเกน  และ  เพื่อคํานวณ  และ  จะสามารถคํานวณไดจาก
สมการที่ (44) - (62)
  ขั้นที่ 6  คํานวณคา  จากสมการท่ี (43)

ผลการศึกษา

ในการนําเสนอผลการวิเคราะหการสั่นอิสระของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุที่มีสมบัติเปลี่ยนแปลงตามความหนา
และเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทโดยใชทฤษฎีการเสียรูปดวยแรงเฉือนอันดับท่ีหน่ึงแบบปรับปรุง และการหาคําตอบ
เชิงตัวเลขโดยใชกระบวนการหาคําตอบของนาเวียร (Navier’s Solution) สําหรับคามอดูลัสยืดหยุน อัตราสวนปวซง 
และความหนาแนนของวัสดุเมทริกซพอลิเมอร (Polymer) วัสดุที่มีสมบัติเปลี่ยนแปลงตามความหนา (FGM) สําหรับ
เซรามิกที่ทําจากอะลูมินา (Al2O3) และโลหะที่ทําจากอะลูมิเนียม (Al) และสุดทายคือ แกรฟนเพลตเลท (GPL) 
ที่ใชในการศึกษาครั้งนี้จะมีคาดังตารางที่ 1 โดยที่ขนาดของแกรฟนเพลตเลท (GPL) ที่ใชในการศึกษาครั้งนี้ จะมีคา 

 = 1.5 ไมโครเมตร,  = 2.5 ไมโครเมตร และ = 1.5 นาโนเมตร ในกรณีที่ไมไดกําหนดเปนอยางอื่น
จะสามารถคํานวณหาคาพารามิเตอรความถี่ (Frequency Parameter) ไดดังสมการที่ (63)

 (63)

1. การตรวจสอบความถูกตองของแบบจําลอง
  การตรวจสอบความถูกตองของแบบจําลอง จะแบงออกเปน 3 กรณี โดยเริ่มตนจากการเปรียบเทียบกับ
คาพารามิเตอรความถ่ี (Frequency Parameter) ของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุท่ีมีสมบัติเปล่ียนแปลงตามความหนา 
(FGM Shells) โดยที่เซรามิกทําจากอะลูมินา (Al2O3) และโลหะทําจากอะลูมิเนียม (Al) มีคาคุณสมบัติดังตารางท่ี 1 
ในท่ีน้ีคาอัตราสวนความยาวรัศมีตอความยาวของโครงสรางเปลือกบาง  และอัตราสวนความยาวตอความกวาง
ของโครงสรางเปลือกบาง  มีคาเทากับ 0.5 และ 1.0 ผลการตรวจสอบความถูกตองของแบบจําลองพบวา
คาพารามิเตอรความถี่  ที่ไดจากงานวิจัยนี้มีคานอยกวางานวิจัยของ Matsunaga (2008) ดังตารางท่ี 2 เน่ืองจาก
ความแตกตางของทฤษฎีการเสียรูปเนื่องจากแรงเฉือนที่แตกตางกัน โดยงานวิจัยของ Matsunaga (2008) ใชทฤษฎี
การเสียรูปข้ันสูงแบบสองมิติ (Two-Dimensional Higher-Order Deformation Theory) อยางไรก็ตาม ความแตกตางสูงสุด
จะมีคาไมเกินรอยละ 6.836 สําหรับโครงสรางเปลือกบางรูปทรงกลม (SP) เมื่ออัตราสวน  ทั้งนี้คารอยละ
ความแตกตางจะมีคาลดลงเมื่ออัตราสวน  มีคาเพิ่มสูงขึ้นนั่นเอง เนื่องจากโครงสรางเปลือกบางมีความหนานอย 
(Thin Shells) จะสงผลทําใหความแตกตางเนื่องจากการคํานวณทั้งสองทฤษฎีคือ ทฤษฎีการเสียรูปขั้นสูงแบบสองมิติ 
(Matsunaga, 2008) และทฤษฎีการเสียรูปดวยแรงเฉือนอันดับที่หนึ่งแบบปรับปรุง (Improved FSDT) มีคาลดลง
เพราะผลของความเคนเฉือนที่มีตอโครงสรางมีคาลดลง ในขณะที่เมื่อความหนาของโครงสรางมีคาเพิ่มสูงขึ้น จะสงผล
ทําใหคาการกระจายตัวของคาความเคนเฉือนในสมการท่ี (35) มีความแตกตางกันจากท้ังสองทฤษฎี สําหรับผลกระทบ
ของความแตกตางที่เกิดขึ้นเมื่อเทียบกับงานวิจัยของ Matsunaga (2008) จะพบวาเมื่อโครงสรางเปลือกบางมีผลของ
คารัศมีความโคง (  และ ) เพิ่มมากขึ้น จะทําใหความแตกตางมีคาเพิ่มสูงขึ้น โดยเฉพาะอยางยิ่งในกรณีที่เปน
โครงสรางเปลือกบางรูปทรงกลม (SP) และรูปทรงไฮเปอรโบลิก (HP) ในขณะท่ีโครงสรางแผนเรียบ (FL) ซ่ึงจะไมมีผล
ของคารัศมีความโคง (  และ ) ทําใหคาความแตกตางเกิดข้ึนนอยท่ีสุดในทุกกรณีของคาอัตราสวนความหนา 
ดังตารางท่ี 2 ท้ังน้ีเน่ืองจากคาความสัมพันธระหวางความเครียด-การเคล่ือนตัว (Strain–Displacement Relations) 
ในสมการที่ (16) และ (17) ไมไดพิจารณาผลของโครงสรางเปลือกบางรูปทรงตื้น (Shallow Shells) ซึ่งจะทําใหคารัศมี
ความโคงมีเงื่อนไขแตกตางกัน
  สําหรับการตรวจสอบความถูกตองของแบบจําลองโครงสรางเปลือกบางเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท 
(FG-GPLRC Shells) กับงานวิจัยของ Wang et al. (2018) จะทําไดโดยการกําหนดใหคาเลขยกกําลังของวัสดุเมทริกซ 
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 ในสมการที่ (1) มีคาเปนศูนย จากนั้นทําการกําหนดคาของวัสดุเซรามิกเปนวัสดุพอลิเมอรเสริมกําลังดวย
แกรฟนเพลตเลท (GPL) ท่ีมีคุณสมบัติดังตารางท่ี 1 ในท่ีน้ีคาอัตราสวน  และ  จะมีคาเทากับ 0.2 และ 1.0 
ซ่ึงจะพบวาคาพารามิเตอรความถ่ี  มีคาตรงกับงานวิจัยของ Wang et al. (2018) ยกเวนในโหมดการส่ันลําดับ (2,2) 
เมื่อความหนาของโครงสรางเปลือกบางมีคาสูง ( ) มีความแตกตางกันนอยมาก ในขณะท่ีโหมดการส่ันอื่น ๆ 
จะมีคาเทากัน ดังตารางท่ี 3 แมวางานวิจัยของ Wang et al. (2018) จะใชทฤษฎีการเสียรูปเน่ืองจากแรงเฉือนอันดับสูง 
(Higher-Order Shear Deformation Theory) ซึ่งจะมีจํานวนตัวแปรไมทราบคา 9 ตัว ในขณะท่ีงานวิจัยนี้ใชทฤษฎี
การเสียรูปดวยแรงเฉือนอันดับท่ีหน่ึงแบบปรับปรุง (Improved FSDT) ซ่ึงจะมีจํานวนตัวแปรไมทราบคา 5 ตัว ดังน้ัน
การใชทฤษฎีการเสียรูปดวยแรงเฉือนอันดับท่ีหน่ึงแบบปรับปรุง (Improved FSDT) จะทําใหการแกปญหาท่ีซับซอนไดงายข้ึน

ตารางที่ 1 คุณสมบัติของวัสดุ

  รายการวัสดุ มอดูลัสยืดหยุน (GPa) อัตราสวนปวซง ความหนาแนน (kg/m3)

 พอลิเมอร (Polymer) 2.85 0.34 1,200
 อะลูมินา (Al2O3) 380 0.30 3,800
 อะลูมิเนียม (Al) 70 0.30 2,702
 แกรฟนเพลตเลท (GPL) 1,010 0.186 1,060

ตารางที่ 2 การเปรียบเทียบคาพารามิเตอรความถ่ีธรรมชาติของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุท่ีมีสมบัติเปล่ียนแปลง
  ตามความหนา (  และ )

  
ประเภท

    คาความถ่ีธรรมชาติในโหมดการส่ันพื้นฐาน (1,1)

โครงสราง
  Matsunaga (2008)   งานวิจัยนี้   ความแตกตาง (%)

    = 0  = 0.5  = 1  = 0  = 0.5  = 1  = 0  = 0.5  = 1
 2 FL 0.9400 0.8232 0.7476 0.9265 0.8101 0.7333 1.436 1.591 1.913
  SP 0.9527 0.8429 0.7709 0.9291 0.8001 0.7182 2.477 5.078 6.836
  CY 0.9334 0.8213 0.7483 0.9075 0.7882 0.7109 2.775 4.030 4.998
  HP 0.9038 0.7925 0.7202 0.8551 0.7502 0.6807 5.388 5.338 5.485
 5 FL 0.2121 0.1819 0.1640 0.2112 0.1808 0.1631 0.424 0.605 0.549
  SP 0.2301 0.2000 0.1819 0.2271 0.1940 0.1749 1.304 3.000 3.848
  CY 0.2153 0.1855 0.1678 0.2123 0.1812 0.1633 1.393 2.318 2.682
  HP 0.2064 0.1770 0.1596 0.1996 0.1710 0.1544 3.295 3.390 3.258
 10 FL 0.0578 0.0492 0.0443 0.0577 0.0490 0.0442 0.173 0.407 0.226
  SP 0.0751 0.0657 0.0601 0.0746 0.0646 0.0588 0.666 1.674 2.163
  CY 0.0622 0.0535 0.0485 0.0617 0.0527 0.0477 0.804 1.495 1.649
  HP 0.0563 0.0479 0.0432 0.0548 0.0466 0.0420 2.664 2.714 2.778

  สุดทายจะเปนการตรวจสอบความถูกตองของแบบจําลองของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุที่มีสมบัติ
เปล่ียนแปลงตามความหนาและเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท (FG Shells with GPL Reinforcement) ซ่ึงจะยังไมมี
งานวิจัยท่ีทําการศึกษามากอน นอกจากงานวิจัยของ Roun et al. (2025) ท่ีไดทําการศึกษาการส่ันอิสระของโครงสราง
แผนเรียบทําจากวัสดุท่ีมีสมบัติเปล่ียนแปลงตามความหนา เสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทโดยใชทฤษฎีแผนเรียบปรับปรุง
สี่ตัวแปรไมทราบคาที่มีการพิจารณาฟงกชันการเสียรูปออกเปน 4 ตัวแปรหลัก ไดแก การเคลื่อนที่แนวราบ 2 แนว 
( ) และการเคล่ือนที่แนวตั้งฉากที่พิจารณาผลของแรงเฉือนและแรงดัด ( ) โดยที่วัสดุที่มีสมบัติเปล่ียนแปลง
ตามความหนาจะกําหนดใหเซรามิกทําจากอะลูมินา (Al2O3) โลหะทําจากอะลูมิเนียม (Al) เสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท 
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(GPL) มีคุณสมบัติดังตารางท่ี 1 พบวาคาพารามิเตอรความถี่ธรรมชาติมีคาใกลเคียงกับงานวิจัยนี้ดังตารางท่ี 4 ซึ่งมีคา
ความแตกตางสูงสุดเทากับรอยละ 0.20 ในโหมดการส่ันลําดับ (2,2) เม่ือความหนาของโครงสรางแผนเรียบมีคาสูง ( ) 

ตารางที่ 3 การเปรียบเทียบคาพารามิเตอรความถ่ีธรรมชาติของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุท่ีมีสมบัติเปล่ียนแปลง
  ตามความหนา (  และ )

  
ประเภท

    คาโหมดพารามิเตอรความถ่ีธรรมชาติ (m,n)

โครงสราง
  Wang et al. (2018)   งานวิจัยนี้   ความแตกตาง (%)

   (1,1) (1,2) (2,2) (1,1) (1,2) (2,2) (1,1) (1,2) (2,2)

 5 SP 0.1279 0.2919 0.4450 0.1279 0.2919 0.4449 0 0 0.022
  CY 0.1229 0.2892 0.4438 0.1229 0.2892 0.4437 0 0 0.023
  HP 0.1206 0.2898 0.4427 0.1206 0.2898 0.4425 0 0 0.045
 10 SP 0.0374 0.0796 0.1232 0.0374 0.0796 0.1232 0 0 0
  CY 0.0328 0.0770 0.1219 0.0328 0.0770 0.1219 0 0 0
  HP 0.0310 0.0778 0.1213 0.0310 0.0778 0.1213 0 0 0
 15 SP 0.0097 0.0150 0.0217 0.0097 0.0150 0.0217 0 0 0
  CY 0.0065 0.0127 0.0205 0.0065 0.0127 0.0205 0 0 0
  HP 0.0050 0.0135 0.0200 0.0050 0.0135 0.0200 0 0 0

ตารางที่ 4 การเปรียบเทียบคาพารามิเตอรความถ่ีธรรมชาติของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุท่ีมีสมบัติเปล่ียนแปลง
  ตามความหนาและเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท (  และ )

  
รูปแบบ

    คาโหมดพารามิเตอรความถ่ีธรรมชาติ (m,n)

GPL
  Roun et al. (2025)   งานวิจัยนี้   ความแตกตาง (%)

   (1,1) (1,2) (2,2) (1,1) (1,2) (2,2) (1,1) (1,2) (2,2)

5 A 0.1824 0.4021 0.5847 0.1824 0.4019 0.5839 0 0 0.137
  B 0.1904 0.4152 0.5997 0.1905 0.4150 0.5985 0 0 0.200
  C 0.1742 0.3857 0.5625 0.1742 0.3854 0.5616 0 0 0.160
 10 A 0.0495 0.1185 0.1824 0.0495 0.1185 0.1824 0 0 0
  B 0.0522 0.1242 0.1904 0.0522 0.1243 0.1905 0 0 0
  C 0.0471 0.1130 0.1742 0.0471 0.1130 0.1742 0 0 0

2. พฤติกรรมการส่ันอิสระของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุที่มีสมบัติเปล่ียนแปลงตามความหนา
เสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท
  สําหรับการศึกษาพฤติกรรมการส่ันอิสระของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุที่มีสมบัติเปล่ียนแปลง
ตามความหนาและเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท โดยท่ีวัสดุท่ีมีสมบัติเปล่ียนแปลงตามความหนาจะกําหนดใหเซรามิก
ทําจากอะลูมินา (Al2O3) โลหะทําจากอะลูมิเนียม (Al) เสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท (GPL) มีคาคุณสมบัติดังตารางท่ี 1 
โดยท่ีคาอัตราสวน  และ  มีคาเทากับ 0.2 และ 1.0 ตารางท่ี 5 แสดงคาพารามิเตอรความถ่ี  ของโครงสราง
เปลือกบางทําจากวัสดุที่มีสมบัติเปลี่ยนแปลงตามความหนาและเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท โดยคาในวงเล็บคือ 
รอยละของการเปล่ียนแปลงความถ่ีสัมพัทธ (Relative Frequency Change) ของคาพารามิเตอรความถ่ีของโครงสราง
เปลือกบางทําจากวัสดุที่มีสมบัติเปล่ียนแปลงตามความหนาและเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทเมื่อเปรียบเทียบกับ
กรณีที่ไมมีการเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท ดังสมการที่ (64)
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 (64)

  เม่ือ  และ  คือคาพารามิเตอรความถ่ีของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุท่ีมีสมบัติเปล่ียนแปลง
ตามความหนาในกรณีที่มีการเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทกับกรณีที่ไมมีการเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท 
จากผลการศึกษาพบวาเมื่อโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุที่มีสมบัติเปล่ียนแปลงตามความหนาและเสริมกําลังดวย
แกรฟนเพลตเลทจะมีคาพารามิเตอรความถ่ี  สูงกวากรณีท่ีไมมีการเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทในทุกโหมดการส่ัน
และคาท่ีเพ่ิมสูงข้ึนมีคาใกลเคียงกัน นอกจากน้ียังพบวาโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุท่ีมีสมบัติเปล่ียนแปลงตามความหนา
และเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทท่ีมีรูปแบบการกระจายแบบ B จะใหคาพารามิเตอรความถ่ี  สูงสุดเม่ือเปรียบเทียบ
กับกรณีรูปแบบการกระจายตัวของแกรฟนเพลตเลทแบบอ่ืน ๆ เน่ืองจากมีปริมาณสวนผสมสวนใหญของแกรฟนเพลตเลท
กระจายอยูในชวงผิวบนและผิวลางสอดคลองกับคาการกระจายความเคนตั้งฉากจริงท่ีเกิดขึ้นของโครงสรางเปลือกบาง 
(รูปที่ 2) ดังนั้นการเพิ่มประสิทธิภาพของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุที่มีสมบัติเปลี่ยนแปลงตามความหนา
จําเปนอยางยิ่งที่จะตองพิจารณาถึงรูปแบบการกระจายตัวของแกรฟนเพลตเลทเพื่อใหเกิดประสิทธิภาพสูงสุด

3. ผลของคาเลขยกกําลังของวัสดุเมทริกซที่มีตอการเปลี่ยนแปลงความถี่สัมพัทธ
  สําหรับการศึกษาผลของคาเลขยกกําลังของวัสดุเมทริกซที่มีตอคาพารามิเตอรความถี่  ของโครงสราง
เปลือกบางทําจากวัสดุที่มีสมบัติเปลี่ยนแปลงตามความหนาและเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท โดยที่คาอัตราสวน 

 และ  มีคาเทากับ 0.2 และ 1.0 คาสัดสวนโดยน้ําหนักของแกรฟนเพลตเลท ( ) จะมีคาเทากับ 1.0 % 
ในขณะที่คาเลขยกกําลังของวัสดุเมทริกซ ( ) จะมีการแปรเปลี่ยนตั้งแต 0 ถึง 5 พบวาคาพารามิเตอรความถี่ 
จะมีคาเพ่ิมสูงข้ึนอยางรวดเร็วในชวงท่ีคา มีคานอย หลังจากน้ันคาพารามิเตอรความถ่ี  จะมีคาเพ่ิมสูงข้ึนอยางชา ๆ 
เมื่อคา  มีคาตั้งแต 2 ขึ้นไป ดังรูปที่ 3 นอกจากนี้ยังพบวาโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุที่มีสมบัติเปลี่ยนแปลง
ตามความหนาและเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทท่ีมีรูปแบบการกระจายแบบ B จะใหคาพารามิเตอรความถ่ี  สูงสุด 
เนื่องจากคาการเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทในชวงบริเวณผิวบนและผิวลางจะทําใหคามอดูลัสประสิทธิผลของ
วัสดุเมทริกซที่มีสมบัติเปลี่ยนแปลงตามความหนามีคาเพิ่มสูงข้ึนเมื่อเปรียบเทียบกับกรณีการกระจายตัวของ
แกรฟนเพลตเลทรูปแบบอื่น ๆ ดังรูปที่ 4 
  สําหรับกรณีที่แกรฟนเพลตเลทมีรูปแบบการกระจายแบบสมํ่าเสมอ (รูปแบบ A) จะพบวาผลของ
การเปล่ียนแปลงอัตราสวนความยาวตอความหนาของโครงสรางเปลือกบางจะสงผลตอคาการเปล่ียนแปลงความถ่ีสัมพัทธ
ของโครงสรางเปลือกบางรูปทรงไฮเปอรโบลิก (HP) รูปทรงกระบอก (CY) และแผนเรียบ (FL) ที่ทําจากวัสดุที่มีสมบัติ
เปลี่ยนแปลงตามความหนาเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท ดังรูปท่ี 4(ข) - 4(ง) ตามลําดับ นั่นคือคาการเปล่ียนแปลง
ความถ่ีสัมพัทธสําหรับกรณีท่ีโครงสรางมีคาอัตราสวนความยาวตอความหนาของโครงสรางเปลือกบางเทากับ 5 จะมีคา
ตํ่ากวากรณีที่มีคาอัตราสวนความยาวตอความหนาของโครงสรางเปลือกบางเทากับ 10 ในขณะที่ชวงคา มีคาสูง
จะใหผลที่ตรงกันขาม

ตารางที่ 5 คาพารามิเตอรความถ่ีธรรมชาติของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุท่ีมีสมบัติเปล่ียนแปลงตามความหนา
  และเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท ( , และ )

  รูปแบบ   = 5   = 10
  GPL SP HP CY FL SP HP CY FL

คาโหมดพารามิเตอรความถ่ีธรรมชาติ (m,n) = (1,1)
= 0% 0.1644 0.1616 0.1627 0.1631 0.0468 0.0438 0.0447 0.0442

  A 0.1777 0.1747 0.1760 0.1763 0.0506 0.0474 0.0484 0.0478
   (8.13%) (8.08%) (8.12%) (8.08%) (8.06%) (8.24%) (8.21%) (8.24%)
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ตารางที่ 5 คาพารามิเตอรความถ่ีธรรมชาติของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุท่ีมีสมบัติเปล่ียนแปลงตามความหนา
  และเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท ( , และ ) (ตอ)

  รูปแบบ   = 5   = 10
  GPL SP HP CY FL SP HP CY FL
  B 0.1834 0.1804 0.1817 0.1821 0.0523 0.0493 0.0502 0.0497
   (11.6%) (11.6%) (11.6%) (11.6%) (11.8%) (12.5%) (12.3%) (12.5%)
  C 0.1718 0.1691 0.1701 0.1706 0.0489 0.0458 0.0467 0.0462
   (4.50%) (4.61%) (4.54%) (4.60%) (4.54%) (4.53%) (4.49%) (4.53%)

คาโหมดพารามิเตอรความถ่ีธรรมชาติ (m,n) = (1,2)
= 0% 0.3589 0.3588 0.3582 0.3604 0.1065 0.1059 0.1055 0.1059

  A 0.3874 0.3871 0.3867 0.3887 0.1152 0.1145 0.1141 0.1145
   (7.96%) (7.91%) (7.94%) (7.87%) (8.17%) (8.17%) (8.20%) (8.16%)
  B 0.3969 0.3967 0.3962 0.3983 0.1193 0.1186 0.1182 0.1186
   (10.6%) (10.6%) (10.6%) (10.5%) (12.0%) (12.0%) (12.1%) (12.0%)
  C 0.3754 0.3756 0.3749 0.3773 0.1113 0.1107 0.1103 0.1107
   (4.62%) (4.70%) (4.65%) (4.71%) (4.50%) (4.58%) (4.52%) (4.57%)

คาโหมดพารามิเตอรความถ่ีธรรมชาติ (m,n) = (2,2)
= 0% 0.5220 0.5231 0.5228 0.5245 0.1631 0.1627 0.1628 0.1631

  A 0.5628 0.5634 0.5634 0.5651 0.1764 0.1759 0.1761 0.1763
   (7.81%) (7.72%) (7.77%) (7.73%) (8.12%) (8.08%) (8.11%) (8.08%)
  B 0.5737 0.5742 0.5743 0.5759 0.1821 0.1816 0.1818 0.1821
   (9.91%) (9.78%) (9.85%) (9.80%) (11.6%) (11.6%) (11.6%) (11.6%)
  C 0.5466 0.5481 0.5476 0.5497 0.1705 0.1702 0.1703 0.1706
   (4.70%) (4.79%) (4.75%) (4.79%) (4.54%) (4.61%) (4.57%) (4.60%)

หมายเหตุ คาในวงเล็บคือ รอยละของการเปลี่ยนแปลงความถี่สัมพัทธของคาพารามิเตอรความถี่ซึ่งสามารถคํานวณไดจาก

  สมการ

 (ก) SP (ข) HP
รูปที่ 3 ผลของคาเลขยกกําลังของวัสดุเมทริกซที่มีตอการเปล่ียนแปลงความถ่ีสัมพัทธของโครงสรางเปลือกบาง
 ทําจากวัสดุที่มีสมบัติเปลี่ยนแปลงตามความหนาและเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท (เสนเต็มคือ  = 5 
 และเสนประคือ  = 10) 



79ISSN 3027-6756 (Online)
Research on Modern science and Utilizing Technological Innovation Journal (RMUTI Journal)

RMUTI Journal  Vol. 19, No. 2 (May - August 2026)

e267477

 (ค) CY  (ง) FL
รูปที่ 3 ผลของคาเลขยกกําลังของวัสดุเมทริกซที่มีตอการเปล่ียนแปลงความถ่ีสัมพัทธของโครงสรางเปลือกบาง
 ทําจากวัสดุที่มีสมบัติเปลี่ยนแปลงตามความหนาและเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท (เสนเต็มคือ  = 5 
 และเสนประคือ  = 10) (ตอ)

4. ผลของคาสัดสวนโดยนํ้าหนักของแกรฟนเพลตเลทที่มีตอการเปลี่ยนแปลงความถี่สัมพัทธ
  การเพิ่มคาสัดสวนโดยนํ้าหนักของแกรฟนเพลตเลท ( ) จะสงผลโดยตรงตอคาความแข็งแกรงของ
โครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุท่ีมีสมบัติเปล่ียนแปลงตามความหนา เน่ืองจากคามอดูลัสของแกรฟนเพลตเลท ( ) 
จะมีคาสูงกวาคามอดูลัสของเซรามิกท่ีทําจากอะลูมินา (Al2O3) และโลหะท่ีทําจากอะลูมิเนียม (Al) จากตารางคุณสมบัติ
ของวัสดุดังตารางที่ 1 จะพบวาอัตราสวนมอดูลัสของ  และ  อยูที่ 2.65 และ 14.43 เทา 
ดังนั้นการเพิ่มปริมาณแกรฟนเพลตเลท ( ) จึงสงผลทําใหคาพารามิเตอรความถี่ ( ) มีคาเพิ่มสูงขึ้น ดังรูปที่ 5 
โดยท่ีคาอัตราสวน  และ  มีคาเทากับ 0.2 และ 1.0 คาเลขยกกําลังของวัสดุเมทริกซ ( ) จะมีคาเทากับ 1.0 
และคาสัดสวนโดยนํ้าหนักของแกรฟนเพลตเลท ( ) จะมีการแปรเปลี่ยนตั้งแต 0 ถึง 3 % นอกจากนี้ยังพบวา
เม่ืออัตราสวนความยาวตอความหนาของโครงสรางเปลือกบางมีคาเพ่ิมสูงข้ึนจะสงผลใหคาการเปล่ียนแปลงความถ่ีสัมพัทธ
ของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุท่ีมีสมบัติเปล่ียนแปลงตามความหนาและเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทมีคาลดลง 

 (ก) FGM ( = 0 %)  (ข) รูปแบบ A ( = 1%)
รูปที่ 4 คามอดูลัสยืดหยุนประสิทธิผลของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุที่มีสมบัติเปลี่ยนแปลงตามความหนา
 เสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท
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 (ค) รูปแบบ B ( = 1%) (ง) รูปแบบ C ( = 1%)
รูปที่ 4 คามอดูลัสยืดหยุนประสิทธิผลของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุที่มีสมบัติเปลี่ยนแปลงตามความหนา
 เสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท (ตอ)

5. ผลของอัตราสวนรูปรางของแกรฟนเพลตเลทที่มีตอการเปลี่ยนแปลงความถี่สัมพัทธ
  จากผลการศึกษาดังตารางท่ี 5 พบวาคาพารามิเตอรความถ่ี ( ) ของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุท่ีมี
สมบัติเปล่ียนแปลงตามความหนาและเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท จะมีคาสูงสุดเม่ือแกรฟนเพลตเลทมีการกระจายตัว
ในรูปแบบ B ดังน้ันคาพารามิเตอรสุดทายท่ีจะถูกนําเสนอในบทความน้ีคือ ผลของอัตราสวนรูปรางของแกรฟนเพลตเลท
ที่มีตอการเปล่ียนแปลงความถ่ีสัมพัทธของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุที่มีสมบัติเปลี่ยนแปลงตามความหนา
และเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทรูปแบบ B โดยท่ีคาอัตราสวนความยาวตอความกวางของแกรฟนเพลตเลท ( ) 
จะมีคาเทากับ 1.0 2.0 3.0 ในที่นี้ถาอัตราสวน  มีคาเทากับ 1.0 แสดงวาแกรฟนเพลตเลทจะมีรูปทรง
เปนสี่เหลี่ยมจัตุรัส ในขณะที่อัตราสวน  มีคามากกวา 1.0 จะเปนรูปทรงสี่เหลี่ยมผืนผา สําหรับคาอัตราสวน
ความยาวตอความหนาของแกรฟนเพลตเลท  จะมีคาแปรเปลี่ยนตั้งแต 0.1 ถึง 4.9 ทั้งนี้คา 
จะมีคาคงที่คือ 2.5 ไมโครเมตร สําหรับอัตราสวน  และ  จะมีคาคงที่เทากับ 0.2 และ 1.0 คาเลขยกกําลัง
ของวัสดุเมทริกซ ( ) จะมีคาเทากับ 1.0 และคาสัดสวนโดยน้ําหนักของแกรฟนเพลตเลท ( ) จะมีคาเทากับ 1.0 % 
จากผลการศึกษาพบวาเม่ือคาอัตราสวน  มีคานอยกวา 500 จะสงผลทําใหคาการเปล่ียนแปลงความถ่ีสัมพัทธ
ของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุที่มีสมบัติเปลี่ยนแปลงตามความหนาและเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท
มีคาเพ่ิมสูงข้ึนอยางรวดเร็วและจะเร่ิมคงท่ีเม่ืออัตราสวน  มีคามากกวา 1000 ดังรูปท่ี 6 นอกจากน้ียังพบวา
เมื่ออัตราสวน  มีคาเพิ่มสูงขึ้นจะสงผลทําใหคาการเปลี่ยนแปลงความถี่สัมพัทธของโครงสรางเปลือกบาง
ทําจากวัสดุที่มีสมบัติเปลี่ยนแปลงตามความหนาและเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทมีคาลดลง

 (ก) SP  (ข) HP
รูปที่ 5 ผลของปริมาณแกรฟนเพลตเลทท่ีมีตอการเปล่ียนแปลงความถ่ีสัมพัทธของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุท่ีมี
 สมบัติเปลี่ยนแปลงตามความหนาและเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท (เสนเต็มคือ  = 5 และเสนประ
 คือ  = 10)
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 (ค) CY  (ง) FL
รูปที่ 5 ผลของปริมาณแกรฟนเพลตเลทท่ีมีตอการเปล่ียนแปลงความถ่ีสัมพัทธของโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุท่ีมี
 สมบัติเปลี่ยนแปลงตามความหนาและเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลท (เสนเต็มคือ  = 5 และเสนประ
 คือ  = 10) (ตอ)

 (ก) SP (ข) HP

 (ค) CY (ง) FL
รูปที่ 6 ผลของอัตราสวนรูปรางของแกรฟนเพลตเลทท่ีมีตอการเปล่ียนแปลงความถ่ีสัมพัทธของโครงสรางเปลือกบาง
ทําจากวัสดุที่มีสมบัติเปลี่ยนแปลงตามความหนาและเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทรูปแบบ B

สรุปผล 

การศึกษาผลของการเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทเพ่ือเพ่ิมประสิทธิภาพโครงสรางเปลือกบางทําจากวัสดุที่มีสมบัติ
เปลี่ยนแปลงตามความหนาใหสูงขึ้นโดยใชทฤษฎีการเสียรูปดวยแรงเฉือนอันดับท่ีหนึ่งแบบปรับปรุง คามอดูลัสยืดหยุน
ประสิทธิผลของวัสดุเมทริกซที่มีสมบัติเปลี่ยนแปลงตามความหนาและวัสดุเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทจะสามารถ
นิยามไดโดยใชแบบจําลองของ Voigt และ Halpin–Tsai จากนั้นทําการสรางสมการการเคล่ือนที่โดยอาศัยหลักการ
ของแฮมิลตนั และใชกระบวนการของนาเวียรในการหาผลลัพธเชิงตวัเลข จากผลการศึกษาพบวาการใชทฤษฎีการเสียรปู
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ดวยแรงเฉือนอันดับที่หนึ่งแบบปรับปรุงจะใหคําตอบที่ดีเมื่อเปรียบเทียบกับกรณีที่ใชทฤษฎีการเสียรูปที่มีอันดับสูง
กวา ทําใหลดความยุงยากในการคํานวณ นอกจากนี้ยังพบวาการเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทรูปแบบ B จะใหคา
พารามิเตอรความถ่ีสูงสุดในขณะท่ีรูปแบบ C จะใหคาพารามิเตอรความถ่ีต่ําสุด ซ่ึงจะสอดคลองกับคาความเคนท่ีเกิดข้ึน 
ในกรณีท่ีคาเลขยกกําลังของวัสดุเมทริกซ ( ) การเสริมกําลังดวยแกรฟนเพลตเลทจะสงผลตอคาการเปล่ียนแปลงความถ่ี
สัมพัทธสูงมากเม่ือเทียบกับกรณีท่ีคาเลขยกกําลังของวัสดุเมทริกซ ( ) มีคาต่ํา และอัตราสวนรูปทรงของแกรฟนเพลตเลท
จะมีผลกระทบโดยตรงตอคาพารามิเตอรความถ่ี โดยเฉพาะเม่ือคาอัตราสวนความยาวตอความหนาของแกรฟนเพลตเลท 
( ) มีคานอย ดังนั้นผลการศึกษาที่ไดจากงานวิจัยนี้สามารถนําไปใชเปนแนวทางในการเพิ่มประสิทธิภาพ
ของโครงสรางเปลือกบางใหดีขึ้น 
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