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สมการไดโอแฟนไทน 13x + ay = z3

On the Diophantine Equation 13x + ay = z3
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บทคัดยอ

ในบทความวิจัยน้ีไดศึกษาผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบของสมการไดโอแฟนไทน  เม่ือ  เปนจํานวน
เต็มบวก และ , ,  เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ โดยใชความรูพื้นฐานของสมภาคและทฤษฎีบทของมิไฮเลสคู 
ผลการวิจัยพบวา ถา  แลว สมการไดโอแฟนไทนจะไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ นอกจากน้ี
สมการไดโอแฟนไทนดังกลาวจะมีผลเฉลยจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ คือ  เมื่อ  และ 

 เปนจํานวนเต็ม
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Abstract

In this article, we study the non-negative integer solutions of the Diophantine equation , 
where  is a positive integer and , ,  are non-negative integers, by using the basic concepts of 
congruence and Mihăilescu’s Theorem. These fi ndings indicate that if , then the 
Diophantine equation has no non-negative integer solution. Moreover, the Diophantine equation has 
the non-negative integer solution , where  and is an integer.

Keywords: Diophantine Equation; Congruence; Mihăilescu’s Theorem; Non-Negative Integer Solution

บทนํา

ในชวงประมาณป ค.ศ. 2015 จนถึงปจจุบัน สมการไดโอแฟนไทน (Diophantine Equation) ที่อยูในรูป 
เมื่อ ,  เปนจํานวนเต็มบวก และ , ,  เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ ไดรับความสนใจจากนักคณิตศาสตร
โดยไดมีการศึกษาหาผลเฉลยของสมการดังกลาว ตัวอยางเชน ในป ค.ศ. 2017 Burshtein (2017) ไดศึกษาผลเฉลย
ของสมการไดโอแฟนไทน  เมื่อ  เปนจํานวนเฉพาะ และ ,  เปนจํานวนเต็มบวก โดยที่  และ
พบวาสมการดังกลาวมีสี่ผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็มบวก ( , , ) คือ (7, 13, 8), (7, 49, 14), (7, 147, 28) และ 
(7, 1911, 154) ตอมาในป ค.ศ. 2018 Burshtein (2018) ไดพิสูจนวาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน 
เมื่อ ,  เปนจํานวนเฉพาะและ  เปนจํานวนเต็มบวก คือ ( , , ) = ( ) 
 ในป ค.ศ. 2020 Burshtein (2020) ไดศึกษาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน  เม่ือ ,
เปนจํานวนเฉพาะที่แตกตางกัน และ , ,  เปนจํานวนเต็มบวก โดยที่  ซึ่งในที่นี้จะขอยกตัวอยาง
ผลการวิจัย เชน สมการไดโอแฟนไทน  ไมมีผลเฉลย เมื่อ ,  เปนจํานวนเฉพาะค่ีที่แตกตางกัน และ 

 เปนจํานวนเต็มบวกและในปตอมา Burshtein (2021) ไดแสดงวาสมการไดโอแฟนไทน  ไมมีผลเฉลย 
เมื่อ ,  เปนจํานวนเฉพาะค่ีที่แตกตางกัน และ ,  เปนจํานวนเต็มบวก โดยที่  หลังจากนั้น Mina and 
Bacani (2022) ไดพิสูจนวา ถา  และ  + 4 เปนจํานวนเฉพาะ โดยที่  และ 
เมื่อ  หรือ  แลวสมการไดโอแฟนไทน  ไมมีผลเฉลย ( , , ) ที่เปน
จํานวนเต็มบวก
 ตอมาในป ค.ศ. 2023 Tadee (2023) ไดหาผลเฉลยจํานวนเต็มที่ไมเปนลบทั้งหมดของสมการไดโอแฟนไทน 

 เม่ือ  เปนจํานวนเฉพาะ คือ  เม่ือ  เปนจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ 
และในป ค.ศ. 2024 Tadee (2024) ไดคนพบเงื่อนไขบางประการของการไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ 
( , , ) ของสมการไดโอแฟนไทน  เมื่อ  เปนจํานวนเต็มบวก
 ในงานวิจัยนี้สนใจศึกษาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน ดังสมการท่ี (1)

 (1)

 เม่ือ  เปนจํานวนเต็มบวก และ , ,  เปนจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ ซ่ึงในการศึกษาผลเฉลยของสมการดังกลาว
จะใชความรูพื้นฐานของสมภาค (Congruence) และทฤษฎีบทของมิไฮเลสคู (Mihăilescu’s Theorem) ซึ่งจะกลาว
ในหัวขอตอไป
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วิธีดําเนินการวิจัย

 ในการดําเนินการวิจัยนี้จะเริ่มจากการทบทวนความหมายและสมบัติพื้นฐานบางประการของสมภาค ดังนี้
บทนิยาม 1  Niven et al. (1991) ให ,  เปนจํานวนเต็ม และ  เปนจํานวนเต็มบวก จะกลาววา 

สมภาค  มอดุโล  เม่ือ  หาร -  ลงตัว เขียนแทนดวย  และถา  หาร -  ไมลงตัว จะกลาววา 
 ไมสมภาค  มอดุโล  เขียนแทนดวย 

ทฤษฎีบท 1  Niven et al. (1991) ให , , ,  เปนจํานวนเต็ม และ  เปนจํานวนเต็มบวก จะไดวา
1)  และ  และ  เปนขอความที่สมมูลกัน
2) ถา  และ  แลว 
3) ถา  และ  แลว 
4) ถา  และ  แลว 
5) ถา  และ  โดยที่  แลว 
6) ถา  แลว  เมื่อ 
และจากสมบัติพื้นฐานของสมภาคขางตน สามารถนํามาใชพิสูจนทฤษฎีบทตาง ๆ ตอไปนี้ ซึ่งทฤษฎีบทเหลานี้
จะถูกนําไปใชในการศึกษาผลเฉลยของสมการที่ (1) 

ทฤษฎีบท 2  ถา  เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ แลว 
พิสูจน เน่ืองจาก  เปนจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ ดังน้ันจะมี  ซ่ึงทําให  จะไดวา

 ถา  ดังนั้น 
 ถา  ดังนั้น 
 ถา  ดังนั้น 
 ถา  ดังนั้น 
 ถา  ดังนั้น 
 ถา  ดังนั้น 
 ถา  ดังนั้น 
 ถา  ดังนั้น 
 ถา  ดังนั้น 
 ถา  ดังนั้น 
 ถา  ดังนั้น 
 ถา  ดังนั้น 
 ถา  ดังนั้น 

ทฤษฎีบท 3  ให  เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ และ  เปนจํานวนเต็มบวก โดยที่ 
จะไดวา 

พิสูจน เนื่องจาก  เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ ดังนั้นโดยขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) 
จะมีจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ ,  ซึ่งทําให  โดยที่  และจาก  ดังนั้นจะแยก
พิจารณากรณีตอไปนี้

กรณีที่ 1  จะไดวา 
 ถา  ดังนั้น 
 ถา  ดังนั้น 
 ถา  ดังนั้น 
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 กรณีที่ 2  จะไดวา 
 ถา  ดังนั้น 
 ถา  ดังนั้น 
 ถา  ดังนั้น 

กรณีที่ 3  จะไดวา 
 ถา  ดังนั้น 
 ถา  ดังนั้น 
 ถา  ดังนั้น 

กรณีที่ 4  จะไดวา 
 ถา  ดังนั้น 
 ถา  ดังนั้น 
 ถา  ดังนั้น 
 จากทั้ง 4 กรณี จะไดวา 

 ในการพิสูจนทฤษฎีบท 3 ทําใหไดบทแทรกตอไปนี้
บทแทรก 4  ให  เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ และ  เปนจํานวนเต็มบวก โดยที่ 

จะไดวา ถา  แลวจะมีจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ  ซึ่งทําให 

 นอกจากทฤษฎีบทที่กลาวมาขางตนแลว อีกหนึ่งทฤษฎีบทท่ีจะกลาวตอไปนี้เปนทฤษฎีบทท่ีมีบทบาทสําคัญ
ในการศึกษาหาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน คือ ทฤษฎีบทของมิไฮเลสคู (Mihăilescu’s Theorem) ซึ่งเดิมเปน
ขอความคาดการณของกาตาลัน (Catalan’s Conjecture) และไดรับการพิสูจนวาเปนจริงโดยมิไฮเลสคู ในป ค.ศ. 2004

ทฤษฎีบท 5 (ทฤษฎีบทของมิไฮเลสคู) (Mihăilescu, 2004) สมการไดโอแฟนไทน  เมื่อ , ,
และ เปนจํานวนเต็มที่มากกวา 1 มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว คือ ( , , , ) = (3, 2, 2, 3) 

ผลการวิจัย

หลังจากที่ไดทบทวนความรูพื้นฐานและพิสูจนทฤษฎีที่เก่ียวของกับสมภาค ตลอดจนไดกลาวถึงทฤษฎีบทของมิไฮเลสคู
แลวในหัวขอที่ผานมา ในหัวขอนี้จะนําทฤษฎีบทท่ีกลาวมาขางตนใชในการศึกษาผลเฉลยของสมการที่ (1)

ทฤษฎีบท 6  ให  เปนจํานวนเต็มบวก โดยที่  จะไดวา ถาสมการที่ (1) มีผลเฉลย
จํานวนเต็มที่ไมเปนลบ แลว  และ 

พิสูจน ให , ,  เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบและเปนผลเฉลยของสมการท่ี (1) สมมติวา  ดังนั้น 
 และจากสมการที่ (1) จะไดวา  ดังนั้นจากทฤษฎีบท 2 และ 3 จะไดวา 

 และจากบทแทรก 4 จะไดวามีจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ  ซึ่งทําให  ดังนั้นจากสมการท่ี (1) 
จะไดวา  และเนื่องจาก 13 เปนจํานวนเฉพาะ ดังนั้นจะมีจํานวนเต็ม
ที่ไมเปนลบ  ซึ่งทําให

 (2)

และ
 (3)
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จากสมการที่ (2) และ (3) จะไดวา  ทําใหไดวา

 (4)

เนื่องจาก  และทฤษฎีบท 3 จะไดวา 

กรณีที่ 1  จากสมการที่ (4) จะไดวา 

 (5)

ถา  ดังนั้น 
ถา  ดังนั้น 
ถา  ดังนั้น 
ถา  ดังนั้น 
ถา  ดังนั้น 
ถา  ดังนั้น 
เพราะฉะนั้น  และจากสมการที่ (5) จะไดวา 
ซึ่งขัดแยงกับที่  ดังนั้น กรณี  เปนไปไมได

กรณีที่ 2  จากสมการที่ (4) จะไดวา  ซึ่งเปนไปไมได เพราะ
ถา  ดังนั้น 
ถา  ดังนั้น 
ถา  ดังนั้น 
ถา  ดังนั้น 
ถา  ดังนั้น 
ถา  ดังนั้น 
ดังน้ัน กรณี  เปนไปไมได เพราะฉะนั้น  และจากสมการที่ (1) จะไดวา

 (6)

เนื่องจาก  เปนจํานวนเต็มบวก โดยที่  ดังนั้น  และจากสมการที่ (6) จะเห็นไดวา 
 ดังนั้น  สมมติวา  และจากทฤษฎีบท 5 จะไดวามีผลเฉลย  อื่นนอกเหนือจาก 

 ซึ่งเปนไปไมได ทําใหไดวา  หรือ 1 สมมติวา  จากสมการท่ี (6) จะไดวา  ซึ่งเปนไปไมได 
เนื่องจาก  เปนจํานวนเต็ม เพราะฉะนั้น 

ทฤษฎีบท 7 ให  เปนจํานวนเต็มบวก โดยที่  จะไดวา สมการที่ (1) ไมมีผลเฉลย
จํานวนเต็มที่ไมเปนลบ 

พิสูจน สมมติวามีจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ , ,  และเปนผลเฉลยของสมการท่ี (1) จากทฤษฎีบท 6 จะไดวา 
 และ  ดังนั้น 

 (7)
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เน่ืองจาก  ดังน้ันจากสมการท่ี (7) จะไดวา  ซ่ึงเกิดขอขัดแยงกับทฤษฎีบท 2 

ทฤษฎีบท 8 ให  เปนจํานวนเต็มบวก โดยที่  จะไดวา สมการที่ (1) มีผลเฉลยจํานวนเต็ม
ที่ไมเปนลบ คือ  เมื่อ  เปนจํานวนเต็ม

พิสูจน ให , และ เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบและเปนผลเฉลยของสมการที่ (1) เนื่องจาก 
และทฤษฎีบท 6 จะไดวา  และ  ดังนั้นจากสมการท่ี (1) จะไดวา  หรือ  นั่นคือ 

 เมื่อ  เปนจํานวนเต็ม

บทแทรก 9 สมการไดโอแฟนไทน  มีผลเฉลยจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ คือ 
พิสูจน เนื่องจาก  และ  ดังนั้นจากทฤษฎีบท 8 จะไดวา 

บทแทรก 10 สมการไดโอแฟนไทน  มีผลเฉลยจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ คือ 
พิสูจน เนื่องจาก  และ  ดังนั้นจากทฤษฎีบท 8 จะไดวา 

บทแทรก 11 สมการไดโอแฟนไทน  ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ
พิสูจน จาก  แต  ไมเปนจํานวนเต็ม ดังนั้นจากทฤษฎีบท 8 จะไดวา สมการ

ไดโอแฟนไทน  ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ

บทแทรก 12 ให  เปนจํานวนเต็มบวก โดยท่ี  จะไดวา ถา  เม่ือ  เปนจํานวนเฉพาะ 
และ  เปนจํานวนเต็มบวก แลว สมการที่ (1) ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ 

พิสูจน สมมติวามีจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ , ,  ท่ีเปนผลเฉลยของสมการท่ี (1) และจากทฤษฎีบท 8 จะไดวา 
 ดังนั้น  เนื่องจาก  เปนจํานวนเฉพาะ ดังนั้นจะมีจํานวนเต็ม

ที่ไมเปนลบ  ซึ่งทําให
 (8)
และ
 (9)

จากสมการที่ (8) และ (9) จะไดวา  ทําใหไดวา

 (10)

กรณีที่ 1  จากสมการที่ (10) จะไดดังสมการที่ (11) 

 (11)

ดังนั้น  ซึ่งเปนไปไมได เนื่องจาก 

กรณีที่ 2 จากสมการที่ (10) จะไดวา  และจาก  เปนจํานวนเฉพาะ ดังนั้น  และจากการ
พิสูจนทฤษฎีบท 3 (กรณีที่ 1) ไดวา  เพราะฉะน้ัน  ซึ่งเปนไปไมได เน่ืองจาก 
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จากการวิจัยขางตนพบวา สมการไดโอแฟนไทน  ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ เมื่อ  เปน
จํานวนเต็มบวก และ  หรือ  โดยที่  เม่ือ  เปนจํานวนเฉพาะ และ 

 เปนจํานวนเต็มบวก นอกจากน้ี ถา  แลว สมการดังกลาวมีผลเฉลยจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ คือ 
 เมื่อ   เปนจํานวนเต็ม 

 ในการวิจัยครั้งนี้จะเห็นไดวายังศึกษาผลเฉลยของสมการดังกลาวไมครบทุกกรณี ยกตัวอยางเชน กรณีที่ 
 หรือ กรณีที่  เปนตน ดังนั้นจึงยังคงเปนสิ่งท่ีนาสนใจในการศึกษาคนควาตอไป

กิตติกรรมประกาศ

งานวิจัยน้ีไดรับทุนวิจัยจากมหาวิทยาลัยราชภัฏเทพสตรี และผูวิจัยขอขอบคุณ สถาบันวิจัยและพัฒนา และคณะวิทยาศาสตร
และเทคโนโลยี ที่ใหการสนับสนุนการทําวิจัยในครั้งนี้
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