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ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน x y 215 4 z    

SOLUTIONS OF THE DIOPHANTINE EQUATION  x y 215 4 z  
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บทคัดยอ 

ในบทความนี้นักวิจัยไดดําเนินการหาผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบของสมการ 

ไดโอแฟนไทน 
x y 215 4 z   ซึ่งพบวาสมการดังกลาวมีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว คือ (x,y,z) (1,0,4)  

 

คําสําคัญ:  สมการไดโอแฟนไทน ผลเฉลย คาตาลานไทด 
 

Abstract 

 In this paper, we studied  solutions of the Diophantine equation 
x y 215 4 z   

has a unique non-negative integer. We found that this equation has solution exactly 

( x, y, z )  is (1,0,4) . 
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บทนํา 

สมการไดโอแฟนไทน (diophantion equation) คือ สมการใด ๆ ที่มีตัวแปรหนึ่งตัว หรือ

มากกวาหนึ่งตัวและผลเฉลยเปนจํานวนเต็ม (Sierpinski, 1964; Mordell, 1969; Andrew, 1971; 

Kenneth, 2000; Silverman, 2001; Punnim & Prapaphot, 2004; David, 2007; Khunpanuk, 

2014) และสมการไดโอแฟนไทนเชิงเสน n ตัวแปร (Linear Diophantion equation in n variables) 

คือ สมการท่ีอยูในรูป      1 1 2 2 n na x a x ... a x b     เมื่อ    1 2 na , a , ..., a  และ b  เปนจํานวนเต็ม

ซึ่ง    1 2 na , a , ..., a  ไมเทากับศูนย และ    1 2 nx , x , ..., x  เปนตัวแปรจํานวน n ตัว เรียก 1 2 nc , c , ..., c( )

เปนผลเฉลยของสมการ 1 1 2 2 n na x a x ... a x b     ก็ตอ เมื่ อ      1 1 2 2 n na c a c ... a c b     

(Khunpanuk, 2014; Punnim  & Prapaphot , 2004; Andrew, 1971; David, 2007; Kenneth, 

2000; Mordell, 1969; Silverman, 2001; Sierpinski, 1964) ซึ่งที่ผานมามีนักวิจัยที่ใหความสนใจ

การศึกษาการหาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทนอยางหลากหลาย  โดยในป ค.ศ. 1952 LeVeque 

(1952) ไดศึกษาสมการไดโอแฟนไทน  x ya b 1  ตอมาในป ค.ศ. 2002 Sandor (2002) ไดศึกษา

สมการไดโอแฟนไทน x y z3 3 6  และ x y z4 18 22   และในป ค.ศ. 2007 Acu (2007) ไดศึกษา

สมการไดโอแฟนไทน x y 22 5 z  ซึ่งพบวาสมการมีผลเฉลยสองผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็มท่ีไมเปน

ลบ คือ (x, y,z) (3,0,3)  และ (x, y, z) (2,1,3)  จากนั้นในป ค.ศ. 2011 Singta & Chontchaisthit 

(2011) ไดคนพบผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน x y 24 7 z   และ x y 24 11 z   ซึ่งพบวาผลเฉลย

ของสมการทั้งสองไมมีผลเฉลยในเซตจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ และในป ค.ศ.เดียวกัน Suvarnamani 

(2011) ก็ไดศึกษาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน x y 22 p z   พบวา สมการนี้ไมมีผลเฉลยที่เปน

จํานวนเต็มท่ีไมเปนลบเชนเดียวกัน ซึ่งผลงานการวิจัยที่กลาวมานี้ตางก็ไดใชขอคาดการณซึ่งอยูในรูป 

คาตาลานไทด (Catalan's type) ในการพิสูจนผลเฉลยของสมการ ดวยเหตนุี้จึงทําใหผูวิจัยมีแนวคิดท่ีจะ

ศึกษาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน x y 215 4 z  โดยการนําเสนอการพิสูจนผลเฉลยของสมการนี้

เปนแนวคิดหนึ่งที่เปนประโยชนสําหรับผูที่สนใจศึกษาการหาผลเฉลยของสมการไดแฟนไทน 
 

วิธีดําเนินการวิจัย 

การศึกษา เรื่อง ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน x y 215 4 z   ผูวิจัยไดศึกษา และสราง

บทตั้งท่ีสําคัญสําหรับงานวิจัย ดังตอไปนี ้

บทต้ัง 1 สมการไดโอแฟนไทน x ya b 1   โดยที่    a, b, x, y  เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ 

และ     min a, b, x, y 1  มผีลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว คือ       (a, b, x, y) (3, 2, 2, 3)  (Mihailescu, 2004) 

การหาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทนท่ีอยูในรูป x ya b 1   นี้เปนสิ่งท่ีสําคัญมากสําหรับ

การหาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทนอื่นๆ ที่มีรูปแบบเดียวกัน ซึ่งตอไปนี้จะเรียกสมการนี้วา 

คาตาลานไทด (Catalan’s type) 
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บทต้ัง 2 สมการไดโอแฟนไทน y 21 4 z   โดยที่  y, z  เปนจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ สมการ

นี้ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ 

พิสูจน จากสมการไดโอแฟนไทน y 21 4 z   โดยที่  y, z  เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ

พิจารณา 3 กรณ ีดังน้ี 

กรณีท่ี 1 ถา y 0   

จะไดวา  2 z 2   

ดังนั้น   z 2   ซึ่งไมเปนจํานวนเต็ม                  

กรณีท่ี 2 ถา     y 1  

จะไดวา           2 z 5   

ดังนั้น   z 5   ซึ่งไมเปนจํานวนเต็ม                              

กรณีท่ี 3 ถา y 1  

จะไดวา           2 yz 1 4    

ดังนั้น              2 2 y1 z 2   

โดยบทตั้ง 1 จะไดวา z 3  และ 2y 3  

ทําใหไดวา  
3

y
2

  ซึ่งไมเปนจํานวนเต็ม     

จากทั้ง 3 กรณีสรุปไดวาสมการไดโอแฟนไทน y 21 4 z   ไมมีผลเฉลยท่ีเปนจํานวนเต็ม 

ที่ไมเปนลบ   
 

บทต้ัง 3 สมการไดโอแฟนไทน x 215 1 z    โดยที่  x, z  เปนจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ ม ี

ผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ   (x, z) (1, 4)   

พิสูจน เนื่องจาก 215 1 16 4    

ดังนั้น  (1, 4) เปนผลเฉลยของสมการ x 215 1 z   ตอไปจะแสดงวา x 215 1 z   มีผลเฉลยที่

เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบเพียงผลเฉลยเดียว 

ใหสมการ x 215 1 z   โดยที่  x, z  เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ พิจารณาได 3 กรณี ดังนี ้

กรณีท่ี 1  ถา x 0  

จะไดวา  2 z 2   

ดังนั้น     z 2   ซึ่งไมเปนจํานวนเต็ม              

กรณีท่ี 2  ถา x 1  

จะไดวา           2 z 16  

ดังนั้น            z 4  

กรณีท่ี 3 ถา  x 1 
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จากสมการ x 215 1 z  สามารถจัดใหอยูในรูป 2 xz 15 1   เมื่อนําเทียบกับสมการ 
x ya b 1   ในบทตั้ง 1 ซึ่งมีผลเฉลยท่ีเปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ 

      (a, b, x, y) (3, 2, 2, 3)  จะไดวา z 3 , x 3  และเมื่อแทนคาของ z และ x ในสมการ 
2 xz 15 1   ทําใหไดวา  2 33 15 1  ซึ่งเปนไปไมได 

จากทั้ง 3 กรณีจึงสรุปไดวา สมการไดโอแฟนไทน x 215 1 z  มีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็มที่

ไมเปนลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ   (x, z) (1, 4)      
 

ผลการวิจัย  

ทฤษฎีบท 1 สมการไดโอแฟนไทน x y 215 4 z   โดยที่   x, y, z  เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ  

มีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ   ( ) (x, y, z 1 ),0,4  

พิสูจน กําหนดให x y 215 4 z   โดยท่ี   x, y, z  เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ พิจารณาได 3 

กรณี ดังนี ้

กรณีท่ี 1 ถา x 0  โดยพิจารณาเฉพาะคา x  เพราะเมือ่แทนคา x 0  
 ในสมการ x y 215 4 z   
 จะไดวา  y 21 4 z    
โดยบทตั้ง 2 ทําใหทราบวากรณีท่ี 1 นี้ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ 

กรณีท่ี 2  พิจารณาคาของ x  และ y  โดยที ่  x 1  และ  y 1  

จากสมการ  x y15 4  
2z   

จะไดวา             x15  
2 yz 4   

   
2 2 yz 2   

ดังนั้น                    
x15  

y y(z 2 )(z 2 )     
ให x a b   เมื่อ  a, b  เปนจํานวนเต็มบวก  

จะไดวา               a b15 
 

y y(z 2 )(z 2 )                                                 (1.1)   
พิจารณา a  กับ b  ได 2 กรณี คือ a b และ a b  โดยที่  a, b 0 ดังนี ้  

 กรณ ี a b  จากสมการ (1.1) ทําใหไดวา  

                         
2 a15  

y y(z 2 )(z 2 )    

   
2 yz 4   

          
y4  

2 2az 15   
ดังนั้น                    

y4  
a a(z 15 )(z 15 )    

ให u  เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบที่ทําให u a2 z 15   และ 2y u a2 z 15     

โดยที ่ y u2 2  พิจารณา 2y u u2 2  a az 15 z 1( ) ( )5   a )2(15  
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จะไดวา u 2y 2u a( )2 2 1 2(15 )    

ดังนั้น u2 2  และ 2y 2u a2 1 15     

ทําให u 1  จึงได 2y 2 a2 1 15    ทําใหไดวา 2y 2 a2 15 1    เมื่อนําเทียบกับสมการ 
x ya b 1   ในบทตั้ง 1 ซึ่งมีผลเฉลยเดียว คือ       (a, b, x, y) (3, 2, 2, 3)  

จะไดวา y 2 , a 3 และเมื่อแทนคาของ y  และ a  ในสมการ 2y 2 a2 15 1     

ทําใหไดวา  2 32 15 1  ซึ่งเปนไปไมได 

 กรณี a b  และ a b  มีคานอยท่ีสุด นั่นคือ a b หรือ a b ซึ่งในที่นี้

พิจารณาเพียงกรณีเดียวคือ a b  ทั้งนี้เนื่องจากในกรณี a b สามารถแสดงไดในทํานองเดียวกันกับ

กรณ ี a b  

พิจารณากรณี a b  จากสมการ (1.1)  

                           
a b15 ·15   y y( )z 2 z( 2 )    

โดยคุณสมบัติการคูณทําใหได              

        a15   
yz 2                         (1.2)  

                                                

b15   
yz 2                (1.3)  

หรือ 

        a15    yz 2              (1.4)  

                                                
b15    yz 2                       (1.5)  

 

จากสมการ (1.2), (1.3)  ดําเนินการแกระบบสมการโดยนํา (1.3) (1.2)  

เน่ืองจาก y yz 2 z 2   , a b15 15  และ  a, b  เปนจํานวนเต็มบวก  

จะไดวา   a b a 1(15 15 )   y 12    

ดังนั้น a15 1  และ   b a y 115 1 2     

นั่นคือ a 0  และ      y 1 b a b2 15 1 15 1  

จาก   y 1 b2 15 1   สามารถจัดใหอยูในรูป  b y 115 2 1  เมื่อนําไปเทียบกับสมการ 
x ya b 1   ในบทตั้ง 1 ซึ่งมีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว คือ       (a, b, x, y) (3, 2, 2, 3) จะได

วา b 2  และ y 2  และเมื่อแทนคาของ b  และ y ในสมการ  b y 115 2 1  ทําใหไดวา 

 2 315 2 1  ซึ่งเปนไปไมได 

จากสมการ (1.4), (1.5) แกระบบสมการโดยนํา (1.4) (1.5)  ซึ่งดําเนินการทํานองเดียวกัน 

เมื่อจัดรูปสมการแลวจะไดวา a b a15 1 15( ) y 12   ทําใหไดวา a15 1  และ   b a y 11 15 2  

ดังนั้น a 0  และ   y 1 b2 15 1  ซึ่งเปนไปไมไดเน่ืองจาก y 1 และ b 0    

จากกรณีท่ี    x 1, y 1   จะไดวา x y 215 4 z   ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ 
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กรณีท่ี 3 ถา  y 0  โดยพิจารณาเฉพาะคา y เพราะเมื่อแทนคา y 0  

 ในสมการ x y 215 4 z  จะไดวา x 0 x 215 4 15 1 z      

 โดยบทตั้ง 3 ทําใหไดวา x 1  และ z 4  เปนผลเฉลย 

ดังนั้น สมการ x y 215 4 z   มีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ 

    (x, y, z) (1, 0, 4)       
 

อภิปรายผล  

    จากการศึกษาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน x y 215 4 z  ผูวิจัยไดใชบทตั้งที่ 1 – 3 

เปนเครื่องมือสําคัญในการพิสูจนทฤษฎีบทหลัก ซึ่งแนวคิดนี้สอดคลองกับการหาผลเฉลยของสมการ 

ไดโอแฟนไทน  x ya b 1 (LeVeque, 1952), x y z3 3 6  , x y z4 18 22  (Sandor, 2002), x y 22 5 z 

(Acu, 2007), x y 24 7 z   และ x y 24 11 z   (Singta & Chontchaisthit, 2011) และสมการไดโอ

แฟนไทน x y 22 p z   (Suvarnamani, 2011) ซึ่งวิธีการนี้จะเปนประโยชนอยางมากกับผูที่สนใจศึกษา

สมการไดโอแฟนไทนเปนอยางมาก ย่ิงไปกวานั้นก็คือ คาตาลานไทด (Catalan's type) หรือสมการ 

ไดโอแฟนไทนที่อยูในรูป  x ya b 1 ซึ่งมีผลเฉลยเดียว คือ       (a, b, x, y) (3, 2, 2, 3) ยังเปนกุญแจสําคัญ

ที่ใชสําหรับแกไขปญหาการศึกษาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน 
 

สรุปผลการวิจัย   

การศึกษาสมการไดโอแฟนไทน x y 215 4 z   พบวามีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว คือ

    (x, y, z) (1, 0, 4)  โดยที่   x, y, z  เปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ  
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