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จุดสมดุลและคาบ 5 ของบางระบบสมการเชิงผลตาง 

EQUILIBRIUM POINT AND PERIODIC WITH PERIOD 5  

OF A SYSTEM OF DIFFERENCE EQUATIONS  

 
วิโรจน ติ๊กจะ*  และปรัชญา ภัสสร   

Wirot Tikjha* and Pratya Phatson 
 

บทคัดยอ 

ในบทความน้ีศึกษาระบบสมการเชิงผลตางเชิงเสนเปนชวงแบบสองมิติที่มีเงื่อนไขเริ่มตน 

บนแกน x ทางลบ เราพบวามีจุดสมดุลเพียงหนึ่งเดียวและมีวง 5 อยูสองวง เราแบงแกน x ทางลบ 

เปนหลายชวงและเราใชการคํานวณทางตรงและขอความอุปนัยในการบรรยายพฤติกรรมของระบบ

สมการ พฤติกรรมของผลเฉลยของระบบสมการดังกลาวขึ้นอยูกับการเลือกเงื่อนไขเริ่มตนโดยมีลักษณะ

เปนจุดสมดุลหรือคาบ 5 ในที่สุด ผลการวิจัยนี้สามารถใชเปนฐานเพ่ือทําความเขาใจพฤติกรรมวงกวาง

ของระบบสมการเชิงผลตางเชิงเสนเปนชวง 
 

คําสําคัญ: สมการเชิงผลตาง  จุดสมดุล  ผลเฉลยที่เปนคาบ 
 

Abstract 

 In this paper we study a two-dimensional piecewise linear system of difference 

equations. Initial conditions are negative x axis. We found a unique equilibrium point 

and two 5 cycles in the system. We separate the axis into intervals and we used direct 

calculations and single inductive statement in each interval of the axis to describe all 

behaviors in each interval of initial condition. Behaviors of solution to the system 

depend on choosing initial condition. It is either eventually equilibrium point or 

eventually prime period 5. This results could extent to understand global behaviors of 

family in piecewise linear system of difference equations.  
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บทนํา 

 หนึ่งในเหตุผลท่ีสมการเชิงอนุพันธถูกใชในการจําลองแบบทางคณิตศาสตรของปรากฏการณ

ธรรมชาติคือสมการเชิงอนุพันธสามารถหาผลเฉลยไดและมีทฤษฎีรองรับการมีอยูจริงและวิธีการหาผล

เฉลยหลากหลาย แตสมการเชิงอนุพันธที่มีความซับซอนจํานวนมากไมสามารถหาผลเฉลยชัดแจงได 

ดังนั้นจึงตองอาศัยคอมพิวเตอรในการประมาณคาผลเฉลยเชนระเบียบวิธีของออยเลอร ซึ่งตองทําการ

ประมาณคาดวยผลเฉลยเชิงวิยุต ทั้งดวยหลายปรากฏการณทางธรรมชาติเหมาะที่จะเลือกตัวแบบ 

เชิงวิยุต เชน การแบงเซลล แบบจําลองประชากรแมลง แบบจําลองการแพรพันธุ ท่ีอาศัยฤดูกาล  

การคิดดอกเบี้ย เปนตน จึงเปนเหตุผลสําคัญในการสรางทฤษฎีบทของสมการเชิงผลตางเพ่ือศึกษาผล

เฉลยเชิงวิยุตและนําไปประยุกตตอไป ในการศึกษาในบทความน้ีตองการสํารวจพฤติกรรมของระบบ

สมการที่มีผลเฉลยเชิงวิยุตหรือผลเฉลยของสมการเชิงผลตาง บทประยุกตของสมการเชิงผลตาง เชน

แบบจําลองโรคระบาด (Cannings et al., 2005) และแบบจําลองทางชีววิทยา (Cull, 2006; Awerbuch-

Friedlander et al., 2008) เปนตน   

การสงของโลสิ (Lozi map) (Lozi, 1978; Botella-Soler, 2011) เปนการสงเชิงเสนเปนชวง 

(piecewise linear map) ที่เปนที่รูจักกันอยางแพรหลาย ซึ่งมีพจนที่เขียนอยูในรูปของฟงกชัน 

คาสัมบูรณ เปนที่ทราบกันอยูแลววาฟงกชันคาสัมบูรณไมสามารถหาอนุพันธไดทุกจุดดังนั้น ระบบ

สมการเชิงผลตางท่ีมีฟงกชันคาสัมบูรณจึงไมสามารถใชทฤษฎีบทอนุพันธของชวาเซียน (Schwarzian 

derivative) (Kulenovic & Merino, 2002) ที่ใชอธิบายความเสถียรของสมการเชิงผลตางได เชนเดียวกับ

การสงโลสิสมการขนมปงขิง (gingerbreadman map) เปนสมการที่มีฟงกชันคาสัมบูรณซึ่งถูกศึกษา 

ในบทความ (Devaney, 1984; Aharonov et al., 1987) เขาไดทําการศึกษาสมการขนมปงขิงและ

ทราบถึงการมีอยูของปรากฏการณเคออส (chaos) ในบางบริเวณ นอกจากนี้ ยังมีผูศึกษาระบบสมการ

เชิงผลตางที่มีฟงกชันเปนคาสัมบูรณเชน บทความ (Grove et al., 2012) ไดกลาวถึงปญหาปลายเปด

ของระบบสมการเชิงผลตางเชิงเสนเปนชวง 
 

       1 1| | , | | , 0,1,2,n n n n n nx x ay b y x c y d n        K              (1) 
 

เมื่อพารามิเตอร , ,a b c และ d เปนสมาชิกในเซต{ 1,0,1} ซึ่งมีเงื่อนไขเริ่มตนของระบบสมการ 
2

0 0( , )x y R เขาไดศึกษาระบบสมการ (1) ที่มีคาพารามิเตอร 1a b   และ 1, 0c d   ได

ทราบวาทุกผลเฉลยเปนคาบ 3 ในที่สุดนั่นคือไมวาจะเลือกเงื่อนไขเริ่มตนใด ใน 2R ผลเฉลยจะเปนคาบ 

3 ในที่สุดหรืออาจกลาวไดวา คาบ 3 เปนตัวดึงดูด (attractor) และในบทความวิจัย (Tikjha et al. 

2010;  2017) ยังไดศึกษากรณีเฉพาะของระบบสมการท่ี (1) พบวามีผลเฉลยที่เปนคาบและพิสูจนไดวา

ผลเฉลยจะเปนคาบในที่สุดหรือเปนจุดสมดุลในที่สุดขึ้นอยูกับการเลือกเงื่อนไขเริ่มตนนอกจากนี้ 

บทความวิจัย (Krinket & Tikjha, 2015) ไดศึกษากรณีเฉพาะของระบบสมการ (1) สําหรับคา พารามิเตอร 

, ... 
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1a b   , 1c   และ 1d   บทความดังกลาวไดแสดงวาผลเฉลยที่มีเงื่อนไขเริ่มตนบางชวง

บนแกน y  เปนคาบ 4 ในท่ีสุด ซึ่งการเปนคาบในที่สุดยังมีผูวิจัยในกรณีเฉพาะของระบบสมการ (1) 

ไดแก บทความวิจัย (Tikjha et al., 2017; 2018) ในบทความนี้สนใจที่จะศึกษากรณีเฉพาะของระบบ

สมการที่เปนการวางนัยของระบบสมการที่ไดศึกษาโดย (Krinket & Tikjha, 2015) ซึ่งเปนการวางนัย

เปนพารามิเตอร b  ดังระบบสมการ:  
 

1 1 1 0, 1, 2,, | y | ,n n n n n nx x y b y x n        K                           (2)  
 

 โดยบทความนีศ้กึษากรณีเฉพาะ 6b   ไดแกระบบสมการ 
 

1 1 1 0, 1, 2,6, | y | ,n n n n n nx x y y x n        K                           (3)  
 

 โดยเราศึกษาลักษณะการเปนคาบและจุดสมดุลของผลเฉลยของระบบสมการ (3) ที่แตกตาง

จากบทความที่ไดศึกษามากอนหนาโดยมีพารามิเตอรและ/หรือเงื่อนไขเริ่มตนท่ีตางกัน 
 

วิธีดําเนินการวิจัย 

จากการศึกษาบทความสมการเชิงผลตางท่ีมีเครื่องหมายคาสัมบูรณดังท่ีกลาวไปแลวขางตนวา

ไมสามารถใชทฤษฎีบทอนุพันธของชวาเซียน อธิบายความเสถียรของสมการเชิงผลตางจากบทความวิจัย 

(Grove et al., 2012; Tikjha et al. 2010; 2017) อธิบายความเสถียรและพฤติกรรมตาง ๆ จากการศึกษา

แบบรูปของผลเฉลยดังน้ันเราจึงทําการสํารวจโดยวิธีการทําซ้ํา (iteration) และเปลี่ยนคาเงื่อนไขเริ่มตน

0 0( ),x y เชนเดียวกับบทความ (Grove et al., 2012; Tikjha et al., 2010) เปนคาตาง ๆ ที่มากพอ 

ที่จะสามารถคาดเดาพฤติกรรมของผลเฉลยโดยรวมไดในแตละเงื่อนไขเฉพาะท่ีเปนเซตยอยของ 
2R โดยบทความนี้สนใจเฉพาะเง่ือนไขเริ่มตนเปนจุดท่ีอยูในแกน x  ทางลบจากนั้นนําผลจากการสํารวจ

มาสรางขอความคาดการณและทําการพิสูจนซึ่งการพิสูจนจําเปนตองอาศัยบทนิยามใน (Grove & Ladas, 

2005) ที่สําคัญดังตอไปน้ี สมการเชิงผลตาง (difference equation) อันดับ 1k  คือ สมการที่

สามารถเขียนอยูในรูป
  

 

   1 1 ,0, 1, 2, , ..., ,n n n n k nx f x x x    K
 

                        (4) 
 

 โดยที่ f เปนฟงกชันตอเนื่องจากเซต 1kJ   ไปยัง J  ซึ่งเซต J เปนชวงบนจํานวนจริงหรือ

ยูเนียนของชวงบนจํานวนจริงและ J อาจเปนเซตไมตอเนื่อง ผลเฉลย (solution) ของสมการเชิง

ผลตาง (4) คือลําดับ  n n k
x




ซึ่งสอดคลองกับสมการเชิงผลตาง (4) สําหรับทุกๆ 0n   เมื่อ

กําหนดใหเง่ือนไขเริ่มตน (initial condition) 01, , ...,k kx x x J     จะไดวา 

... 

... 

... 
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   1 0 1 2 1 0 1, , ..., , , , ..., ,...k kx f x x x x f x x x      
 

 และไดวา n n k
x




 เปนผลเฉลยของสมการ (4) สําหรับทุกๆ n k  และสําหรับแตละ

เงื่อนไขเริ่มตนจะไดผลเฉลย  n n k
x




เพียงชุดเดียว ผลเฉลยของสมการเชิงผลตาง (4) ซึ่งเปนคาคงที่ 

ทุก ๆ n k  ถูกเรียกวา ผลเฉลยสมดุล (equilibrium  solution) ของสมการ (4) ถา nx x  

เปนผลเฉลยสมดุล สําหรับทุก ๆ n k  แลว x จะถูกเรียกวา จุดสมดุล (equilibrium  point) ของ

สมการ (4) ผลเฉลย  n n k
x




ของสมการเชิงผลตาง (4) จะถูกเรียกวาเปน คาบ p (periodic with 

period p ) ถามีจํานวนเต็ม 1p  ซึ่ง   
 

                    n p nx x   สําหรับทุกๆ  n k                           (5) 
 

 เห็นไดชัดวาจุดสมดุลเปนคาบ p สําหรับทุก ๆ จํานวนเต็มบวก p เราจะกลาววา ผลเฉลยเปน 

ไพรมพีเรียด p (prime  period p ) ถา p เปนจํานวนเต็มบวกที่นอยที่สุดซ่ึงสอดคลองกับเง่ือนไข (5) 

ในกรณีนี้เรียก p - อันดับ  1 2, , ...,n n n px x x   วาเปน วง p  ( p -cycle) ของสมการ (4) และ

ผลเฉลย   n n k
x




 ของระบบสมการ (4) อาจยังไมเปนสมาชิกของวงหรือเปนไพรมพีเรียดตั้งแตแรก 

หากทําการทําซ้ําผลเฉลยจนทําใหผลเฉลยอยูในวงหรือผลเฉลยเปนไพรมพีเรียด ผลเฉลยดังกลาวถูก

เรียกวา คาบ p ในท่ีสุด (eventually prime period p ) นั่นคือมีจํานวนเต็ม N k   ซึ่ง  n n N
x




 

เปนคาบ p ไดแก n p nx x   สําหรับทุก ๆ n N และกําหนดใหสัญลักษณวง 2
,

,

a b

c d

 
 
 

 เปน

ลําดับของผลเฉลย  ,a b ,  ,c d เปนจุดในระนาบของระบบสมการซึ่งเราจะใชสัญลักษณนี้กับวง 5 

ในบทความนี้ ถาผลเฉลยของระบบสมการมีสมาชิกอยูในวงในการวนซ้ําที่ n  แลวผลเฉลยจะเปน

สมาชิกในวงนั้นสําหรับทุก ๆ การวนซ้ําที่ k n  
 

ผลการวิจัย  

ในหัวขอนี้จะรายงานผลการศึกษาผลเฉลยของระบบสมการ (3) โดยมีเงื่อนไขเริ่มตนในแกน 

x  ทางลบจากการสํารวจเบื้องตนเราสามารถหาจุดสมดุลที่มีเพียงหนึ่งเดียวของระบบสมการ ไดแก  

 1, 4   ทั้งนี้จุดสมดุลดังกลาวสามารถหาไดโดยงายจากการแกระบบสมการ 
 

6x x y    และ 1| |y x y    
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นอกจากนี้เรายังคนพบวง 5 สองวงไดแก:  

5.1

5, 2

3, 6

3, 8

5, 4

3, 2

P

 
   
  
 

 
 
 

 และ 
5.2

13/ 7, 48 / 7

19 / 7, 4

5 / 7, 2 / 7

5, 10 / 7

17 / 7, 38 / 7

P

 
  
  
 

 
   

 เราจะแบงการศึกษาผลเฉลยที่มีเงื่อนไข 

 

 เริ่มตนเปนจุดบนแกน x เปนสองชวงไดแก  , 6  และ  6,0  

 เราจะเริ่มตนจากการหาผลเฉลยที่มีเงื่อนไขบนแกน x เมื่อ  0 6,0x   จากการคํานวณวน

ซ้ําจะไดวาหากเลือกเงื่อนไขเริ่มตนที่อยูในชวง  6, 1  จะไดวาผลเฉลยเปนจุดสมดุลใน 2 การวนซ้ํา 

หากเลือกเงื่อนไขเริ่มตนอยูในชวง  1, 1/ 2   ผลเฉลยจะเปนจุดสมดุลใน 4 การวนซ้ํา หากเลือก

เงื่อนไขเริ่มตนในชวง  1/ 2, 1/ 4  ผลเฉลยจะเปนจุดสมดุลใน 6 การวนซ้ํา และหากเลือกเงื่อนไข

เริ่มตนในชวง  1/ 4,0 ผลเฉลยจะเปนจุดสมดุลใน 7 การวนซ้ํา การพิสูจนขอความขางตนทําได

โดยงายจากการกําหนดเงื่อนไขเริ่มตนในแตละชวงยอยแลวทําการคํานวณการวนซ้ํา 

  ตอไปจะทําการหาผลเฉลยที่มีเงื่อนไขเริม่ตนบนแกน x เมื่อ  0 , 6x    พบวาผลเฉลย

เปนคาบ 5 หรือจุดสมดลุในที่สุดดงัทฤษฎีบทตอไปนี ้
 

ทฤษฎีบท  กําหนดให   
0

,n n n
x y




เปนผลเฉลยของสมการ (3) และเงื่อนไขเริ่มเปนสมาชิกใน 

  , 6, 0l x y x y       จะไดวาผลเฉลยของสมการ (3) เปนไพรมพีเรียด 5 หรือจุด

สมดุลในท่ีสุด 
 

การพิสูจน กําหนดให  0 0,x y l จะไดวา  0 , 6x     และ 0 0y  จะไดวา 

1 0 0 6x x y   0 6 0x     และ 1 0 0 1y x y   0 1 0x    

2 1 1 6x x y    02 13x      และ 2 1 1 1y x y   4   

กรณีที่ 1  ถา 0

13
, 6

2
x      

  แลว 2 02 13 0x x     และไดวา 

3 2 2 6x x y   02 11 0x    และ 3 2 2 1y x y   02 4 0x     

 4 3 3 6x x y   1       และ 4 3 3 1y x y    4   

นั่นคือ    4 4, 1, 4x y    เปนจุดสมดลุทําใหไดวาเมือ่เลือกเงื่อนไขเริ่มตน 0

13
, 6

2
x        

และ 0 0y  ผลเฉลยเปนจุดสมดลุภายใน 4 การวนซ้ําและผลเฉลยทีเ่หลือเปนจุดสมดุล 
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กรณีที ่2  ถา 0

13
,

2
x     

 
 แลว 2 02 13 0x x     และไดวา 

3 2 2 6x x y   02 15x     และ 3 2 2 1y x y   02 16x    

กรณีที่ 2.1  ถา 0

16
,

2
x      

  แลว 3 02 15 0x x     และ 3 02 16 0y x      

4 3 3 6x x y   5      และ 4 3 3 1y x y   2  

นั่นคือ    4 4, 5,2x y   เปนสมาชิกของ 5.1P  ทําใหไดวาเมื่อเลือกเงื่อนไขเริม่ตน

0

16
,

2
x        

และ 0 0y  ผลเฉลยเปนสมาชิกของ 5.1P  ใน 4 การวนซ้ําและผลเฉลยทีเ่หลือก็

ยังคงเปนสมาชิกของ 5.1P  

กรณีที ่2.2 ถา 0

15 13
,

2 2
x      

  แลว 3 02 15 0x x     และ 3 02 16 0y x     

4 3 3 6x x y   04 25 0x    และ 4 3 3 1y x y   04 30 0x     

5 4 4 6x x y   1       และ 5 4 4 1y x y   4   

นั่นคือ    5 5, 1, 4x y    เปนจุดสมดลุทําใหไดวาเมือ่เลือกเงื่อนไขเริ่มตน 0

15 13
,

2 2
x        

และ 0 0y  ผลเฉลยเปนจุดสมดลุภายใน 5 การวนซ้ําและผลเฉลยทีเ่หลือเปนจุดสมดุล 

กรณีที ่2.3  ถา 0

16 15
,

2 2
x     

 
  แลว 3 02 15 0x x     และ 3 02 16 0y x     

จะไดวาผลเฉลยของระบบสมการ (3) เปนจุดสมดลุหรือคาบ 5 ในท่ีสุด โดยใชหลักอุปนัยเชิง

คณิตศาสตร สําหรับจํานวนเต็ม 1n   ขอความกําหนดให  P n  แทนขอความ “สําหรับ  

 0 ,n nx l u  จะไดวา 

5 1 5nx        , 3 1
5 1 02 0n

n ny x 
      

3 1
5 02 1 0n

n nx x      , 3 1
5 02 4 0n

n ny x      
3

5 1 02 2 1n
n nx x       , 3

5 1 02 2 4 0n
n ny x       

ถา  0 ,n nx c u แลว 5 1 0nx    

5 2 1nx       , 5 2 4ny      

ถา  0 ,n nx l c แลว 5 1 0nx    
3 1

5 2 02 4 3n
n nx x 
      , 5 2 4ny    ; 

ถา  0 ,n nx d c แลว 5 2 0nx    
3 1

5 3 02 4 1 0n
n nx x 
      , 3 1

5 3 02 4 6 0n
n ny x 
      ; 
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5 4 1nx       , 5 4 4ny    ;  

ถา  0 ,n nx l d แลว 5 2 0nx    
3 1

5 3 02 4 5n
n nx x 
      , 3 1

5 3 02 4 6n
n ny x 
     ; 

ถา  0 1,n nx l l  แลว 5 3 0nx    และ 5 3 0ny    

5 4 5nx       , 5 4 2ny   ;  

ถา  0 1,n nx u d แลว 5 3 0nx    และ 5 3 0ny    
3 2

5 4 02 8 5 0n
n nx x 
      , 3 2

5 4 02 8 10 0n
n ny x 
      ; 

5 5 1nx       , 5 5 4ny    ; 

ถา  0 1 1,n nx l u  แลว 5 3 0nx    และ 5 3 0ny   ” 

โดยที่ 
3 3

3 2

2 110 2

7 2

n

n n
l





   
   

, 
3 3

3 2

5 110 2

7 2

n

n n
u





  
   

 , 
3 1

3

13 110 2

7 2

n

n n
c

  
   

, 

3

3 1

19 110 2

7 2

n

n n
d 

  
   

 และ 
3 110 55 2

7

n

n
   

  
 

 

1. จะแสดงวา  1P  เปนจริง เนื่องจาก 3 02 15 0x x     และ 3 02 16 0y x    เมื่อ 

1n   สําหรับ  0 1 1

16 15
, ,

2 2
x l u      

 
 จะไดวา 

  45 1 1x x  5  ,   45 1 1y y   3 1 1
0 0 14 30 2 0x x        ;  

 5 1x    3 1 1
0 0 14 29 2 1 0x x        ,  5 1y  3 1 1

0 0 14 26 2 4 0x x       ; 

  65 1 1x x   3 1
0 0 18 61 2 2 1x x        ,  

  65 1 1y y    3 1
0 0 18 56 2 2 4 0x x       ; 

ถา  0 1 1

61 15
, ,

8 2
x c u       

 แลว 6 08 61 0x x     และ 6 08 56 0y x    

ดังนั้น   75 1 2x x  1  ,   75 1 2 4y y     

ถา  0 1 1

16 61
, ,

2 8
x l c      

 
แลว 6 08 61 0x x     และ 6 08 56 0y x    

  75 1 2x x   3 1 1
0 0 116 123 2 4 3x x        ,    75 1 2y y   4  ; 

ถา  0 1 1

123 61
, ,

16 8
x d c       

แลว 7 016 123 0x x     และ 7 4y   จะไดวา 

  85 1 3x x   3 1 1
0 0 116 121 2 4 1 0x x       ,     

  85 1 3y y   3 1 1
0 0 116 126 2 4 6 0x x         ; 
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  95 1 4x x  1  ,   95 1 4y y  4  ; 

ถา  0 1 1

16 123
, ,

2 16
x l d      

 
แลว 7 016 123 0x x     และ 7 4y   จะไดวา 

  85 1 3x x   3 1 1
0 0 116 125 2 4 5x x        ,     

  85 1 3y y   3 1 1
0 0 116 126 2 4 6x x        ; 

ถา  0 1 2

16 126
, ,

2 16
x l l       

แลว 8 016 125 0x x    และ 8 016 126 0y x     

  95 1 4x x  5  ,   95 1 4y y  2 ; 

ถา  0 2 1

125 123
, ,

16 16
x u d       

 แลว 8 016 125 0x x     และ

8 016 126 0y x     จะไดวา 

  95 1 4x x   3 1 2
0 0 132 245 2 8 5 0x x       ,     

  95 1 4y y   3 1 2
0 0 132 250 2 8 10 0x x         ; 

  105 1 5x x  1  ,   105 1 5y y  4  ; 

ถา  0 2 2

126 125
, ,

16 16
x l u      

 
แลว 8 016 125 0x x    และ 

8 016 126 0y x     จะไดวา (1)P   เปนจริง 

2. กําหนดให  P k  เปนจริง จะแสดงวา  1P k   เปนจริง 

เน่ืองจาก  P k  เปนจริง จะไดวา สําหรบั 

 
3 3

0 1 1 3 1 3 1

2 110 2 5 110 2
, ,

7 2 7 2

k k

k k k k
x l u   

     
     

 

จะไดวา 3 1
5 3 02 4 5 0k

k kx x 
       และ 3 1

5 3 02 4 6 0k
k ky x 
       

ดังนั้น   5 45 1 1 kkx x    5  ,   5 45 1 1 kky y       3 1 1
02 8 10k

kx      ; 

พิจารณา 

 
 3 1 13 1

1

10 55 2 10 55 2
8 10 8 10

7 7

kk

k k 
 



       
           

 

จะแสดงวา 5 4 0ky   เน่ืองจาก    3 1 1
5 4 02 8 10k

k ky x  
     เปนฟงกชันเชิงเสนของตัว

แปร 0x เปนการเพียงพอที่จะแทนคา 0x  ดวยขอบเขต 1kl  และ 1ku  แลวไดคาเปนบวกหรือศูนยดังน้ี 

แทนคา 0x  ดวย 
3

1 3 1

5 110 2

7 2

k

k k
u  

  
   

 ใน 5 4ky   
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 
 

 3 1 13
3 1 1

5 1 1 3 1

5 110 2 10 55 2
2 0

7 2 7

kk
k

k k
y

 
 

  

      
          

 

แทนคา 0x  ดวย 
3

1 3 1

2 110 2

7 2

k

k k
l  

   
   

 ใน 5 4ky   

 
 

 3 1 13
3 1 1

5 1 1 3 1

2 110 2 10 55 2
2 2

7 2 7

kk
k

k k
y

 
 

  

       
          

 

 

เนื่องจาก  1 1,k kl u  เปนชวงเปดจึงทําใหไดวา  
 3 1 1

5 4 0 15 1 1 2 0k
k kky y x  
         

เพื่อใหการพิสูจนกระชับตอไปจะไมแสดงการเปนบวกหรือลบของผลเฉลยดวยการทดสอบขอบเขต 

ซึ่งการทดสอบขอบเขตสามารถทําไดดังเชนการทดสอบขอบเขตดานบน 
 

ดังนั้น   5 55 1 kkx x   3 2
0 12 1 0k

kx 
    ,     

  5 55 1 kky y   3 2
0 12 4 0k

kx 
    ; 

   5 65 1 1 kkx x    3 3
0 12 2 1k

kx 
    ,   5 65 1 1 kky y    3 3

0 12 2 4 0k
kx 
    ; 

ถา  
3 2 3

0 1 1 3 3 3 1

13 110 2 5 110 2
, ,

7 2 7 2

k k

k k k k
x c u



   

    
     

  

แลวทําการทดสอบขอบเขตของ 0x จะไดวา   5 65 1 1 0kkx x       

จึงทําใหไดวา  
3 3

5 6 0 15 1 1 2 2 1 0k
k kkx x x 
           

และจาก  
3 3

5 6 0 15 1 1 2 2 4 0k
k kky y x 
         

ดังนั้น   5 75 1 2 1kkx x      ,   5 75 1 2 4kky y       

ถา  
3 3 2

0 1 1 3 1 3 3

2 110 2 13 110 2
, ,

7 2 7 2

k k

k k k k
x l c



   

     
     

  

แลวทําการทดสอบขอบเขตของ 0x จะไดวา   5 65 1 1 0kkx x       

ดังนั้น   5 75 1 2 kkx x    3 4
0 12 4 3k

kx 
    ,   5 75 1 2 4kky y      ; 

 ถา  
3 3 3 2

0 1 1 3 4 3 3

19 110 2 13 110 2
, ,

7 2 7 2

k k

k k k k
x d c

 

   

    
     

 

แลวทําการทดสอบขอบเขตของ 0x จะไดวา   5 75 1 2 0kkx x       

ทดลองขอบเขตของ 5 7kx  แทน 0x  ดวย 
3 3

3 4

19 110 2

7 2

k

k





  
  
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ดังนั้น   5 85 1 3 kkx x    3 4
0 12 4 1 0k

kx 
    ,      

  5 85 1 3 kky y    3 4
0 12 4 6 0k

kx 
     ; 

  5 95 1 4 1kkx x      ,   5 95 1 4 4kky y      ; 

ถา  
3 3 3

0 1 1 3 1 3 4

2 110 2 19 110 2
,

7 2 7
,

2

k k

k k k k
x l d



   

     
     

 

แลวทําการทดสอบขอบเขตของ 0x จะไดวา   5 75 1 2 0kkx x       

ดังนั้น   5 85 1 3 kkx x    3 4
0 12 4 5k

kx 
    ,     

  5 85 1 3 kky y    3 4
0 12 4 6k

kx 
    ; 

ถา  
3 3 3

0 1 2 3 1 3 4

2 110 2 2 110 2
, ,

7 2 7 2

k k

k k k k
x l l



   

      
     

 แลวทําการทดสอบขอบเขตของ 0x

จะไดวา   5 85 1 3 0kkx x      และ   5 85 1 3 0kky y      

ดังนั้น   5 95 1 4 5kkx x      ,   5 95 1 4 2kky y     ; 

ถา  
3 3 3 3

0 2 1 3 4 3 4

5 110 2 19 110 2
, ,

7 2 7 2

k k

k k k k
x u d

 

   

    
     

แลวทําการทดสอบขอบเขตของ

0x จะไดวา   5 85 1 3 0kkx x      และ   5 85 1 3 0kky y      

ดังนั้น   5 95 1 4 kkx x    3 5
0 12 8 5 0k

kx 
         

  5 95 1 4 kky y    3 5
0 12 8 10 0k

kx 
      

ดังนั้น   5 105 1 5 1kkx x      ,   5 105 1 5 4kky y      ; 

ถา  
3 3 3 3

0 2 2 3 4 3 4

2 110 2 5 110 2
, ,

7 2 7 2

k k

k k k k
x l u

 

   

     
       

แลวทําการทดสอบขอบเขตของ 0x

จะไดวา   5 85 1 3 0kkx x      และ   5 85 1 3 0kky y      

 

 ดังน้ัน  1P k   เปนจริง โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวา  P n  เปนจริงสําหรับ

ทุกๆ 1n  สังเกตวา  P n อธิบายพฤติกรรมของผลเฉลยของระบบสมการ (3) โดยผลเฉลยจะเปน

ไพรมพีเรียด 5 หรือจุดสมดุลข้ึนอยูกับการเลือกเงื่อนไขเริ่มตนและไดวา 

55
lim lim lim lim

7n n n n
n n n n

l u c d
   

      

และเมื่อเลือกเงื่อนไขเริ่มตน  0 0

55
, ,0

7
x y

   
 

 จะไดวา  1 1 5.2

13 48
, ,

7 7
x y P

    
   
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จึงสามารถสรุปไดวาเมื่อเลือกเงื่อนไขเริ่มตน 
0

16 15
,

2 2
x     

 
 และ 0 0y   มีผลเฉลยเปนไพรมพีเรียด 

5 หรือจุดสมดุลในที่สุดและไดวาสําหรับเงื่อนไขเริ่มตน  0 0,x y บนแกน x ทางลบเมื่อ  0 , 6x     
ผลเฉลยของระบบสมการเปนจุดสมดุลหรือไพรมพีเรียด 5 ในท่ีสุด              
 

อภิปรายผล  

    จากทฤษฎีบทเห็นขอแตกตางของผลเฉลยของระบบสมการ (3) โดยบทความวิจัย 

(Krinket & Tikjha, 2015) พบวาผลเฉลยเปนคาบ 4 ในท่ีสุดแตบทความนี้ไดแสดงใหเห็นถึงการมีอยู

ของคาบ 5และจุดสมดุล ยืนยันไดวาการเปลี่ยนพารามิเตอรมีผลตอการมีอยูของคาบที่เปลี่ยนไปและ

การเลือกเงื่อนไขเริ่มตนมีผลตอพฤติกรรมของระบบสมการและจุด  55 / 7,0 เปนจุดเปลี่ยนของ

พฤติกรรมของผลเฉลยจากการเปนจุดสมดุลที่ในสุดเปนการเปนคาบ 5 ในที่สุด ทั้งน้ีผูที่สนใจวิจัยอาจนํา

วิธีการสํารวจในบทความนี้ไปศึกษาพฤติกรรมของระบบสมการโดยที่เงื่อนไขเริ่มตนจุดอ่ืนนอกเหนือจาก

เงื่อนไขเริ่มตนท่ีทําวิจัยไปแลว 
 

สรุปผลการวิจัย   

 พฤติกรรมของระบบสมการ (3) เปนคาบ 5 หรือจุดสมดุลในท่ีสุดแตวง 5 มีอยูสองวง ไดแก 

5.1P และ 5.2P เห็นไดว าวง 5.1P ดึงดูดผลเฉลยทุกผลเฉลยท่ีมี เงื่ อนไขเริ่มตนเปนจุดบนแกน x   

ซึ่ง  0 , 55 / 7x    และจุดสมดุลดึงดูดผลเฉลยที่มีเงื่อนไขเริ่มตนเปนจุดบนแกน x ซึ่ง  0 55 / 7,0x    
และ 5.2P ดึงดูดผลเฉลยที่มีเงื่อนไขเริ่มตนเปนจุดบนแกน x ซึ่ง 0 55/ 7x  
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