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ปญหาชวนคิด 
 

         รัตนพร    บอคํา 
 

ในวิชาคณิตศาสตรมีปญหาหรือคําถาม ท่ี
นาสนใจและนักเรียนมักตอบไมไดอยูม ากมาย 
ผูเขียนบทความน้ีจึงขอนํามากลา วไว  และได
เสนอแนวตอบปญหาอยางงายและการพิสูจน  ไว
ดวย ดังปญหาหรือคําถามชวนคิดตอไปน้ี 

 
ทําไม            0.999999 …   =     1     
 สมมุติให        0.999999 …        =    x      … (1) 
 ดังน้ัน    10 (0.999999 …)         =    10 x  
 หรือ         9.999999….              =    10 x    …(2) 
 นํา  (2) – (1);    จะได           
                                            9     =      9 x        
                 น่ันคือ               x      =      1 
                ดังน้ันจึงสรุปวา    0.999999…  =     1 
 
ทําไม   n0    =  1   สําหรับ  n  ≠    0   
                       จาก    

x
x y x y

y
n

n n n
n

−÷ = =  
                   ดังน้ันถา    x  =  y    จะไดวา   

x x x xn n n −÷ =       =    0n  

                   แต   1
x

x x
x

n
n n

n
÷ = =  

      ดังน้ันจึงสรุปไดวา       0n     =  1    
เมื่อ      n   ≠    0   
 
 
 

ทําไม   0! 1=    
                 เน่ืองจาก       0! 1 2 3... n= ⋅ ⋅ ⋅                 
และเน่ืองจาก  
4! 4 3 2 1 24 4 3!= ⋅ ⋅ ⋅ = = ⋅      
                ดังน้ัน             
3! 4!/ 4 4 3 2 1/ 4 24 / 4 6= = ⋅ ⋅ ⋅ = =

2! 3!/ 3 3 2 1/ 3 2= = ⋅ ⋅ =                                 
1! 2!/ 2 2 1/ 2 1= = ⋅ =  
                ดังน้ัน             0! 1!/1 1= =  
 
  ทําไม  0    เปนตวัหารไมได    0

?
0

=    และ    
1

?
0

=    

      
0
0  เปนรูปแบบยังไมกําหนด (Indeterminate )      

        แต   1
0

เปนรูปแบบท่ีไมมีความหมาย
หรือไมสามารถนิยามได (Undefined)  
        คําวา รูปแบบยังไมกําหนดก็คือไมทราบวา
จะกําหนดวาอยางไร  
มีนักเรียนบางคนบอกวา  0

0
=  1  ซ่ึงไมถูกตอง

ท้ังน้ีเพราะวา  ถา ให 0
0

=    x    
             หรือ 0 หารดวย  0  เทากับ  x   แลวจาก
ความสัมพันธระหวางการคูณกับการหารจะได  
วา   
               0 0x⋅ =  แต 0  คูณกับอะไร ก็ได  0 
เสมอ ดังน้ัน  คําตอบของสมการมีไดมากมาย   



 

 
วารสารวิทยาศาสตร  มหาวิทยาลัยราชภัฏพิบูลสงคราม   ปท่ี  7   ฉบับท่ี (1–2)   มกราคม -  ธันวาคม  2549    
 
 

50

                ดังน้ัน    x    เปนคาใดก็ได ไม
จําเปนตองเปน  1   จึงไมทราบวาจะกําหนดวา x    
เปนคาใด   
                ซ่ึงเรียก รูปแบบน้ีวารูปแบบยังไม
กําหนด    
      สําหรับ 1

0
น้ันเปนรูปแบบท่ีไมนิยามหรือ

หาคาไมไดเลยวาเปนจํานวนใด  
เพราะวาถาสมมุติวา ให   1

0
 =     x     จะไดวา   

0 1x⋅ =   ซ่ึงจะพบวาไมสามารถหาคา x    ท่ี
ทําใหสมการ  0 1x⋅ =   เปนจริงได  เพราะ  0  
คูณจํานวนใดก็ตามเปน  0   

ดังน้ัน     1
0

เปนอนิยาม หรือไม
สามารถนิยามไดวาเปนเทาใด 
              ดังน้ันจึงกลาววาเมื่อ 0   เปนตัวหารจะไม
สามารถหาคาได หรือการหารดวย  0  ไมสามารถ
ทําไดน่ันเอง        
           
สามจํานวนปทาโกเรียน  ( a  Pythagorean 
triple)  คืออะไร  

เซตของจํานวนสามจํานวนท่ีไดจ าก
ทฤษฎีบทปทาโกรัส  (Pythagoras’ s theorem)  
เ รี ย ก ว า  ส า ม จํ า น ว นป ท า โก เ รี ย นห รื อ 
ปทาโกเรียนทริปเปล ( a Pythagorean  triple)  คือ
เซตของจํานวนเต็มบวก , ,a b c  ท่ีเปนความยาว
ของดานของสามเหล่ียมมุมฉากซึ่งสอดคลองกับ
ทฤษฎีบทปทาโกรัสน่ันเอง  น่ันคือ สอดคลองกับ
สมการ  2 2 2a b c+ =   โดย ท่ี  c   เปนดานตรง
ขามมุมฉาก และ  ,a b  เปนดานประกอบมุมฉาก
ของสามเหล่ียมมุมฉากน้ัน และจะแทนจํานวนท้ัง
สามในรูป ( , , )a b c โดยท่ีคา , ,a b c    ท่ีนอยท่ีสุด 

คือ 3, 4, 5a b c= = =      จะพบวา   3 ,  
4 , 5  จะมีตัวหารรวมมาก  (ห.ร.ม )   เทา กับ   1   
เรียกจํานวนท้ังสาม ท่ีสอดคลองสมการดังกลา ว
และมี ห.ร.ม.เปน 1 วา สามจํานวนปทาโกเ รียน
ปฐมฐาน (Primitive  Pythagorean triples) จะ
พบวาสามารถหา สามจํานวนปทาโกเ รียนอ่ืน ๆ 
ไดอีกโดย  ถานําจํานวนเต็มบวก 1d >  คูณ  กับ 

, ,a b c  จะไดผลคูณเปน    , ,da db dc  และจะ
ไดวา   

          2 2 2a b c+ =       ก็ตอเมื่อ     
2 2 2( ) ( ) ( )da db dc+ =  

 ดังน้ันจะไดวา  ( 6 , 8 , 10)  , (9 , 12 , 15)  
จะเปนสามจํานวนปทาโกเรียนแตไมไดเปน 
 สามจํานวนปทาโกเรียนปฐมฐานเพราะวา ห.ร.ม.
ของ  6, 8, 10   เทา กับ  2  และ  ห.ร.ม  ของ   
9 ,12 ,15  เทากับ  3  ไมใช  1 
 
การหาสูตรของสามจํานวนปทาโกเรียนปฐมฐาน 
          ถา  ( , , )a b c แทนสามจํานวนปทาโกเรียน 
ปฐมฐาน และถา 2 จํานวนใดใน , ,a b c  มี ห.ร.ม 
เปน   d     แลว  จากสมการ    2 2 2a b c+ =     
จะไดวา  2d    จะตองสามารถหารกําลังสองของ
จํานวนท่ีเหลือไดลงตัว  

ดังน้ัน   d  จะหาร , ,a b c   ไดลงตัวดวย   
ซ่ึงเปนไปไมไดเพราะกําหนดให   ( , , )a b c  เปน
สามจํานวนปทาโกเรียนปฐมฐาน ดังน้ันไมมี  2 
จํานวนใดใน   , ,a b c  มีตัวหารรวมท่ีมากกวา  1 
 ตอไปจะพบวา เลข 3 จํานวนน้ันจะตอง
ไมเปนเลขค่ีท้ังหมด    

เพราะวา ถาให     2 1a r= +  
                           2 1b s= +  
                             2 1c t= +  
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เมื่อ r, s, t เปนจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ 
จะไดวา   

2 2 2(2 1) (2 1) (2 1)r s t+ + + = +                
2 2 24 4 1 4 4 1 4 4 1r r s s t t+ + + + + = + +  

 ดังน้ัน        
2 2 24 4 4 4 4 4 1 0r r s s t t+ + + − − + =  

  หรือ เขียนเปน  
2 2 24( 1) 3r r s s t t+ + + − − + =  

 
ซ่ึงเปนไปไมได เพราะ    จากสมการขา งบนน้ี
แสดงวา  4  เปนตัวหารของ  3 ไดผลลัพธ เปน
จํานวนเต็ม  (เพราะ , , ,1r s t   เปนจํานวนเ ต็ม )  
แต แทจริงแลว  3  หารดวย 4  ไมลงตัว 
 
  ตอไปจะสมมุติให  c   เปนเลขคู   และ  

,a b   เปนเลขค่ี  
ดังน้ันถาให       2 1a r= +  

              2 1b s= +  
            2c t=  
 จะไดวา      2 2 2(2 1) (2 1) (2 )r s t+ + + =  
             2 2 24 4 1 4 4 1 4r r s s t+ + + + + =  
 ดังน้ัน 

2 2 24 4 4 4 4 4 2 0r r s s t t+ + + − − + =  
  หรือ เขียนเปน    

2 2 24( 1) 2r r s s t t+ + + − − + =  
 
ซ่ึงเปนไปไมไดเพราะ 4  หาร 2  ไมลงตัวเชนกัน   
ดังน้ัน  a   หรือ  b  ตัวใดตัวหน่ึง  ตองเปนเลขคู 
หรือมิฉะน้ันก็แสดงวาอีก 2 จํานวนตองเปนเลขค่ี   

 

ถาให   b  เปนเลขคูโดยท่ี  a , c   เปน
เลขค่ี ( กรณีให a เปนเลขคู   โดยท่ี b , c  เปนเลข
ค่ี ก็ทําไดเชนเดียวกัน )  จะไดวา 
            จาก          2 2 2a b c+ =     
           จะได      2 2 2b c a= −      
           หรือ            

 ( ) ( )
2

.
22

2 acacb +−
=⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛  

 
แตเน่ืองจาก   b  เปนเลขคู และ  a , c  

เปนเลขค่ี   ดังน้ันจะไดวา  
2
b    ,   ( )

2
c a−  ,  

( )
2

c a+  ตองเปนจํานวนเต็มบวก 

สมมุติใหตัวหารรวมมากของ  ( )
2

c a−  ,  
( )

2
c a+   เปน  1 

ถา   d  เปนตัวหารรวมอ่ืน ๆ แลว  d  
ตองหารผลบวก  และผลตาง ของ c  กับ  a ไดลง
ตัว     

แตเน่ืองจากห.ร.ม. ของ c  กับ  a  คือ  1  
ดังน้ัน d   ตองหาร   1  ไดลงตัว น่ันคือ   

1d =   
และจะไดวา  ผลคูณของ  ( )

2
c a−  กับ   ( )

2
c a+   

ตองเปนกําลังสองสมบูรณ  
           หรือ 2( ) ( )

2 2
c a c a

p
− +

⋅ =  
 
จะมีกรณีท่ีเปนไปไดกรณีเดียวคือแตละ

จํานวนเปนกําลังสองสมบูรณหรือไม  น่ันคือจะมี
จํานวนเต็มบวก   x  และ y   ท่ีซ่ึง  
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               2

2
c a

x
+

=  

              2

2
c a

y
−

=          ……….……* 

              
2
b

xy =  
นอกไปจากน้ัน x    ตองมากกวา y   ดวย  
เพราะวา    2 2 2 2x y a y= + >   และ  

0y >  และ   c a>   และเน่ืองจาก   2x  และ  2y    
มี ห.ร.ม. เปน  1  เชนเดียวกันกับ  ห.ร.ม ของ  x  
และ y    

ดังน้ัน    x  และ y  ไมสามารถเปนเลขค่ี
ท้ังสองตัวพรอมกัน  หรือจะไดวา  
 2 2x y a− =    ตองเปนเลขค่ีซ่ึง
เปนไปไมได         จึงไดวา   x  และ y   ตัวใดตัว
หน่ึงตองเปนเลขค่ี  

จากสมการ *  ขางตนหาคา    ,a b  และ  
c   จะได ดังน้ี 
              2 2a x y= −                    
 2b xy=          ………………** 
             2 2c x y= +  
            0x y> >   และเปนจํานวนเต็ม 
            x y−   เปนเลขค่ี และ ห.ร.ม. ของ x  กับ 
y   หรือ ( , )x y   =   1 

ตรวจสอบวา  ( , ,a b c )  มีนิยามดังกลาว
ขางตน    (**)   เปนสามจํานวนปทาโกเรียนหรือ
ไมไดดังน้ี        

2 2 2 2 2( ) (2 )a b x y xy+ = − +    
4 2 2 4 2 22 4x x y y x y= − + +    
4 2 2 42x x y y= + +                                         
2 2 2 2( )x y c= + =  

 
สูตรการหาคา  , ,a b c ใน  ( , , )a b c   ใน 

(*)   สามารถหาสามจํานวนปทาโกเรียนปฐมฐาน  

ซ่ึงทุก ๆ คูของจํานวนเต็มบวก  x  และ y   ท่ี
สอดคลองเงื่อนไขน้ีจะมีจํานวนท่ีเปนสามจํานวน
ปทาโกเรียนปฐมฐาน และ  ทุก  ๆ สามจํานวน  
ปทาโกเรียนปฐมฐาน ( , , )a b c  จะมจีํานวนเต็ม
บวก  x  และ y    ท่ีสอดคลองเงื่อนไขน้ี 

จากสูตรดังกลาวมาแลวน้ีจะสามารถหา 
( , ,a b c )  ซ่ึงเปนสามจํานวนปทาโกเรียนปฐม
ฐานไดโดยกําหนดคา   x  และ y      ให
สอดคลอง  ดังจะเขียนเปนตารางเมื่อกําหนดคา x  
และ y   ใหไมเกิน 7  ไดดังน้ี 

 
       ตัวอยางของสามจํานวนปทาโกเรียนปฐมฐาน 

x  y  a  b  c  
2  1 3  4  5  
3  2  5  12  13  
4  1 15  8  17  
4  3  7  24  25  
5  2  21  20  29  
5  4  9  40  41  
6  1 35  12  37  
6  5  11 60  61  
7  2  45  28  53  
7  4  33  56  65  
7  6  13  84  85  
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