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บทคัดย่อ 
สำหร ับจำนวนเต ็มบวก 𝑚 ให ้  ℤ𝑚 แทนเซตของช ั ้นส ่วนตกค้างมอดุโล 𝑚 น ั ่นคือ 

ℤ𝑚 = {0̄, 1̄, 2̄, . . . , 𝑚 − 1} เมื่อ 𝑥̄ = {𝑦 ∈ ℤ ∶ 𝑥 ≡ 𝑦(mod 𝑚)} สำหรับ 𝐴 ⊆ ℤ𝑚 และ 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 
กำหนดฟังก์ชันตัวแทน 

𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴 ∶ 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 𝑛̄}| 

ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยสนใจศึกษาปัญหาของ อันดราส ซาโคซี ใน ℤ𝑚 โดยที่สองเซตย่อย 𝐴 และ 𝐵 ของ 
ℤ𝑚 ที่ทำให้ |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 3 และ 𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 
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Abstract 

For every positive integer 𝑚, ℤ𝑚 represents the set of residue class modulo 𝑚  

such that ℤ𝑚 = {0̄, 1̄, 2̄, . . . , 𝑚 − 1} when 𝑥̄ = {𝑦 ∈ ℤ: 𝑥 ≡ 𝑦(mod 𝑚)}. For 𝐴 ⊆ ℤ𝑚 

and 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚, the representation function was defined as 
𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 𝑛̄}|. 

In this paper, we studied Sárközy’s problem in ℤ𝑚 where the two subsets 𝐴 and 𝐵 of 
ℤ𝑚 caused |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 3 and 𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) for all 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚. 
 
Keywords: Sárközy’s problem, partition, representation function 
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บทนำ 
ให้ 𝑋 เป็นกึ่งกรุปการบวกอาบีเลียน สำหรับทุก 𝐴 ⊆ 𝑋 และ 𝑛 ∈ 𝑋 ให้ 𝑅1(𝐴, 𝑛) แทน

จำนวนผลเฉลยของสมการ 𝑎 + 𝑏 = 𝑛 โดยที่คู ่อันดับ (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 × 𝐴, 𝑅2(𝐴, 𝑛) แทนจำนวน 
ผลเฉลยของสมการ 𝑎 + 𝑏 = 𝑛 โดยที่คู่ไม่อันดับ (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 × 𝐴 ซึ่ง 𝑎 ≠ 𝑏 และ 𝑅3(𝐴, 𝑛) แทน
จำนวนผลเฉลยของสมการ 𝑎 + 𝑏 = 𝑛 โดยที ่ค ู ่ไม่อันดับ (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 × 𝐴 ซึ ่ง Nathanson [1]  

เรียกสัญลักษณ์ 𝑅1(𝐴, 𝑛), 𝑅2(𝐴, 𝑛) และ 𝑅3(𝐴, 𝑛) ว่า “ฟังก์ชันตัวแทน” ต่อมามีนักคณิตศาสตร์
จำนวนมากที่ให้ความสนใจศึกษาเกี ่ยวกับฟังก์ชันตัวแทน เช่น Erdős Sárközy Dombi Yang และ 
Chen เป็นต้น 

ให้ ℕ แทนเซตของจำนวนเต็มที ่ไม่เป็นลบ สำหรับ 𝑖 ∈ {1,2,3} โดยอันดราส ซาโคซี 
(András Sárközy) น ักคณ ิตศาสตร ์ชาวฮ ังการี  ได ้ต ั ้ งคำถามไว้ว ่ า  “ม ี เซต 𝐴, 𝐵 ⊆ ℕ โดยที่  
|(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = ∞ จะทำให้ 𝑅𝑖(𝐴, 𝑛) = 𝑅𝑖(𝐵, 𝑛) สำหรับทุกจำนวนเต็ม 𝑛 หรือไม่” 
ในปี ค.ศ. 2002 Dombi [2] ตอบคำถามของอันดราส ซาโคซี ว่า สำหรับ 𝑖 = 1 ไม่มีสองเซตย่อย 𝐴 
และ 𝐵 ที่สอดคล้องเงื่อนไขดังกล่าว แต่สำหรับ 𝑖 = 2 สามารถหาสองเซตย่อย 𝐴 และ 𝐵 ที่สอดคล้อง
เงื่อนไขของอันดราส ซาโคซี ได้ และในปีต่อมา Chen และ Wang [3] พิสูจนไ์ด้ว่าสำหรับ 𝑖 = 3 สามารถ
หาสองเซตย่อย 𝐴 และ 𝐵 ที่สอดคล้องกับเงื ่อนไขของอันดราส ซาโคซี จากแนวคิดดังกล่าวจึงทำให้ 
นักคณิตศาสตร์หลายท่านให้ความสนใจปัญหาของอันดราส ซาโคซี บนเซตของจำนวนเต็มมอดุโล 𝑚 

สำหรับจำนวนเต็มบวก 𝑚 กำหนดให้ ℤ𝑚 แทนเซตของชั้นส่วนตกค้างมอดุโล 𝑚 นั ่นคือ 
ℤ𝑚 = {0̄, 1̄, 2̄, . . . , 𝑚 − 1} เมื่อ 𝑥̄ = {𝑦 ∈ ℤ: 𝑥 ≡ 𝑦(mod 𝑚)} สำหรับ 𝐴 ⊆ ℤ𝑚 และ 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 
กำหนดฟังก์ชันตัวแทน 

𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 𝑛̄}| 
ในปี ค.ศ. 2012 Yang และ Chen [4] ศึกษาการเปร ียบเทียบปัญหาของอันดราส ซาโคซี  ใน ℤ𝑚 

ซึ ่งพวกเขากำหนดโครงสร ้างของเซต  𝐴, 𝐵 ⊆ ℤ𝑚 โดยที่ |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 สำหรับ 
𝑖 ∈ {1,2,3} ที่ทำให้ 𝑅𝑖(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅𝑖(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 ถัดไปในปี ค.ศ. 2017 Yang และ 
Tang [5] ได้ศึกษาในกรณีที่ 𝑚 เป็นจำนวนเต็มคี่ โดยที่ 𝑚 ≥ 3 ว่า ไม่มีสองเซต 𝐴, 𝐵 ⊆ ℤ𝑚 โดยที่ 
|(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 1 ท ี ่ทำให ้  𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหร ับท ุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 และ
สำหรับ 𝑖 ∈ {2,3} จะมีสองเซตย่อย 𝐴, 𝐵 ⊆ ℤ𝑚 โดยที่ |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 1 ที่ทำให้ 
𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 และในปี ค.ศ. 2020 Chen และ Yan [6] ได้ศึกษา
ปัญหาผลแบ่งกั้นของ ℤ𝑚 โดยที่ฟังก์ชันตัวแทนเท่ากัน ในกรณี |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 2 
สามารถหาสองเซตย่อย 𝐴 และ 𝐵 ของ ℤ𝑚 ที่ทำให ้𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 ได้ 
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จากแนวคิดดังกล่าว ผู ้วิจัยจึงให้ความสนใจที่จะศึกษาต่อยอดซึ่งเป็นการนำเสนอแนวคิด 
โดยการสร้างทฤษฎีเพื่อแสดงผลการศึกษาปัญหาผลแบ่งกั้นของ ℤ𝑚 ในกรณีที่สองเซตย่อย 𝐴, 𝐵 ⊆ ℤ𝑚 
และ |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 3 ที่ทำให ้𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚  

 
วัตถุประสงค ์

เพื่อหาเซตย่อย 𝐴 และ 𝐵 ของ ℤ𝑚 ที่สอดคล้องเงื่อนไข |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 3 
และ 𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 
 
วิธีดำเนินการวิจัย 

ผ ู ้ว ิจัยศ ึกษาป ัญหาบนผลแบ่งก ั ้นของ ℤ𝑚 โดยที ่ฟ ังก ์ช ันต ัวแทนเท ่าก ัน ในกรณี  
|(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 3 สำหรับ 𝐴, 𝐵 ⊆ ℤ𝑚 และกำหนดให ้𝑚 เป็นจำนวนเต็มบวก 

 
บทนิยาม 1  ให้ 𝐴 ⊆ ℤ𝑚 ฟังก์ชันตัวแทน คือ ฟังก์ชันที่มีโดเมนเป็น ℤ𝑚 และเรนจ์เป็นเซตย่อยของ
ℕ นิยามโดย 

𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 𝑛̄}| 

ตัวอย่างการคำนวณฟังก์ชันตัวแทนในกรณี 𝑚 = 11 ดังตัวอย่าง 1 

ตัวอย่าง 1  ให้ 𝑚 = 11 พิจารณา ℤ11 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄, 5̄, 6̄, 7̄, 8̄, 9̄, 10} ให้  
𝐴 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄, 5̄, 6̄} 

เนื่องจาก 𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 𝑛̄}| จะได้ว่า 
𝑅1(𝐴, 0̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 0̄}| = |{(0̄, 0̄), (5̄, 6̄), (6̄, 5̄)}| = 3 
𝑅1(𝐴, 1̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 1̄}| = |{(0̄, 1̄), (1̄, 0̄), (6̄, 6̄)}| = 3 
𝑅1(𝐴, 2̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 2̄}| = |{(0̄, 2̄), (1̄, 1̄), (2̄, 0̄)}| = 3 
𝑅1(𝐴, 3̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 3̄}| = |(0̄, 3̄), (1̄, 2̄), (2̄, 1̄), (3̄, 0̄)| = 4 

        𝑅1(𝐴, 4̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 4̄}| 
 = |{(0̄, 4̄), (1̄, 3̄), (2̄, 2̄), (3̄, 1̄), (4̄, 0̄)}| = 5 

 𝑅1(𝐴, 5̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 5̄}| 
 = |(0̄, 5̄), (1̄, 4̄), (2̄, 3̄), (3̄, 2̄), (4̄, 1̄), (5̄, 0̄), | = 6 

  𝑅1(𝐴, 6̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 6̄}| 
 = |{(0̄, 6̄), (1̄, 5̄), (2̄, 4̄), (3̄, 3̄), (4̄, 2̄), (5̄, 1̄), (6̄, 0̄)}| = 7 

 𝑅1(𝐴, 7̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 7̄}| 
                     = |{(1̄, 6̄), (2̄, 5̄), (3̄, 4̄), (4̄, 3̄), (5̄, 2̄), (6̄, 1̄)}| = 6 

          𝑅1(𝐴, 8̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 8̄}| 
                           = |{(2̄, 6̄), (3̄, 5̄), (4̄, 4̄), (5̄, 3̄), (6̄, 2̄)}| = 5 



วารสารวิชาการซายน์เทค มรภ.ภูเก็ต ปทีี่ 8 ฉบับที ่1 พ.ศ. 2567      PKRU SciTech Journal 8(1) 2024 

ปัญหาบนผลแบ่งกั้นของ ℤ𝑚 โดยที่ฟังก์ชันตัวแทนเท่ากัน  48 

       𝑅1(𝐴, 9̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 9̄}| = |{(3̄, 6̄), (4̄, 5̄), (5̄, 4̄), (6̄, 3̄)}| = 4 

    𝑅1(𝐴, 10) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 10}| = |{(4̄, 6̄), (5̄, 5̄), (6̄, 4̄)}| = 3 

เริ่มต้นพิจารณาจำนวนเต็มบวก 𝑚 และความสัมพันธ์ของเซตย่อย 𝐴, 𝐵 ⊆ ℤ𝑚 ในกรณีที่

|(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 3 ที่ทำให ้𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 ดังต่อไปนี้ 

ทฤษฎีบท 1  ให้ 𝐴, 𝐵 ⊆ ℤ𝑚 โดยที่ |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 3 ถ้า 𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) 

สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 แล้ว 𝑚 เป็นจำนวนคี่ และ |𝐴| = |𝐵| 

บทพิสูจน์  กำหนดให ้𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 จะได้ว่า  

(
|𝐴| + 1

2
) + (

|𝐴|
2

) = ∑ 𝑅1(𝐴, 𝑛̄)

𝑚−1

𝑛=0

= ∑ 𝑅1(𝐵, 𝑛̄)

𝑚−1

𝑛=0

= (
|𝐵|
2

) + (
|𝐵| + 1

2
) 

ให้ |𝐴| = 𝑘 และ |𝐵| = 𝑙 จะได้วา่  
𝑘(𝑘 + 1)

2
+

𝑘(𝑘 − 1)

2
=

𝑙(𝑙 + 1)

2
+

𝑙(𝑙 − 1)

2
 

นั ่นค ือ 𝑘2 + 𝑘 + 𝑘2 − 𝑘 = 𝑙2 + 𝑙 + 𝑙2 − 𝑙 เพราะฉะนั ้น 𝑘2 = 𝑙2 ด ังน ั ้น 𝑘 = 𝑙 น ั ่นคือ 

|𝐴| = |𝐵| เน ื ่ องจาก |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = |𝐴| + |𝐵| − 2|𝐴 ∩ 𝐵| และ |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩

𝐵)| = 𝑚 − 3 ทำให้ได้ว่า 

𝑚 − 3 = |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 2(|𝐴| − |𝐴 ∩ 𝐵|) 

ดังนั้น 𝑚 − 3 เป็นจำนวนคู่ น้ีแสดงว่า 𝑚 เป็นจำนวนคี่        

หลังจากนี้เป็นต้นไปในงานวิจัยฉบับนี้ สมมติว่า 𝑚 เป็นจำนวนคี่ โดยที่ 𝑚 ≥ 5  
ผู้วิจัยสนใจศึกษาฟังก์ชันตัวแทนในกรณี 𝐴, 𝐵 ⊆ ℤ𝑚 โดยที่ |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 3 

ซึ่งทำให้ได้ว่า 𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚  
ถ้า |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 3 จะได้ว่าสามารถแบ่งการพิจารณาได้เป็น 4 กรณี ดังนี้ 
1. 𝐴 ∪ 𝐵 = ℤ𝑚 และ |𝐴 ∩ 𝐵| = 3 

2. 𝐴 ∪ 𝐵 = ℤ𝑚\{𝑟̄1} โดยที ่𝑟̄1 ∈ ℤ𝑚 และ |𝐴 ∩ 𝐵| = 2 

3. 𝐴 ∪ 𝐵 = ℤ𝑚\{𝑟̄1, 𝑟̄2} โดยที ่𝑟̄1, 𝑟̄2 ∈ ℤ𝑚 และ |𝐴 ∩ 𝐵| = 1 

4. 𝐴 ∪ 𝐵 = ℤ𝑚\{𝑟̄1, 𝑟̄2, 𝑟̄3} โดยที ่𝑟̄1, 𝑟̄2, 𝑟̄3 ∈ ℤ𝑚 และ |𝐴 ∩ 𝐵| = 0 
จากท้ัง 4 กรณีข้างต้นสามารถพิจารณาจำนวนสมาชิกเซต 𝐴 และ 𝐵 ได้ดังต่อไปนี้ 
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ทฤษฎีบท 2  ให้ 𝐴, 𝐵 ⊆ ℤ𝑚 โดยที่ 𝐴 ∪ 𝐵 = ℤ𝑚 และ |𝐴 ∩ 𝐵| = 3 ถ้า 𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) 

สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 แล้ว |𝐴| = |𝐵| =
𝑚+3

2
 

บทพิส ูจน์  กำหนดให้ 𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 โดยทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า

|𝐴| = |𝐵| ดังนั้น  
|𝐴| + |𝐵| = |𝐴 ∪ 𝐵| + |𝐴 ∩ 𝐵| = 𝑚 + 3 

นั่นคือ |𝐴| = |𝐵| =
𝑚+3

2
                                                               

ทฤษฎีบท 3  ให ้ 𝐴, 𝐵 ⊆ ℤ𝑚 และ 𝑟̄1 ∈ ℤ𝑚 โดยที่ 𝐴 ∪ 𝐵 = ℤ𝑚\{𝑟̄1} และ |𝐴 ∩ 𝐵| = 2  

ถ้า 𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 แล้ว |𝐴| = |𝐵| =
𝑚+1

2
 

บทพิส ูจน์  กำหนดให้ 𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 โดยทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า

|𝐴| = |𝐵| ดังนั้น   
2|𝐴| = |𝐴| + |𝐵| = |𝐴 ∪ 𝐵| + |𝐴 ∩ 𝐵| = (𝑚 − 1) + 2 = 𝑚 + 1 

นั่นคือ |𝐴| = |𝐵| =
𝑚+1

2
                                                               

ทฤษฎีบท 4  ให้ 𝐴, 𝐵 ⊆ ℤ𝑚 และ 𝑟̄1, 𝑟̄2 ∈ ℤ𝑚 โดยที่ 𝐴 ∪ 𝐵 = ℤ𝑚\{𝑟̄1, 𝑟̄2} และ |𝐴 ∩ 𝐵| = 1 

ถ้า 𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 แล้ว |𝐴| = |𝐵| =
𝑚−1

2
 

บทพิสูจน์  กำหนดให้ 𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 โดยทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า

|𝐴| = |𝐵| ดังนั้น   
2|𝐴| = |𝐴| + |𝐵| = |𝐴 ∪ 𝐵| + |𝐴 ∩ 𝐵| = 𝑚 − 2 + 1 = 𝑚 − 1 

นั่นคือ |𝐴| = |𝐵| =
𝑚−1

2
                                                               

ทฤษฎีบท 5  ให้ 𝐴, 𝐵 ⊆ ℤ𝑚 และ 𝑟̄1, 𝑟̄2, 𝑟̄3 ∈ ℤ𝑚 โดยที่ 𝐴 ∪ 𝐵 = ℤ𝑚\{𝑟̄1, 𝑟̄2, 𝑟̄3} และ

|𝐴 ∩ 𝐵| = 0 ถ้า 𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 แล้ว |𝐴| = |𝐵| =
𝑚−3

2
 

บทพิสูจน์  กำหนดให้ 𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 โดยทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า

|𝐴| = |𝐵| ดังนั้น   

2|𝐴| = |𝐴| + |𝐵| = |𝐴 ∪ 𝐵| + |𝐴 ∩ 𝐵| = 𝑚 − 3 + 0 = 𝑚 − 3 

นั่นคือ |𝐴| = |𝐵| =
𝑚−3

2
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ทฤษฎีบท 6  ไม่มีเซตย่อย 𝐴, 𝐵 ⊆ ℤ𝑚 โดยที่ |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 3 ทีท่ำให้ 

𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 

บทพิสูจน์  ให ้𝐴, 𝐵 ⊆ ℤ𝑚 โดยที่ |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 3 ที่ทำให้  
𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 

เนื ่องจาก 𝑚 ≥ 5 และ |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 3 ≥ 2 จะได้ (𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵) ≠ ∅  
ให้  𝑥̄ ∈ (𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵) จะได้  𝑥̄ ∈ 𝐴 ∪ 𝐵 และ 𝑥̄ ∉ 𝐴 ∩ 𝐵 จะได ้  𝑥̄ ∈ 𝐴 หร ื อ  𝑥̄ ∈ 𝐵  
โดยไม่เสียนัยทั่วไป สมมติว่า 𝑥̄ ∈ 𝐴 จะได้ 𝑥̄ ∉ 𝐵 พิจารณาสมการ 𝑎̄ ⊕ 𝑎̄ = 2𝑥 จะได้ว่า 𝑎̄ = 𝑥̄ 
ดั งนั้น 𝑎̄ ⊕ 𝑎̄ = 2𝑥 มีคำตอบเพียงชุดคำตอบเดียวและ  

(𝑥̄, 𝑥̄) ∈ {(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ + 𝑏̄ = 2𝑥} 
เพราะฉะนั้น 𝑅1(𝐴, 2𝑥) เป็นจำนวนคี่ และ 𝑅1(𝐵, 2𝑥) เป็นจำนวนคู่ ทำให้ ได้  

𝑅1(𝐴, 2𝑥) ≠ 𝑅1(𝐵, 2𝑥) 
ซึ ่งเกิดข้อขัดแย้ง ดังนั ้น ไม่มีเซต 𝐴, 𝐵 ⊆ ℤ𝑚 โดยที ่ |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 3 ที ่ทำให้ 
𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 เป็นจริง 
 
 
ผลการวิจัย 

จากการศึกษาปัญหาบนผลแบ่งก ั ้นของ ℤ𝑚 โดยที ่ฟ ังก ์ช ันต ัวแทนเท่าก ัน ในกรณี  
|(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 3 สำหรับ 𝐴, 𝐵 ⊆ ℤ𝑚 ได้ดังต่อไปนี้ 

ทฤษฎีบท 6 ไม่มีเซตย่อย 𝐴, 𝐵 ⊆ ℤ𝑚 โดยที่ |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 3 ทีท่ำให ้

𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 

ตัวอย่าง 2  ให้ 𝑚 = 11 พิจารณา ℤ11 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄, 5̄, 6̄, 7̄, 8̄, 9̄, 10} ให้  
𝐴 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄, 5̄, 6̄} และ 𝐵 = {0̄, 5̄, 6̄, 7̄, 8̄, 9̄, 10} 

เนื่องจาก 𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 𝑛̄}| จะได้ว่า 
𝑅1(𝐴, 0̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 0̄}| = |{(0̄, 0̄), (5̄, 6̄), (6̄, 5̄)}| = 3 
𝑅1(𝐴, 1̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 1̄}| = |{(0̄, 1̄), (1̄, 0̄), (6̄, 6̄)}| = 3 
𝑅1(𝐴, 2̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 2̄}| = |{(0̄, 2̄), (1̄, 1̄), (2̄, 0̄)}| = 3 
𝑅1(𝐴, 3̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 3̄}| = |(0̄, 3̄), (1̄, 2̄), (2̄, 1̄), (3̄, 0̄)| = 4 
𝑅1(𝐴, 4̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 4̄}| 

                 = |{(0̄, 4̄), (1̄, 3̄), (2̄, 2̄), (3̄, 1̄), (4̄, 0̄)}| = 5 
𝑅1(𝐴, 5̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 5̄}| 

                 = |(0̄, 5̄), (1̄, 4̄), (2̄, 3̄), (3̄, 2̄), (4̄, 1̄), (5̄, 0̄)| = 6 
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𝑅1(𝐴, 6̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 6̄}| 

                 = |{(0̄, 6̄), (1̄, 5̄), (2̄, 4̄), (3̄, 3̄), (4̄, 2̄), (5̄, 1̄), (6̄, 0̄)}| = 7 
𝑅1(𝐴, 7̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 7̄}| 

                 = |{(1̄, 6̄), (2̄, 5̄), (3̄, 4̄), (4̄, 3̄), (5̄, 2̄), (6̄, 1̄)}| = 6 
𝑅1(𝐴, 8̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 8̄}| 

                 = |{(2̄, 6̄), (3̄, 5̄), (4̄, 4̄), (5̄, 3̄), (6̄, 2̄)}| = 5 

𝑅1(𝐴, 9̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 9̄}| = |{(3̄, 6̄), (4̄, 5̄), (5̄, 4̄), (6̄, 3̄)}| = 4 
𝑅1(𝐴, 10) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 10}| = |{(4̄, 6̄), (5̄, 5̄), (6̄, 4̄)}| = 3 

และเนื่องจาก 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) = |{(𝑥̄, 𝑦̄) ∈ 𝐵 × 𝐵: 𝑥̄ ⊕ 𝑦̄ = 𝑛̄}| จะได้ว่า 
𝑅1(𝐵, 0̄) = |{(𝑥̄, 𝑦̄) ∈ 𝐵 × 𝐵: 𝑥̄ ⊕ 𝑦̄ = 0̄}| = |{(0̄, 0̄), (5̄, 6̄), (6̄, 5̄)}| = 3 
𝑅1(𝐵, 1̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐵 × 𝐵: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 1̄}| = |{(5̄, 7̄), (6̄, 6̄), (7̄, 5̄)}| = 3 
𝑅1(𝐵, 2̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐵 × 𝐵: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 2̄}| = |{(5̄, 8̄), (6̄, 7̄), (7̄, 6̄), (8̄, 5̄)}| = 4 
𝑅1(𝐵, 3̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐵 × 𝐵: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 3̄}| 

                  = |(5̄, 9̄), (6̄, 8̄), (7̄, 7̄), (8̄, 6̄), (9̄, 5̄)| = 5 

𝑅1(𝐵, 4̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐵 × 𝐵: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 4̄}| 

                 = |{(5̄, 10), (6̄, 9̄), (7̄, 8̄), (8̄, 7̄), (9̄, 6̄), (10, 5̄)}| = 6 
𝑅1(𝐵, 5̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐵 × 𝐵: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 5̄}| 

                  = |(0̄, 5̄), (5̄, 0̄), (6̄, 10), (7̄, 9̄), (8̄, 8̄), (9̄, 7̄), (10, 6̄)| = 7 
𝑅1(𝐵, 6̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐵 × 𝐵: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 6̄}| 

                 = |{(0̄, 6̄), (6̄, 0̄), (8̄, 9̄), (9̄, 8̄), (7̄, 10), (10, 7̄)}| = 6 
𝑅1(𝐵, 7̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐵 × 𝐵: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 7̄}| 

                 = |{(0̄, 7̄), (7̄, 0̄), (9̄, 9̄), (8̄, 10), (10, 8̄)}| = 5 

𝑅1(𝐵, 8̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐵 × 𝐵: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 8̄}| 

                 = |{(0̄, 8̄), (8̄, 0̄), (9̄, 10), (10, 9̄)}| = 4 
𝑅1(𝐵, 9̄) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐵 × 𝐵: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 9̄}| = |{(0̄, 9̄), (9̄, 0̄), (10, 10)}| = 3 
𝑅1(𝐵, 10) = |{(𝑎̄, 𝑏̄) ∈ 𝐵 × 𝐵: 𝑎̄ ⊕ 𝑏̄ = 10}| = |{(5̄, 5̄), (0̄, 10), (10, 0̄)}| = 3 

จากตัวอย่างจะเห็นว่าจำนวนชุดคำตอบของ 𝑅1(𝐴, 𝑛̄) ไม่เท่ากับจำนวนชุดคำตอบ 𝑅1(𝐵, 𝑛̄)  
ซึ ่งเป็นไปตามทฤษฎีบทคือ ไม่ม ีเซตย่อย 𝐴, 𝐵 ⊆ ℤ𝑚 โดยที ่ |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 3  
ซึ่งทำให้ได้ว่า 𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 นั่นเอง 

 

อภิปรายผลการวิจัย 
งานวิจัยที ่ศ ึกษาเกี ่ยวกับการเปรียบเทียบของปัญหาของอันดราส ซาโคซี ใน ℤ𝑚 นั้น 

จะมีผลการศึกษาที่มีความสอดคล้องและเป็นไปตามแนวคิดของ Yang และ Chen [4] ในปี ค.ศ. 2012  
ที่ศึกษาการเปรียบเทียบของปัญหาของอันดราส ซาโคซี ใน ℤ𝑚 ซึ่งพวกเขาได้กำหนดโครงสร้างของเซต 
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𝐴, 𝐵 ⊆ ℤ𝑚 โ ดยที่  |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 ท ี ่ ท ำ ให้  𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหร ับทุก 
 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 ก็ต่อเมื่อ 𝑚 เป็นจำนวนคู่ และ |𝐴| = 𝑚/2 เมื่อ 𝐵 = ℤ𝑚/𝐴 ในปี ค.ศ. 2017 Yang และ 
Tang [5] ซึ่งได้ศึกษาในกรณีที่ 𝑚 เป็นจำนวนคี่ โดยที่ 𝑚 ≥ 3 จะได้ว่า ไม่มีเซต 𝐴, 𝐵 ⊆ ℤ𝑚 โดยที่ 
|(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 1 ที ่ทำให้ 𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 และในปี  
ค.ศ. 2020 Chen และ Yan [6] ได้ศึกษาปัญหาผลแบ่งกั ้นของ ℤ𝑚 โดยที ่ฟังก์ชันตัวแทนเท่ากัน  
ในกรณี |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 2 สามารถหาสองเซตย่อย 𝐴 และ 𝐵 ของ ℤ𝑚 ที ่ทำให้ 
𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 ได้ และจากผลการวิจัย ผู ้ว ิจัยได้ศึกษาปัญหาของ
อันดราส ซาโคซี ใน ℤ𝑚 โดยที ่ฟังก์ชันตัวแทนเท่ากัน ในกรณี |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 3  
ว่าไม่มีเซตย่อย 𝐴 และ 𝐵 ของ ℤ𝑚 ที่ทำให้ 𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 ซึ่งผู้วิจัย
คาดว่า ถ้า |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 𝑘 เมื่อ 𝑘 เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ แล้วจะสามารถเกิด
ผลลัพธ์ที่เป็นไปได้เพียง 2 กรณีเท่านั้น คือ  

1. ถ้า 𝑚 − 𝑘 และ 𝑚 เป ็นจำนวนคู ่  แล ้วสามารถหาเซตย่อย 𝐴 และ 𝐵 ของ ℤ𝑚  
ที่ทำให ้𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 

2. ถ้า 𝑚 − 𝑘 และ 𝑚 เป็นจำนวนคี ่ แล้วไม่สามารถหาเซตย่อย 𝐴 และ 𝐵 ของ ℤ𝑚  
ที่ทำให ้𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 

 
สรุปผลการวิจัย  

การศึกษาปัญหาบนผลแบ่งกั้นของ ℤ𝑚 โดยที่ฟังก์ชันตัวแทนเท่ากัน พบว่าปัญหาผลแบ่งกั้น
ของ ℤ𝑚 โดยท ี ่ฟ ั งก ์ช ันต ั วแทนเท ่ าก ัน ในกรณี  |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 3 ซ ึ ่ งทำให้  
𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 สามารถพิจารณาได้เฉพาะกรณีที ่𝑚 เป็นจำนวนคี่ และ 
𝑚 ≥ 3 และแบ่งการพิจารณาได้ทั้งหมด 4 กรณีดังนี้ 

1. 𝐴 ∪ 𝐵 = ℤ𝑚 และ |𝐴 ∩ 𝐵| = 3 

2. 𝐴 ∪ 𝐵 = ℤ𝑚\{𝑟̄1} โดยที ่𝑟̄1 ∈ ℤ𝑚 และ |𝐴 ∩ 𝐵| = 2 

3. 𝐴 ∪ 𝐵 = ℤ𝑚\{𝑟̄1, 𝑟̄2} โดยที ่𝑟̄1, 𝑟̄2 ∈ ℤ𝑚 และ |𝐴 ∩ 𝐵| = 1 

4. 𝐴 ∪ 𝐵 = ℤ𝑚\{𝑟̄1, 𝑟̄2, 𝑟̄3} โดยที ่𝑟̄1, 𝑟̄2, 𝑟̄3 ∈ ℤ𝑚 และ |𝐴 ∩ 𝐵| = 0 

ในการศึกษาทั ้ง 4 กรณี มีผลการศึกษาไปในแนวทางเดียวกันโดยจำนวนสมาชิกของ 𝐴 และ 𝐵  

มีจำนวนเท่ากัน คือ 𝑚+3
2

, 𝑚+1
2

, 𝑚−1
2

 และ 𝑚−3
2

 ตามลำดับ ซึ่งสามารถพิสูจน์ได้ว่า ไม่มีเซตย่อย 𝐴 

และ 𝐵 ของ ℤ𝑚 โดยที่ |(𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)| = 𝑚 − 3 ที่ทำให้ 𝑅1(𝐴, 𝑛̄) = 𝑅1(𝐵, 𝑛̄) สำหรับ

ทุก 𝑛̄ ∈ ℤ𝑚 
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