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        บทคัดย่อ - บทความวิจัยนี้ ได้พัฒนาตัวกรองแบบเรียบเอกซ์
โพเนนเชียลชนิดมเีงือ่นไขและไม่มเีงือ่นไข ก าจดัสัญญาณรบกวนสี
ขาวที่ได้ประสานรวมเข้ากับสัญญาณซายน์ของระบบไฟฟ้าและ
สัญญาณแรงดันขาออกของไดชาร์จภายในรถยนต์ ตัวกรองที่
น าเสนอทั้งสองชนิดนีเ้ป็นหนึ่งชนิดของตวักรองแบบเชิงเส้นไม่
วนซ ้า เมื่อป้อนล าดับข้อมูลขาเข้าต่อตัวกรองทั้งสองนี ้จะผลิต
ล าดบัข้อมูลทีเ่รียบออกมาให้โดยปราศจากสัญญาณรบกวน จาก
ผลการทดลองในกรณีอตัราส่วนก าลังของสัญญาณต่อก าลังของ
สัญญาณรบกวนมีค่าเท่ากับ 2 เดซิเบลโดยใช้สัญญาณซายน์ที่มี
ความถี่ 50 เฮิรตซ์ และสัญญาณแรงดันของไดชาร์จที่มีความถี่
ตั้งแต่ 50 เฮิรตซ์ถึง 300 เฮิรตซ์ พบว่า ตัวกรองแบบเรียบเอกซ์
โพเนนเชียลชนิดไม่มเีงือ่นไขและมเีงือ่นไขให้ประสิทธิภาพของ
การลดสัญญาณรบกวนได้ดีกว่าตัวกรองที่น ามาเปรียบเทียบทั้ง
สองชนิดคือตัวกรองมัธยฐานและตัวกรองค่าเฉลี่ยเคลื่อนที่ 
นอกจากนี ้ตวักรองแบบเรียบเอกซ์โพเนนเชียลชนิดไม่มเีงือ่นไข
ให้ประสิทธิภาพสูงกว่าตวักรองแบบเรียบเอกซ์โพเนนเชียลชนิด
มีเงื่อนไขต่อการลดสัญญาณรบกวนในสัญญาณซายน์และให้
ประสิทธิภาพเท่ากับตัวกรองแบบเรียบเอกซ์โพเนนเชียลชนิดมี
เงือ่นไขต่อในสัญญาณแรงดนัของไดชาร์จ  

        ค ำส ำคญั - ตวักรองดจิทิลัแบบเรียบชนิดเอกซ์โพเนนเชียล 
การลดสัญญาณรบกวน 
 

        Abstract -  In this paper, unconstrained and constrained 
exponential smoothing filters are developed to remove 
Gaussian noise either from sinusoidal signals of the electrical 

power system or from output voltage signals of the automobile 

dycharge. The two proposed filters being a kind of linear non-
recursive filters are used to generate the elements of the 
smoothed response data for a given input data sequence. 
From the experimental results in case of signal-to-noise ratio 2 
dB, the unconstrained exponential smoothing filter to both the 
given noise-corrupted sinusoidal signal with its frequency 
of 50 Hz and the given noise-corrupted output voltage 
discharge signal with its frequency varying from 50 Hz to 300 Hz 
has offered good efficiency of the noise reduction when 
compared with the two following filters: the median 
smoothing filter and the moving average smoothing filter. 
In addition, the unconstrained exponential smoothing filter has 
better efficiency than the constrained exponential smoothing 
filter to the given noise-corrupted sinusoidal signal, and has 
same efficiency as that to the given noise-corrupted output 
voltage discharge signal. 
        Keywords: Exponential Smoothing Filter, Noise 
Reduction 

 
1. บทน า 

       บริษทั พีอี เทคนิค จ ากดัซ่ึงตั้งอยูอ่  าเภอเมืองพิษณุโลก ผลิต
ช้ินส่วนและอุปกรณ์ไฟฟ้าภายในรถยนต ์และไดมี้ความตอ้งการ
ลดสัญญาณรบกวนซ่ึงได้ประสานรวมเขา้กับสัญญาณแรงดัน
ของระบบการตรวจสอบคุณภาพไดชาร์จเพื่อลดความผิดพลาด
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ของรูปแบบสัญญาณแรงดนัท่ีป้อนให้กบัแบตเตอร่ีระหวา่งการ
ทดสอบคุณภาพไดชาร์จก่อนส่งมอบใหก้บัลูกคา้ ท าใหพ้นกังาน
ท่ีดูรูปแบบสัญญาณแรงดันท่ีใช้ทดสอบคุณภาพไดชาร์จบน
จอคอมพิวเตอร์บนัทึกขอ้มูลผิดพลาด อาจมีผลต่อความเช่ือมัน่
ของลูกค้าท่ีมีต่อผลิตภัณฑ์ของบริษัทฯ ได้ในอนาคต เม่ือ
คณะผู ้วิ จั ย รั บทร าบ ปัญหาโจทย์ดั ง ก ล่ าวข้า ง ต้น จ าก
ผูป้ระกอบการ จึงไดน้ าเสนอแนวทางแก้ไขด้วยการออกแบบ
และพัฒนาตัวกรองแบบเรียบเอกซ์โพเนนเชียลในการลด
สัญญาณรบกวนท่ีเกิดข้ึนในสัญญาณท่ีใช้ทดสอบคุณภาพได
ชาร์จท่ีแสดงผลไวบ้นจอคอมพิวเตอร์พร้อมกบัเปรียบเทียบผลท่ี
ไดรั้บกบัตวักรองมธัยฐาน และตวักรองค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ี [1]  
       แนวทางการด าเนินงานวิจยั เร่ิมตน้งานวิจยัดว้ยการคน้ควา้
หาตวักรองแบบเรียบท่ีเก่ียวขอ้งซ่ึงใชส้ าหรับการลดสัญญาณ
รบกวนในสัญญาณซายน์ของระบบไฟฟ้าและแรงดันของได
ชาร์จพร้อมทั้ งออกแบบ พัฒนา  ทดสอบและวิ เ คราะ ห์
ประสิทธิภาพตวักรองเหล่าน้ี 

2. การวเิคราะห์ตวักรองแบบเรียบ 
       ในปัจจุบนัน้ี การประยกุตข์องตวักรองแบบเรียบมีมากมาย
แต่ในบทความวิจยัน้ีจะกล่าวถึงการใชต้วักรองแบบเรียบเอกซ์
โพเนนเชียลท่ีไดพ้ฒันาข้ึนโดยเปรียบเทียบกบัการใชต้วักรอง
แบบเรียบมธัยฐาน [1] และตวักรองแบบเรียบค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ี
ได ้ [1] ในการลดสัญญาณรบกวนซ่ึงได้ประสานรวมเขา้กับ
สัญญาณแรงดันถูกสุ่มด้วยจ านวน N ตวัอย่างข้อมูลภายใน
ช่วงเวลา Ts วินาทีต่อข้อมูล ท าให้เกิดล าดับข้อมูลขาเข้า 
{ [0], [1], [2], , [ 1]}x x x x N   ซ่ึ ง มี ข้ อ มู ล ข า เ ข้ า  [ ]x n  
ประกอบดว้ยผลรวมของขอ้มูลกบัขอ้มูลรบกวน ดงัน้ี 
 

[ ] [ ] [ ]x n s n w n                                       (1) 
 
โดยท่ี [ ]s n  คือล าดบัขอ้มูลถูกสุ่มมาจากสัญญาณแรงดนัท่ีไม่มี
สัญญาณรบกวนเจือปนและมีค่าความแปรปรวนเท่ากับ 2

s  
ส่วน [ ]w n  คือล าดบัขอ้มูลรบกวนถูกสุ่มมาจากสญัญาณรบกวน
สีขาว [3] ท่ีมีค่าเฉล่ียเท่ากบั 0 และมีค่าความแปรปรวน 2

w  ใน
งานวิจัยน้ี มีการวัดปริมาณก าลังของสัญญาณรบกวนท่ีได้
ประสานรวมเข้ากับสัญญาณแรงดันในรูปแบบอัตราส่วน

ระหวา่งก าลงัสัญญาณแรงดนัต่อก าลงัสัญญาณรบกวน (Signal-
to-Noise Ratio) [4] ซ่ึงนิยามวา่ 
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จะเห็นได้ว่าถ้า SNR  ในหน่วยเดซิเบลมีค่าลดลงแล้วก าลัง
สัญญาณรบกวนท่ีไดป้ระสานรวมเขา้กับสัญญาณแรงดนัจะมี
ปริมาณเพ่ิมข้ึน ในทางตรงกนัขา้มหาก SNR  มีค่าเขา้สู่อนนัตมี์
ความหมายวา่สญัญาณแรงดนัไม่ไดป้ระสานรวมเขา้กบัสัญญาณ
รบกวน  
 
2.1 ตัวกรองแบบเรียบชนิดมธัยฐาน 
       โดยทั่วไป เพ่ือความสะดวกและรวดเร็วส าหรับการลด
สัญญาณรบกวนแบบอิมพลัส์ท่ีไดป้ระสานรวมเขา้กบัสัญญาณ
แรงดนั มีการประมาณค่าขอ้มูลสัญญาณแรงดนั [ ]s n  จากการ
ป้อนล าดบัขอ้มูลขาเขา้ [ ]x n  ในสมการ (1) ผ่านตวักรองแบบ
เรียบชนิดมธัยฐาน ท าใหเ้กิดผลตอบลพัธ์ล าดบัขอ้มูลขาออก [1] 
จะไดว้า่ 

 
[̂ ] [ 1], [ 2], , [ ]s n median x n x n x n q              (3) 

 
โดยท่ี median   คือสัญญากรมธัยฐานท่ีให้ค่าของขอ้มูลท่ีอยู่
ตรงก่ึงกลางกลุ่ม q  ข้อมูล { [ 1], [ 2], , [ ]}x n x n x n q    
เม่ือขอ้มูลเรียงไวต้ามล าดับ และ [̂ ]s n  คือข้อมูลประมาณค่า
สญัญาณแรงดนัส าหรับค่าดชันี n  ตั้งแต่ q  ถึง 1N   
 
2.2 ตัวกรองแบบเรียบชนิดค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ี 
       ถา้น าล าดบัขอ้มูลขาเขา้ [ ]x n  ในสมการ (1) ป้อนเขา้ตวั
กรองแบบเรียบชนิดค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ี [1] จะไดรั้บการประมาณ
ค่าล าดบัขอ้มูลสญัญาณแรงดนัซ่ึงมีค่าของขอ้มูลเท่ากบั 

 
 [̂ ] [ 1] [ 2] [ ] /s n x n x n x n q q                 (4) 

 
จะเห็นว่า [̂ ]s n  เป็นข้อมูลประมาณค่าสัญญาณแรงดันซ่ึงได้
รั บ ม า จ า ก ก า ร ห า ค่ า เ ฉ ล่ี ย เ ล ข ค ณิ ต ข อ ง  q  ข้ อ มู ล 
{ [ 1], , [ ]}x n x n q   ส าหรับค่าดชันี n  ตั้งแต ่ q  ถึง 1N   
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       ตามการศึกษาคุณสมบัติของตัวกรองแบบเรียบชนิด             
มธัยฐานและตวักรองแบบเรียบชนิดค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ี [1] และ
งานวิจยัท่ีเก่ียวขอ้งกบัการลดสัญญาณรบกวน [5, 10 - 14] จะ
พบว่าตัวกรองแบบเรียบชนิดมัธยฐานสามารถลดสัญญาณ
รบกวนอิมพลัส์ไดดี้ในลกัษณะขอ้มูลท่ีมีการเปล่ียนแปลงแบบ
ฉับพลัน ณ เวลาหน่ึงๆ เท่านั้ น แต่ไม่สามารถลดสัญญาณ
รบกวนท่ีเจือปนเขา้กบัขอ้มูลท่ีมีลกัษณะค่อยๆเปล่ียนแปลงหรือ
เปล่ียนแปลงแบบรวดเร็ว ในขณะท่ีตัวกรองแบบเรียบชนิด
ค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ีสามารถลดสัญญาณรบกวนท่ีได้ประสาน
รวมเขา้กบัขอ้มูลท่ีมีลกัษณะค่อยๆ เปล่ียนแปลงไดดี้แต่มกัก าจดั
ขอ้มูลท่ีมีลกัษณะการเปล่ียนแปลงแบบรวดเร็ว นอกจากน้ีตวั
กรองแบบค่าเฉล่ียยงัให้ความล่าช้าของขอ้มูลออกมาดว้ย จาก
ปัญหาการลดสัญญาณรบกวนของตวักรองทั้งสองท่ีไดก้ล่าวมา 
จึงไดน้ าเสนอและพฒันาตวักรองแบบเรียบชนิดเอกซ์โพเนน
เชียลชนิดไม่มีเง่ือนไขและพฒันาตวักรองแบบเรียบชนิดเอกซ์
โพเนนเชียลชนิดมีเ ง่ือนไข ซ่ึงค าว่า “ไม่มีเ ง่ือนไขและมี
เง่ือนไข” ท่ีใช้ในท่ีน้ีจะกล่าวถึงในหัวขอ้ย่อยต่อไปเพ่ือลด
สัญญาณรบกวนท่ีได้ประสานรวมเข้ากับข้อมูลของสัญญาณ
แรงดนั 
 
2.3 ตัวกรองแบบเรียบชนิดเอกซ์โพเนนเชียล 
       พิจารณาตัวกรองแบบเ รียบชนิดค่าเฉล่ียเค ล่ือนท่ีใน
ความสัมพันธ์ (3) จะเห็นได้ว่าตัวกรองชนิดน้ีมีจ านวน
สัมประสิทธ์ิของตวักรองเท่ากบั q  พร้อมทั้งมีค่าสัมประสิทธ์ิ
เท่ากับ 1/ q  ทุกตวั และมีผลรวมของค่าสัมประสิทธ์ิทั้ งหมด
เท่ากับ 1 จากแนวคิดท่ีไดก้ล่าวมาน้ี เม่ือแทนค่าสัมประสิทธ์ิ 
1/ q  ด้วยค่าพารามิเตอร์ของสัมประสิทธ์ิใดๆ ท าให้การ
ประมาณค่าขอ้มูลสัญญาณแรงดนัท่ีได้รับเป็นผลรวมเชิงเส้น
ของล าดบัขอ้มูลขาเขา้ จะไดว้า่ 

 

1 2[̂ ] [ 1] [ 2] [ ]qs n b x n b x n b x n q                  (5) 
 

เม่ือมีการประมาณค่าขอ้มูลสัญญาณแรงดนัเท่ากบัขอ้มูลขาเขา้ 
นัน่คือแทนค่าของขอ้มูล [̂ ]s n  ดว้ยค่าของขอ้มูลขาเขา้ [ ]x n  จะ
ไดว้า่  
 

1 2[ ] [ 1] [ 2] [ ] 0qx n b x n b x n b x n q                    (6) 
 
จากเอกสารอา้งอิง [7] จะพบวา่ สมการ (6) เป็นความสัมพนัธ์
เชิงเส้นแบบเน้ือเดียวและให้ผลตอบลพัธ์ของความสัมพนัธ์น้ี
เป็นล าดบัขอ้มูลเอกซ์โพเนนเชียลซ่ึงเรียกตวักรองชนิดน้ีวา่ “ตัว
กรองแบบเรียบชนิดเอกซ์โพเนนเชียล” ในบทความวิจัยน้ี จะ
น าเสนอ 2 วธีิส าหรับการเลือกค่าของสัมประสิทธ์ิตวักรองแบบ
เรียบชนิดเอกซ์โพเนนเชียลตามความสมัพนัธ์ (5)  
       ในวธีิท่ีหน่ึงส าหรับการเลือกค่าของสมัประสิทธ์ิตวักรองใน
ความสัมพนัธ์ (5) เร่ิมดว้ยการหาค่าสัมประสิทธ์ิ kb  อยู่ในเซต
ของเลขจ านวนจริง R  และผลรวมของค่าสัมประสิทธ์ิ kb  
ทั้งหมดเท่ากบั 1 เพื่อผลรวมก าลงัสองความผิดพลาดระหว่าง
ล าดบัขอ้มูลขาเขา้ { [ ]}x n  กบัล าดบัขอ้มูล ˆ{ [ ]}s n  ท่ีไดรั้บจาก
การประมาณค่าข้อมูลสัญญาณแรงดันส าหรับทุกค่าดัชนี n  
ตั้งแต่ q  ถึง 1N   ซ่ึงเขียนในรูปแบบฟังก์ชนัวตัถุประสงค ์ g  
คือ 
 

2
1

1 2

1

( , , , ) [ ] [ ]

qN

q k

n q k

g b b b x n b x n k



 

 
   
 
 

             (7) 

 
มีค่าต ่าท่ีสุด น าไปสู่ปัญหาโจทย์การหาค่าท่ีเหมาะสมแบบมี
เง่ือนไข 

   1

1 2 1 2
1 0

min ( , , , ) ( , , , )
q

k kk

o o o
q q

b R b

g b b b g b b b


   




       (8) 

 
จะเห็นไดว้า่ จะใชค้วามสัมพนัธ์ (8) หาค่าสัมประสิทธ์ิของตวั
กรอง 1 2, , ,o o o

qb b b  ไดรั้บเลือกจากวิธีท่ีหน่ึง ในการหาค าตอบ
ของปัญหาโจทยใ์นสมการ (8) เร่ิมดว้ยน าค่าขอ้มูล [ ]x n  และ 

[̂ ]s n  ส าหรับทุกค่าดชันี n  ตั้งแต่ q  ถึง 1N   แทนลงฟังก์ชนั
วตัถุประสงค์ g  ในสมการ (7) พร้อมทั้งเขียนปัญหาโจทยใ์น 
(8) ใหม่ในรูปแบบเมตริกซ์ไดว้า่ 

1
min ( , ) ( , )

q

o o

b R

R

f b f b



 




                        (9) 
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เม่ือ ( , )f b   เป็นฟังกช์นัเสริมซ่ึงนิยามวา่ 
     1( , ) 2 1 [1]

T

qf b x Ab x Ab b                (10) 
 
โดยท่ี x , b  และ o

b  เป็นเวกเตอร์ขอ้มูล เวกเตอร์พารามิเตอร์
ของสัมประสิทธ์ิของตวักรอง และเวกเตอร์ซ่ึงมีสมาชิกเป็นค่า
สัมประสิทธ์ิของตวักรองท่ีไดรั้บเลือกจากวิธีท่ีหน่ึงตามล าดับ 
ซ่ึงมีนิยามวา่ 

 

( ) 1

[ ]

[ 1]

[ 1]
N q

x q

x q
x

x N
 

 
 


 
 
 

  

, 
1

2

1q q

b

b
b

b


 
 
 
 
 
  

 และ 
1

2

0

1

o

o

o

q q

b

b
b

b


 
 
 
 
 
  

          (11)  

 
ตามล าดบั และ A  เป็นเมตริกซ์ขอ้มูล ซ่ึงนิยามวา่ 
 

( )

[ 1] [ 2] [0]

[ ] [ 1] [1]

[ 2] [ 3] [ 1]
N q q

x q x q x

x q x q x
A

x N x N x N q
 

  
 


 
 
 

     

        (12) 

 
ส่วน 1[1] q  คือเวกเตอร์แนวราบขนาด 1 q  ท่ีมีค่าสมาชิกเท่ากบั
หน่ึง ในขณะท่ี   และ o  คือตัวคูณลากรองจ์ (Lagrange 
multipliers) ของฟังก์ชันช่วยในสมการ (10) และตวัคูณลาก
รองจท่ี์เหมาะสมมาจากค าตอบของปัญหาโจทย ์(9)  
       เน่ืองจาก ( , )f b   ในความสัมพนัธ์ (10) เป็นฟังก์ชนัคอน
เวค (Convex function) และเป็นฟังก์ชนัต่อเน่ือง [6] ดงันั้นค่า
ต ่าสุดของฟังก์ชัน ( , )f b   จะเท่ากับค่าต ่าสุดเฉพาะแห่งของ
ฟังก์ชัน ( , )f b   ด้วย ในการหาค่าต ่าสุดของฟังก์ชัน ( , )f b   
เพ่ือความสะดวกจึงตอ้งหาค่าของเวกเตอร์วิกฤต o

b  และตวัคูณ
ลากรองจ์ o  ท่ีท าให้ค่าของเวกเตอร์เกรเดียน ( , ) 0b f b    

และอนุพนัธ์ของฟังกช์นั ( , )
0

f b 







 จะได ้

 
   

1
1

oT T o

q
A A b A x 


                           (13) 

และ 
 

1
1 1

o

q
b


                                    (14) 

 

จะเห็นไดว้า่  TA A  เป็นเมตริกซ์จตัุรัสมิติ q q  ท่ีมีคุณสมบติั
สมมาตร ถ้าเมตริกซ์จัตุ รัส  TA A  ซ่ึงมิใช่เอกฐานแล้วจะ
สามารถหาอินเวอร์สการคูณเมตริกซ์ไดเ้สมอ แต่หากเมตริกซ์
จตัุรัส  TA A  มีคุณสมบติัเอกฐาน สามารถหาอินเวอร์สการคูณ
เมตริกซ์ได้มาจากการประมาณค่าเมตริกซ์ A  ในรูปแบบของ
เอสวดีี (Singular value decomposition) [7] เม่ือน าอินเวอร์สการ
คูณเมตริกซ์ของ  TA A  คูณเขา้ทางด้านหน้าของสมการ (13) 
ต่อมาน าเมตริกซ์   

1
1

q
 พร้อมทั้งใช้เง่ือนไขใน (14) จะได้ตวั

คูณลากรองจ์ท่ีเหมาะสมตามความสัมพนัธ์ (15) และเวกเตอร์
สมัประสิทธ์ิท่ีเหมาะสมตามความสมัพนัธ์ (16) 

 
   

     

1

1

1

1 1

1 1

1 1

T T

qo

T

q q

A A A x

A A








 


                           (15) 

และ 
    

1

1
1

o T T o

q
b A A A x 




                         (16) 

 
ดงันั้น เม่ือแทนค่าสเกลาร์ตวัคูณลากรองจ์ท่ีเหมาะสมใน (15) 
ลงในความสัมพนัธ์ (16) ท าให้ไดเ้วกเตอร์สัมประสิทธ์ิของตวั
กรองแบบเรียบชนิดเอกซ์โพเนนเชียลท่ีเหมาะสมส าหรับวิธีท่ี
หน่ึงซ่ึงเรียกว่า“ตัวกรองแบบเรียบเอกซ์โพเนนเชียลชนิดมี
เง่ือนไข (Constrained exponential smoothing filter)” 
       ส่วนวิธีท่ีสองส าหรับการเลือกค่าของสัมประสิทธ์ิตวักรอง
ในความสัมพันธ์ (5) เ ร่ิมด้วยการหาค่ าสัมประสิท ธ์ิ 

1 2, , , qb b b  เพ่ือท่ีท าใหฟั้งกช์นัวตัถุประสงค ์ g  ในสมการ (7) 
มีค่าต ่าท่ีสุดโดยไม่มีเง่ือนไขผลรวมของค่าสัมประสิทธ์ิทั้งหมด
เท่ากบัหน่ึง น าไปสู่ปัญหาโจทยก์ารหาค่าท่ีเหมาะสมแบบไม่มี
เง่ือนไข ดงัน้ี 
 

1
min ( ) ( )

q

o

b R
h b h b


                         (17) 

 
เม่ือ ( )h b  เป็นฟังกช์นัคอนเวคและฟังกช์นัต่อเน่ือง ซ่ึงมีนิยามวา่ 

 
   ( )

T
h b x Ab x Ab                         (18) 
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โดยท่ี x  และ b  คือเวกเตอร์ขอ้มูล และเวกเตอร์พารามิเตอร์
ของสัมประสิทธ์ิของตัวกรองท่ีมีนิยามตาม (11) ตามล าดับ 
ในขณะท่ี A  คือเมตริกซ์ขอ้มูลท่ีมีนิยามตาม (12) เช่นกัน ใน
การหาค่าต ่าสุดของฟังก์ชนั ( )h b  เพื่อความสะดวกจึงตอ้งหาค่า
ของเวกเตอร์วิกฤต o

b  ท่ีท าให้ค่ าของเวกเตอร์เกรเดียน 
( ) 0bh b   ก่อน จะได้เวกเตอร์วิกฤต o

b  เป็นค าตอบของ
สมการปกติ (Normal equations) [8] 

 
  oT TA A b A x                                (19) 

 
ในท านองเดียวกนั ถา้เมตริกซ์จตัุรัส  TA A  ซ่ึงมีมิติ q q  และ
มิใช่เอกฐานแลว้น าอินเวอร์สการคูณของเมตริกซ์  TA A  เขา้
ดา้นหน้าทั้งสองขา้งของสมการ (19) จะไดค้  าตอบท่ีเหมาะสม
ของเวกเตอร์วกิฤต o

b  ดงัน้ี 
 

   
1o T Tb A A A x


                                (20) 
 
แต่ถ้าเมตริกซ์จัตุรัส  TA A  ซ่ึงมีเอกฐานแล้วแทนเมตริกซ์ 

 
1

T TA A A
  ด้วย  pinv A  ซ่ึงเป็นอินเวอร์สเทียมการคูณของ

เมตริกซ์ A  ท าให้ไดค้  าตอบท่ีเหมาะสมของเวกเตอร์วิกฤต o
b  

ดงัน้ี 
 

 o
b pinv A x                                 (21) 

 
ดงันั้น ความสัมพนัธ์ (20) และ (21) เป็นค าตอบของเวกเตอร์
สัมประสิทธ์ิของตัวกรองแบบเรียบชนิดเอกซ์โพเนนเชียลท่ี
เหมาะสมส าหรับวิธีท่ีสองซ่ึงเรียกตวักรองน้ีวา่ “ตัวกรองแบบ
เรียบเอกซ์โพเนนเชียลชนิดไม่มีเง่ือนไข (Unconstrained 
exponential smoothing filter)” 
 

3. ตวัช้ีวดัประสิทธิภาพของตวักรองแบบเรียบ 
       ในบทความวิจัยน้ี ได้มีการทดสอบประสิทธิภาพของตัว
กรองแบบเรียบท่ีไดพ้ฒันาข้ึนเปรียบเทียบกบัตวักรองแบบเรียบ
ชนิดมธัยฐานและตวักรองแบบเรียบชนิดค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ีใน
รูปแบบอตัราส่วนผลรวมก าลงัสองค่าความผิดพลาดระหว่าง

ขอ้มูลสัญญาณแรงดนั [ ]s n  กบัขอ้มูล [̂ ]s n  ท่ีไดรั้บมาจากการ
ประมาณค่าข้อมูลสัญญาณแรงดันของตวักรองแบบเรียบทุก
ชนิดกบัผลรวมก าลงัสองค่าขอ้มูล [ ]s n  ส าหรับทุกค่า n  ตั้งแต่ 
0  ถึง 1N   ซ่ึงตัวช้ีวดัในการหาประสิทธิภาพของตัวกรอง
แบบเรียบน้ีเรียกวา่ “โร (rho)” คือ 

 
 

 

1 2

0

1 2

0

ˆ[ ] [ ]
100

[ ]

N

n

N

n

s n s n

s n











 



                          (22) 

 
ถา้ตวัช้ีวดั   ในหน่วย % มีค่าลดลงแลว้ค่าความผิดพลาดใน
การประมาณค่าขอ้มูลสญัญาณแรงดนัลดลง หากตวัช้ีวดั   มีค่า
ลดลงจนเขา้สู่ศูนย ์จะไม่มีความผิดพลาดในการประมาณค่า
ขอ้มูลสัญญาณแรงดนั แต่ในทางตรงกนัขา้มถา้ตวัช้ีวดั   มีค่า
เพ่ิมข้ึนแลว้ค่าความผิดพลาดในการประมาณค่าขอ้มูลสัญญาณ
แรงดนัจะเพ่ิมข้ึน 
 

4. ผลการทดลอง 
       ในการทดสอบการเปรียบเทียบตวักรองแบบเรียบซ่ึงใชล้ด
สัญญาณรบกวนสีขาวท่ีไดป้ระสานรวมเขา้กบัสัญญาณแรงดนั
ของทั้งระบบไฟฟ้าและระบบไดชาร์จดว้ยค่าของ 2SNR   dB 
นั้ น ด าเนินการสุ่มสัญญาณแรงดันด้วยอัตราการสุ่มตัวอย่าง 
3,000 ข้อมูลต่อวินาที จะได้ล าดับข้อมูลขาเข้าจ านวน 1,024 
ข้อมูลเพื่อใช้ส าหรับป้อนเข้าตัวกรองแบบเรียบชนิดเอกซ์
โพเนนเชียลท่ีไดพ้ฒันาข้ึนทั้ง 2 วิธีพร้อมกบัตวักรองแบบเรียบ
มธัยฐานและตวักรองแบบเรียบค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ีดว้ยค่าความยาว
ของตวักรอง q  ตั้งแต่ 1 ถึง 80    
       ในระบบไฟฟ้า จะทดสอบตวักรองแบบเรียบทั้ง 4 ชนิดโดย
ใชล้ าดบัขอ้มูลขาเขา้ท่ีไดรั้บมาจากการสุ่มสัญญาณซายน์ซ่ึงมีค่า
ขนาดสูงสุดเท่ากบั 220 2  โวลตแ์ละมีความถ่ีท่ีใชท้ดสอบ 50 
เฮิรตซ์ เม่ือป้อนชุดของล าดบัขอ้มูลซายน์ทดสอบน้ีผ่านเขา้กบั
ตวักรองแบบเรียบท่ีใช้ทดสอบทั้ ง 4 ชนิด จะได้ผลการลด
สญัญาณรบกวนแต่ละตวักรองท่ีมีขนาดความยาว q  ตั้งแต่ 1 ถึง 
80 ในรูปแบบตวัช้ีวดั   ดงัรูป 1 (ก) และค่าของ SNR  ดงัรูป 1 
(ข)   
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รูป 1 เปรียบเทียบประสิทธิภาพการลดสัญญาณรบกวนของตวั
กรองแบบเรียบทั้งส่ีชนิด คือ มธัยฐาน ( ) ค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ี ( ) 
เอกซ์โพเนนเชียลแบบมีเง่ือนไข ( ) และเอกซ์โพเนนเชียลแบบ
ไม่มีเง่ือนไข (*) ต่อสัญญาณแรงดนัซายน์ท่ีมีความถ่ี 50 เฮิรตซ์ 
ในรูปแบบ (ก) ค่าของตวัช้ีวดั   หน่วย % และ (ข) ค่าของตวัชี
วดั SNR  หน่วยเดซิเบลกบัค่าความยาว q  ของตวักรอง 
       จากผลการทดลองการลดสญัญาณรบกวนในสัญญาณซายน์
ท่ีความถ่ี 50 เฮิรตซ์ดว้ยค่าของ 63.1%   และ 2SNR   dB ดงั
รูป 1 กบัรูป 2 จะเห็นไดว้่าเม่ือเพ่ิมความยาวของตวักรอง q  
ตั้ งแต่ 1 ถึง 80 แลว้ตัวช้ีวดั   ของตวักรองแบบเรียบเอกซ์
โพเนนเชียลทั้งสองชนิดมีค่าลดลงและต ่ากวา่ 63.1% (เส้นประ
ในรูป 1)  ส่วนค่าของ SNR  ลู่เขา้สู่ 2 dB ในขณะท่ีตวัช้ีวดั   
ของตัวกรองแบบเรียบมัธยฐานและค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ีได้มีค่า
เพ่ิมข้ึนและสูงกวา่ 63.1%  ส่วนค่าของ SNR  จะลดลงและมีค่าต ่า
กวา่ 2 dB เม่ือพิจารณาค่าต ่าสุดของตวัช้ีวดั   พบวา่มีค่าเท่ากบั 

4.99%   ของตัวกรองแบบเรียบเอกซ์โพเนนเชียลชนิดไม่มี
เง่ือนไขซ่ึงสอดคล้องกับค่าของ  36q   หากพิจารณาล าดับ
ข้อมูล (เส้นทึบในรูป 2) ท่ีได้รับแต่ละตัวกรองส าหรับกรณี 

36q   เปรียบเทียบกบัล าดบัขอ้มูลซายน์ (เส้นประในรูป 2) ท่ี
ปราศจากสญัญาณรบกวน พบวา่ล าดบัขอ้มูลขาออกจากตวักรอง
แบบเรียบเอกซ์โพเนนเชียลชนิดไม่มีเง่ือนไขให้ล าดบัขอ้มูลท่ี
ใกลเ้คียงท่ีสุดและให้ค่าตวัช้ีวดั 4.99%   ต ่าท่ีสุดตามตาราง 1 
จึงสรุปว่าตวักรองชนิดเอกซ์โพเนนเชียลแบบไม่มีเง่ือนไขให้
ประสิทธิภาพดีท่ีสุด 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูป 2 ผลลพัธ์ล าดับขอ้มูลท่ีได้รับจากตวักรองในกรณี 36q   
ต่อ ล าดบัขอ้มูลขาเขา้ของสญัญาณซายน์ท่ีความถ่ี 50 เฮิรตซ์และ 

2SNR   dB ดังภาพ (ก) และล าดบัขอ้มูลท่ีไดรั้บจากตวักรอง
แบบเรียบชนิด (ข) มธัยฐาน; (ค) ค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ี; (ง) เอกซ์
โพเนนเชียลแบบมีเง่ือนไข และ (จ) เอกซ์โพเนนเชียลแบบไม่มี
เง่ือนไข 
 
ตาราง 1 ค่าของ   และ SNR  ท่ีไดรั้บจากตวักรองในกรณี 36q  ต่อ
ล าดบัขอ้มูลของสญัญาณซายน์ท่ี 50 เฮิรตซ์ของระบบไฟฟ้า 

ชนิดตวักรอง 
ในกรณี 36q   

  
[%] 

SNR  
[เดซิเบล] 

ล าดบัขอ้มูลขาเขา้ไม่ผา่นตวักรอง 63.10 2.00 
มธัยฐาน 172.02 -8.20 
ค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ี 159.30 -9.13 
เอกซ์โพเนนเชียลแบบมีเง่ือนไข 11.84 1.43 
เอกซ์โพเนนเชียลแบบไม่มีเง่ือนไข 4.99 1.78 
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        ในระบบไดชาร์จภายในรถยนต์ [9] จะทดสอบตวักรอง
แบบเรียบทั้ง 4 ชนิดโดยการใชล้ าดบัขอ้มูลขาเขา้ท่ีไดรั้บมาจาก
การสุ่มสัญญาณแรงดันขาออกของไดชาร์จท่ีผ่านวงจรเรียง
กระแสสามเฟสซ่ึงมีค่าขนาดสูงสุดเท่ากับ 12  โวลต์ และมี
กระเพื่อม 6 ค่าความถ่ี คือ 50, 100, 150, 200, 250 และ 300 
เฮิรตซ์ เม่ือป้อนชุดของล าดบัขอ้มูลแรงดนัทดสอบเหล่าน้ีเขา้กบั
ตวักรองแบบเรียบท่ีใชท้ดสอบทั้ง 4 ชนิด ไดผ้ลการลดสัญญาณ
รบกวนแต่ละตวักรองซ่ึงมีค่าของตวัช้ีวดั   และค่าของ SNR  
กบัขนาดความยาวของตวักรอง q  ตั้งแต่ 1 ถึง 80 ดงัรูป 3 และ
รูป 4 ตามล าดบั  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูป 3 เปรียบเทียบค่าของตวัช้ีวดั   ในหน่วย % กบัค่า q  ของ
ตวักรองแบบเรียบทั้ง 4 ชนิด ชนิด คือ มธัยฐาน ( ) ค่าเฉล่ีย
เคล่ือนท่ี ( ) เอกซ์โพเนนเชียลแบบมีเง่ือนไข ( ) และเอกซ์
โพเนนเชียลแบบไม่มีเง่ือนไข (*) ส าหรับกรณีทดสอบกับ
สญัญาณแรงดนัของไดชาร์จท่ีมีความถ่ีเท่ากบั (ก) 50 เฮิรตซ์; (ข) 

100 เฮิรตซ์; (ค) 150 เฮิรตซ์; (ง) 200 เฮิรตซ์; (จ) 250 เฮิรตซ์ และ 
(ฉ) 300 เฮิรตซ์ 
        จากผลการทดลองการลดสัญญาณรบกวนในสัญญาณ
แรงดนัของไดชาร์จท่ีความถ่ีตั้งแต่ 50 เฮิรตซ์ถึง 300 เฮิรตซ์ดว้ย
ค่าของ 0.11%   และ 2SNR   dB ดงัรูป 3 กบัรูป 4 จะเห็นได้
วา่เม่ือเพ่ิมความยาวของตวักรอง q  ตั้งแต่ 1 ถึง 80 แลว้ตวัช้ีวดั 
  ของตัวกรองแบบเรียบเอกซ์โพเนนเชียลทั้ งสองชนิดมีค่า
ลดลงและต ่าสุดท่ี 0.02%  ซ่ึงต ่ากว่า 0.11% (เส้นประในรูป 3)  
ส่วนค่าของ SNR  ลู่เขา้สู่ 2 dB ในขณะท่ีตวัช้ีวดั   ของตวักรอง
แบบเรียบมธัยฐานและค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ีได้มีค่าเพ่ิมข้ึนและสูง
กวา่ 0.11%  ส่วนค่าของ SNR  จะลดลงและมีค่าต ่ากวา่ 2 dB  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูป 4 กราฟของ SNR  ในหน่วยเดซิเบลกบัค่า q  ของตวักรอง
แบบเรียบท่ีใชท้ดสอบทั้ง 4 ชนิดคือ ชนิด คือ มธัยฐาน ( ) 
ค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ี ( ) เอกซ์โพเนนเชียลแบบมีเง่ือนไข ( ) และ
เอกซ์โพเนนเชียลแบบไม่มีเง่ือนไข (*) ส าหรับกรณีทดสอบกบั
สญัญาณแรงดนัของไดชาร์จท่ีมีความถ่ีเท่ากบั (ก) 50 เฮิรตซ์; (ข) 
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100 เฮิรตซ์; (ค) 150 เฮิรตซ์; (ง) 200 เฮิรตซ์; (จ) 250 เฮิรตซ์ และ 
(ฉ) 300 เฮิรตซ์ 
       เม่ือพิจารณาค่าต ่าสุดของตวัช้ีวดั   พบว่า ตัวกรองแบบ
เรียบเอกซ์โพเนนเชียลทั้ งสองชนิดซ่ึงสอดคล้องกับเลือกค่า
ความยาวตวักรอง  63q   ให้ล าดบัขอ้มูลขาออก (เส้นทึบในรูป 
5) ท่ีมีค่าต ่ าสุดตัวช้ีว ัดประสิทธิภาพเท่ากับ 0.02%   หาก
พิจารณาล าดบัขอ้มูลขาออกท่ีไดรั้บแต่ละตวักรองส าหรับกรณี 

63q   พร้อมทั้ งเปรียบเทียบกับล าดับข้อมูลแรงดันไดชาร์จ 
(เส้นประในรูป 5) ท่ีปราศจากสัญญาณรบกวนทุกความถ่ีตั้งแต่
กรณี 50, 100, 150, 200, 250 และ 300 เฮิรตซ์ พบวา่ ล าดบัขอ้มูล
ขาออกจากตวักรองแบบเรียบเอกซ์โพเนนเชียลทั้งสองชนิดให้
ผลลพัธ์ล าดบัขอ้มูลท่ีใกลเ้คียงท่ีสุดและให้ค่าตวัช้ีวดั 0.02%   
ต ่ าท่ีสุดซ่ึงสอดคล้องตามตาราง 2 จึงสรุปว่าตัวกรองเอกซ์
โพเนนเชียลทั้งสองชนิดสามารถลดสญัญาณรบกวนในสัญญาณ
แรงดนัไดชาร์จไดดี้  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูป 5 ผลลพัธ์ล าดับขอ้มูลท่ีได้รับจากตวักรองในกรณี 63q   
ต่อ ล าดบัขอ้มูลขาเขา้ของสญัญาณซายน์ท่ีความถ่ี 50 เฮิรตซ์และ 

2SNR   dB ดงัภาพ (ก) และล าดบัขอ้มูลท่ีไดรั้บจากตวักรอง
แบบเรียบชนิด (ข) มธัยฐาน; (ค) ค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ี; (ง) เอกซ์

โพเนนเชียลแบบมีเง่ือนไข และ (จ) เอกซ์โพเนนเชียลแบบไม่มี
เง่ือนไข 
ตาราง 2 ค่าของ   และ SNR  ท่ีไดรั้บจากตวักรองต่อล าดบัขอ้มูลของ
สญัญาณแรงดนัของไดชาร์จท่ีความถ่ี 50 ถึง 300 เฮิรตซ์ 

ชนิดตวักรอง 
ในกรณี 63q   

  
[%] 

SNR  
[เดซิเบล] 

ล าดบัขอ้มูลขาเขา้ไม่ผา่นตวักรอง 0.11 2.00 
มธัยฐาน 0.17 -17.76 
ค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ี 0.17 -19.56 
เอกซ์โพเนนเชียลแบบมีเง่ือนไข 0.02 2.05 
เอกซ์โพเนนเชียลแบบไม่มีเง่ือนไข 0.02 2.05 

    
        จากตาราง 1 และ 2 จะเห็นไดว้า่ตวักรองชนิดเอ็กซ์โพเนน
เชียลแบบไม่มีเง่ือนไขให้ค่าความผิดพลาด   ในการประมาณ
ค่าของล าดบัขอ้มูลน้อยท่ีสุดเน่ืองจากการเลือกค่าสัมประสิทธ์ิ
ของตัวกรองน้ี เ ป็นไปโดยอิสระไม่มีเ ง่ือนไขเหมือนกับ
สัมประสิทธ์ิของตวักรองชนิดเอ็กซ์โพเนนเชียลแบบมีเง่ือนไข
ผลรวมของค่าสัมประสิทธ์ิเท่ากบัหน่ึง นอกจากน้ีผลลพัธ์ล าดบั
ข้อมูลท่ีได้รับจากตัวกรองชนิดเอ็กซ์โพเนนเชียบแบบไม่มี
เง่ือนไขยงัไม่มีความล่าช้าของขอ้มูลเหมือนกับผลลพัธ์ล าดับ
ขอ้มูลท่ีได้รับจากตวักรองชนิดค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ีเน่ืองจากตัว
กรองชนิดเอ็กซ์โพเนนเชียลน้ีมีค่าสัมประสิทธ์ิปรับเปล่ียนตาม
ลักษณะล าดับข้อมูลขาเข้าในขณะท่ีตัวกรองชนิดค่าเฉล่ีย
เคล่ือนท่ีมีการออกแบบใหค้่าสมัประสิทธ์ิของตวักรองคงท่ี 
 

5. สรุปผล 
       จากผลการทดลองในกรณีอตัราส่วนก าลงัของสัญญาณต่อ
ก าลงัของสัญญาณรบกวนมีค่าเท่ากบั 2 เดซิเบลโดยใชส้ัญญาณ
ซายน์ท่ีมีความถ่ี 50 เฮิรตซ์และสัญญาณแรงดนัของไดชาร์จท่ีมี
ความถ่ีตั้งแต่ 50 เฮิรตซ์ถึง 300 เฮิรตซ์ พบวา่ ตวักรองแบบเรียบ
เอกซ์โพ เนนเ ชียลชนิดไม่ มี เ ง่ื อนไขและ มี เ ง่ื อนไขให้
ประสิทธิภาพของการลดสัญญาณรบกวนได้ดีกว่าตวักรองท่ี
น ามาเปรียบเทียบทั้ ง 2 ชนิดคือตวักรองมธัยฐานและตวักรอง
ค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ี นอกจากน้ี ตวักรองแบบเรียบเอกซ์โพเนนเชียล
ชนิดไม่มีเง่ือนไขให้ประสิทธิภาพสูงกว่าตัวกรองแบบเรียบ
เอกซ์โพเนนเชียลชนิดมีเง่ือนไขต่อการลดสัญญาณรบกวนใน
สัญญาณซายน์และให้ประสิทธิภาพเท่ากับตวักรองแบบเรียบ
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เอกซ์โพเนนเชียลชนิดมีเง่ือนไขต่อในสัญญาณแรงดนัของได
ชาร์จ  
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