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บทคัดย่อ 

บทความน้ีมีวตัถุประสงคเ์พ่ือนาํเสนอแบบจาํลองในศึกษาพฤติกรรมการดดัของคานเชิงประกอบแบบ FG วางบน

ฐานรากยืดหยุน่และพิจารณาถึงผลกระทบจากรูพรุนของวสัดุ ลกัษณะการเปล่ียนแปลงของค่าโมดูลสัยืดหยุน่ตามความหนา

กาํหนดให้เป็นไปตามกฎกาํลงัและรวมผลกระทบจากรูพรุน จากนั้นใชท้ฤษฎีคานของออยเลอร์–เบอร์นูลลีเพ่ืออธิบาย

พฤติกรรมการดดัของคาน สําหรับสมการควบคุมของปัญหาไดพ้ฒันาขึ้นจากการประยุกต์ใช้หลกัการของงานเสมือน 

ในขณะท่ีคาํตอบของปัญหาสร้างขึ้นจากวิธีเชิงวิเคราะห์และไดเ้ปรียบเทียบผลการคาํนวณท่ีไดก้บัคาํตอบจากวิธีกาเลอร์คิน

ไฟไนต์เอลิเมนต์เพ่ือประเมินความถูกตอ้งของคาํตอบ จากการศึกษาพบว่า 1) การเพ่ิมขึ้นของสัมประสิทธ์ิความพรุนทาํให้

ค่าโมดูลสัยืดหยุ่นมีค่าท่ีลดลง 2) การเพ่ิมขึ้นของสัมประสิทธ์ิความพรุนและดชันีเลขยกกาํลงัจะทาํให้ตาํแหน่งของแกน

สะเทินเล่ือนสูงขึ้น อีกทั้งยงัทาํให้ความแข็งแกร่งการดดัมีค่าท่ีลดลงส่งผลให้คานเกิดการโก่งตวัท่ีเพ่ิมขึ้น 3) ลกัษณะการ

กระจายของความเคน้ตามแนวแกน 𝑥𝑥 บนหน้าตดัจะขึ้นอยู่กบัค่าสัมประสิทธ์ิความพรุนและดชันีเลขยกกาํลงั 4) ฐานราก

ยืดหยุน่มีอิทธิพลต่อคานท่ีมีความพรุนสูงมากกว่าคานท่ีมีความพรุนตํ่า 

คําสําคัญ: วสัดุเชิงประกอบแบบ FGMs, คานเชิงประกอบแบบ FG, วสัดุรูพรุน, พฤติกรรมการดดั, ฐานรากยืดหยุน่ 

Abstract 

The objective of this paper is to propose the analytical model to study the bending behavior of functionally graded 

(FG) beam with including effect of porosity on elastic foundation. The distribution of modulus of elasticity of beam through 

the thickness is defined by using the power law distribution and also considering the influence of porosity. The Euler–

Bernoulli beam theory is employed to describe the bending behavior of beam. The governing equation of the problem is 

established by applying the principle of virtual work. The solution of problem is obtained by using the analytical method. 

The validation of the solution is evaluated by comparing the obtained results with those from the Galerkin Finite Element 
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Method solutions. The results reveal that: 1) an increase in the porous coefficient leads to a decrease of the modulus of 

elasticity; 2) an increase in the porous coefficient and the power index results the neutral axis move up and it reduces the 

bending stiffness which lead to an increase in the deflection; 3) the characteristic distributions of the stresses in 𝑥𝑥 direction 

depend on the values of the porous coefficient and the power index; 4) the influences of the elastic foundation have more 

effect on the beam with higher porosity than those with lower porosity. 
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1. บทนํา 

วัสดุ เ ชิงประกอบแบบ FGMs (Functionally Graded 

Materials, FGMs) เป็นวสัดุชนิดหน่ึงของวสัดุเชิงประกอบ 

(Composite Materials) ท่ีมีการเปล่ียนแปลงคุณสมบติัอยา่ง

ต่อเน่ืองตามทิศทางท่ีกาํหนด (เช่น ค่าโมดูลสัยืดหยุ่น หรือ 

ค่าสัมประสิทธ์ิของการขยายตวัจากความร้อน เป็นตน้) ซ่ึง

ตรงข้ามกับวสัดุเชิงประกอบแบบแซนวิชหรือลามิเนต 

(Sandwich/Laminated Composite Materials) เ พ ร าะ วัสดุ

ประเภทน้ีมีการเปล่ียนแปลงคุณสมบัติอย่างกะทันหัน

บริเวณผิวสัมผสัของวสัดุในแต่ละชนิดและเม่ือมีนํ้ าหนัก

บรรทุกมากระทาํหรือมีการเปล่ียนแปลงของอุณหภูมิจะทาํ

ให้เกิดความเขม้ของความเคน้ (Stress Concentrations) และ

ความไม่ต่อเน่ืองของความเคน้ขึ้นซ่ึงจะทาํให้เกิดปัญหาการ

แยกชั้นและการล่ืนไถลบริเวณผิวสัมผสั (Delamination and 

Slipping) [1],[2]  

นอกจากน้ี วสัดุเชิงประกอบแบบ FGMs ยงัมีคุณสมบติั

โดดเด่นอีกหลายดา้น เช่น มีความแข็งแรงสูง นํ้ าหนกัเบาและ

มีความตา้นทานความร้อนสูง เป็นตน้ ดว้ยคุณสมบติัดงักล่าว

จึงทาํให้วสัดุเชิงประกอบแบบ FGMs ถูกนําไปประยุกต์ใช้

งานอย่างแพร่หลายในหลากหลายดา้น ไม่ว่าจะเป็นวิศวกรรม

การบิน วิศวกรรมยานยนต์ วิศวกรรมไฟฟ้า ชีวการแพทยแ์ละ

อ่ืนๆ [3] อยา่งไรก็ตาม ในกระบวนการผลิตพบว่าจะเกิดรูพรุน

ขึ้น โดยลกัษณะการกระจายของรูพรุนนั้นจะขึ้นอยู่กับชนิด

ของวสัดุท่ีใชแ้ละวิธีการผลิต ยกตวัอย่างเช่น Zhu et al. [4] ได้

สร้างวัสดุเชิงประกอบแบบ FGMs จากเซอร์โครเนียมได

ออกไซด ์(ZrO2) และนิโครม (NiCr) ดว้ยวิธี Powder Metallurgy 

และพบว่ารูพรุนเกิดขึ้ นในกระบวนการเผา (Sintering) 

เน่ืองจากอุณหภูมิการแข็งตัว (Solidification Temperatures) 

ของแต่ละองค์ประกอบในวสัดุมีค่าแตกต่างกนั โดยพบว่ารู

พรุนมีลักษณะการกระจายแบบไม่สมํ่ าเสมอ นอกจากน้ี 

งานวิจยัของ Wattanasakulpong et al. [5] ไดใ้ช้วิธี A multistep 

sequential infiltration technique ในการสร้างคานเชิงประกอบ

แบบ FG จากอะลูมิเนียมออกไซด์ (Al2O3) และอีพ็อกซ่ี  

(Epoxy) จากการเตรียมตัวอย่างคานพบว่าคานเกิดรูพรุน

บริเวณตรงกลางมากกว่าบริเวณอ่ืนๆ เน่ืองจากในกระบวณ

การแทรกเขา้ไปของอีพอ็กซี่เป็นไปอย่างไม่สมบูรณ์ 

ดงันั้น จึงตอ้งพิจารณาถึงผลกระทบของรูพรุนเพื่อให้การ

ใชง้านมีความปลอดภยัและเป็นไปอย่างมีประสิทธิภาพ 

สําหรับคานท่ีทําจากวัสดุเชิงประกอบแบบ FGMs ซ่ึง

เรียกว่า “คานเชิงประกอบแบบ FG  (Functionally Graded 

Beam)” เป็นโครงสร้างท่ีสําคญัทางวิศวกรรมและสามารถพบ

ไดใ้นหลากหลายอุปกรณ์ เช่น ตวักระตุน้/เซ็นเซอร์ (Actuators/ 

Sensors) [6] ใบพัดกังหั น (Turbine Blades) [7] และแขน

หุ่นยนต์ (Robot Arms) [8] เป็นต้น อีกทั้ งยงัพบว่า คานเชิง

ประกอบแบบ FG ไดมี้การประยุกต์ใชง้านดว้ยการวางหรือฝัง

ไวใ้นฐานรากยืดหยุ่นเพ่ือปรับปรุงคุณสมบติัเชิงกล ไม่ว่าจะ

เป็นการเพ่ิมเสถียรภาพให้แก่คาน [9] การเพ่ิมขนาดของ

นํ้ าหนักบรรทุกวิกฤต [10] หรือการเพ่ิมความแข็งแกร่งให้

ระบบโครงสร้าง [11] เป็นต้น จากงานวิจัยท่ีผ่านมาพบว่า

การศึกษาพฤติกรรมของคานเชิงประกอบแบบ FG ไดรั้บความ

สนใจเป็นอยา่งมากจากนกัวิชาการ ยกตวัอยา่งเช่น Fouda et al. 

[12] ทาํการศึกษาพฤติกรรมการดดั การส่ันสะเทือนและการ

โก่งเดาะของคานเชิงประกอบแบบ FG ด้วยวิธีไฟไนต์เอลิ

เมนต์ จากการศึกษาพบว่าเม่ือดชันีเลขยกกาํลงั (Power Index) 

และความพรุนมีค่าเพ่ิมขึ้ นจะทําให้คานเกิดการโก่งตัวท่ี

เพ่ิมขึ้น ส่วนนํ้ าหนักบรรทุกวิกฤตและความถ่ีธรรมชาติจะมี

ค่ าท่ีลดลง Gao et al. [13] นําเสนอวิ ธี  Hybrid Chebyshev 

Surrogate Model with Discrete Singular Method เพ่ือทําการ

วิเคราะห์พฤติกรรมทางพลศาสตร์ของคานเชิงประกอบแบบ 
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FG ท่ีมีคุณสมบติัวสัดุท่ีไม่แน่นอน จากการศึกษาพบว่าความ

ไม่แน่นอนของค่าโมดูลัสยืดหยุ่นเป็นพารามิ เตอร์ท่ี มี

ผลกระทบต่อพฤติกรรมทางพลศาสตร์ของคานมากท่ีสุด 

Fouaidi et al. [14] ไดศึ้กษาการดดัแบบไม่เชิงเส้นของคานเชิง

ประกอบแบบ FG โดยใช้ทฤษฎีแรงเฉือนอนัดับหน่ึง (First-

Order Shear Deformation Theory) สําหรับจําลองพฤติกรรม

ของคานและได้ศึกษาอิทธิพลของพารามิเตอร์ต่างๆ ของ

แบบจาํลองต่อพฤติกรรมการดดัแบบไม่เชิงเส้นของคาน 

Phuong et al. [15] วิเคราะห์การดัดของคานเชิงประกอบ

แบบ FG วางบนฐานรากยืดหยุ่น โดยใช้ทฤษฎีคานของ 

Timoshenko ในการอธิบายพฤติกรรมของคานและใช้วิธีนา

เวียร์ (Navier Solution) ในการหาคาํตอบของปัญหา Penna 

and Feo [16] ศึกษาพฤติกรรมทางพลศาสตร์แบบไม่เชิง

เส้นของคานเชิงประกอบแบบ FG ขนาดนาโนวางบนฐาน

รากแบบ Winkler และใช้วิธีกาเลอร์คินในการหาคาํตอบ 

จากการวิเคราะห์พบว่าการเพ่ิมขึ้นของค่าความแข็งแกร่ง

ของฐานรากและค่าการโก่งตัวเร่ิมต้นทําให้อัตราส่วน

ความถ่ีแบบไม่เชิงเส้นมีค่าเพ่ิมขึ้นตามไปด้วย Nguyen et 

al. [17] ทาํการวิเคราะห์พฤติกรรมการโก่งเดาะ การดดัและ

การส่ันสะเทือนของคานเชิงประกอบแบบ FG ดว้ยการใช้

ทฤษฎีแรงเฉือนแบบสองตวัแปรอยา่งง่าย (A Simple Two-

Variable Shear Deformation Theory) แ ล ะ ไ ด้อ ธิบ ายถึง

ผลกระทบของรูพรุน ลกัษณะการกระจายคุณสมบติัของ

วัสดุและความเครียดเฉือนต่อค่าของความถ่ีธรรมชาติ 

นํ้ าหนักบรรทุกวิกฤต การโก่งตวัของคานและความเคน้ท่ี

เ กิดขึ้ น  นอกจากน้ีย ัง มีงานวิจัย อ่ืนๆ ท่ีทําการศึกษา

พฤติกรรมของคานเชิงประกอบแบบ FG อีกจาํนวนมากซ่ึง

สามารถศึกษาไดจ้ากงานของ Boggarapu et al. [18]  

แม้ว่ามีงานวิจัยจาํนวนมากท่ีทาํการศึกษาพฤติกรรม

ของคานเชิงประกอบแบบ FG แต่พบว่ายงัไม่มีการนาํเสนอ

แบบจาํลองท่ีกาํหนดให้ลกัษณะการกระจายของรูพรุนเป็น

แบบไม่สมํ่าเสมอ (Uneven Distribution) และแบบ SCED 

(Symmetrical Center Enhanced Distribution, SCED) 

ร่วมกบัการใชท้ฤษฎีคานของออยเลอร์–เบอร์นูลลี (Euler–

Bernoulli Beam Theory) ในอธิบายพฤติกรรมของคานวาง

บนฐานรากยืดหยุ่น ดงันั้น งานวิจยัน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือ

นาํเสนอแบบจาํลองของคานเชิงประกอบแบบ FG วางบน

ฐานรากยืดหยุ่นและพิจารณาถึงผลกระทบจากรูพรุนของ

วสัดุท่ีมีลกัษณะการกระจายแบบไม่สมํ่าเสมอและแบบ 

SCED อย่างไรก็ตาม ในการประยุกต์ใช้แบบจาํลองการ

กระจายของรูพรุนตามท่ีเสนอน้ีจําเป็นท่ีจะต้องปรับ

พารามิเตอร์ต่างๆ ท่ีเก่ียวข้องในแบบจําลองให้มีความ

สอดคลอ้งกบัผลการตรวจวดัจากตวัอยา่งจริง เน่ืองจากการ

กระจายตวัของรูพรุนมีค่าท่ีไม่แน่นอนซ่ึงจะขึ้นอยู่กบัวสัดุ

ท่ีใช้และวิธีการผลิต จากนั้นงานวิจัยน้ีได้ทาํการพัฒนา

คาํตอบเชิงวิเคราะห์และเปรียบเทียบคาํตอบท่ีไดก้บัวิธีกา

เ ล อ ร์ คิ น ไ ฟ ไ น ต์ เ อ ลิ เ ม น ต์  (Galerkin Finite Element 

Method) เพ่ือยืนยนัความถูกตอ้งของคาํตอบ ซ่ึงวิธีกาเลอร์

คินไฟไนตเ์อลิเมนตน์ั้นเป็นวิธีหน่ึงของวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต์

ท่ีมีการสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ด้วยวิธีถ่วงนํ้ าหนัก

เ ศ ษ ต ก ค้ า ง  ( Method of Weighted Residuals) โ ด ย จ ะ

กาํหนดให้ฟังกช์นันํ้าหนกั (Weighting Function) มีฟังก์ชนั

เป็นฟังก์ชันรูปร่าง (Shape Function) และเป็นวิธีท่ีสะดวก

สําหรับปัญหาท่ีเขียนอยู่ในรูปของสมการเชิงอนุพันธ์ 

นอกจากน้ี งานวิจยัน้ียงัไดอ้ธิบายอิทธิพลของพารามิเตอร์

ต่างๆ ของแบบจาํลองต่อพฤติกรรมการดดัของคาน 

 

2. ทฤษฎีและสมการควบคุมของปัญหา 

2.1. แบบจําลองของวัสดุ 

งานวิจยัน้ีไดก้าํหนดให้ค่าโมดูลสัยืดหยุน่ของคานมีการ

เปล่ียนแปลงตามความหนาและเป็นไปตามกฎกาํลงั (Power 

Law Distribution) อีกทั้งยงัพิจารณาถึงอิทธิพลของรูพรุน 

จากการวิจัยของ Wattanasakulpong et al. [5] ได้แสดงให้

เ ห็นว่าแบบจําลองการกระจายตามกฎกําลัง มีความ

สอดคลอ้งกบัผลการตรวจวดัตวัอย่างคานเชิงประกอบแบบ 

FG ท่ีท ําจากอะลูมิเนียมออกไซด์ (Al2O3) และอีพ็อกซ่ี 

(Epoxy) ดว้ยการปรับค่าดชันีเลขยกกาํลงัให้เหมาะสม โดย

แบบจาํลองการกระจายตามกฎกําลังท่ีพิจารณาผลของรู

พรุนสามารถแสดงไดด้งัสมการท่ี (1) [19] 

 

𝐸𝐸(𝑧𝑧) = 𝐸𝐸𝑏𝑏 + (𝐸𝐸𝑡𝑡 − 𝐸𝐸𝑏𝑏) �2𝑧𝑧+ℎ
2ℎ

�
𝑝𝑝
−  𝛷𝛷(𝑧𝑧)   (1) 

 

เม่ือ 𝐸𝐸𝑡𝑡 คือโมดูลสัยืดหยุน่ท่ีผิวบนของคาน 
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𝐸𝐸𝑏𝑏  คือโมดูลสัยืดหยุน่ท่ีผิวล่างของคาน 

ℎ  คือ ความหนาของคาน 

𝑝𝑝  คือ ดชันีเลขยกกาํลงั  

𝛷𝛷(𝑧𝑧) คือ ฟังกช์นัการกระจายของรูพรุน 

ลักษณะการกระจายของรูพรุนท่ีจะทาํการศึกษาใน

งานวิจยัน้ีมี 2 แบบ ไดแ้ก่ 1) การกระจายแบบไม่สมํ่าเสมอ 

และ 2) แบบ SCED ซ่ึงสามารถแสดงความสัมพนัธ์ไดด้ัง

สมการท่ี (2) และ (3) ตามลาํดบั 

 

1) การกระจายแบบไม่สมํ่าเสมอ [16] 

 

𝛷𝛷(𝑧𝑧) = 𝑒𝑒0
2

(𝐸𝐸𝑡𝑡 + 𝐸𝐸𝑏𝑏) �1 − 2|𝑧𝑧|
ℎ
�  (2) 

 

2) การกระจายแบบ SCED [19] 

 

𝛷𝛷(𝑧𝑧) = 𝑒𝑒0
2
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐( 𝜋𝜋𝜋𝜋

ℎ
) �𝐸𝐸𝑏𝑏 + (𝐸𝐸𝑡𝑡 − 𝐸𝐸𝑏𝑏) �2𝑧𝑧+ℎ

2ℎ
�
𝑝𝑝
�  (3) 

 

เม่ือ𝑒𝑒0 คือสัมประสิทธ์ิความพรุนและหากคานไม่มีรูพรุนค่า

ของ  𝑒𝑒0จะมีค่าเป็นศูนย ์

2.2. สมการควบคุมของคานวางบนฐานรากยืดหยุ่น 

พิจารณาคานหน้าตดัรูปส่ีเหล่ียมซ่ึงมีความกวา้ง b หนา h 

โดยมีขนาดหนา้ตดัสมํ่าเสมอตลอดความยาว L วางบนฐานราก

ยืดหยุ่นท่ีมีค่าความแข็งแกร่งเท่ากบั k และมีนํ้ าหนักบรรทุก

แบบสมํ่าเสมอ q กระทาํต่อคาน จากนั้นกาํหนดให้แกน y วาง

ตาํแหน่งตรงกลางของหน้าตดัและแกน 𝑦𝑦� วางบนแกนสะเทิน 

ซ่ึงทั้งสองแกนมีระยะห่างเท่ากับ c แสดงดังรูปท่ี 1 สําหรับ

พฤติกรรมการดดัของคานไดก้าํหนดให้เป็นไปตามทฤษฎีคาน

ของออยเลอร์–เบอร์นูลลี ซ่ึงมีสมมุติฐานท่ีสําคญัคือ ระนาบ

ท่ีตั้งฉากกับผิวสะเทินก่อนคานเกิดการโก่งตัวยงัคงตั้งฉาก

เช่นเดิมเม่ือคานมีการโก่งตัวและสามารถแสดงการเคล่ือนท่ี

ของตาํแหน่งใดๆ บนหนา้ตดัคานในแนวแกน xไดด้งัสมการท่ี 

(4) 

 

𝑢𝑢 = 𝑧̄𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

  (4) 

 

เม่ือ 𝑤𝑤 คือระยะโก่งตวัของคาน  

 

(ก) 

 
(ข) 

รูปท่ี 1 คานเชิงประกอบแบบ FG วางบนฐานรากยืดหยุน่

และหนา้ตดัคาน (ก) คานเชิงประกอบแบบ FG วางบนฐาน

รากยืดหยุน่ (ข) หนา้ตดัคาน 

 

จากสมการท่ี (4) สามารถแสดงค่าความความเครียดตาม

แนวแกน 𝑥𝑥 ไดด้งัสมการท่ี (5) 

 

𝜀𝜀𝑥𝑥 = 𝑧̄𝑧 𝑑𝑑
2𝑤𝑤
𝑑𝑑𝑥𝑥2

  (5) 

 

จากรูปท่ี 1 จะเห็นว่าความสัมพนัธ์ระหว่างแกน 𝑧𝑧̅ กับ 𝑧𝑧 มี

ความสัมพนัธ์ดงัสมการท่ี (6) 

 

𝑧̄𝑧 = 𝑧𝑧 − 𝑐𝑐  (6) 

 

จากนั้ นแทนสมการ ท่ี  (6) ลงในสมการ ท่ี  (5) จะได้

ความสัมพนัธ์ดงัสมการท่ี (7) 

 

𝜀𝜀𝑥𝑥 = (𝑧𝑧 − 𝑐𝑐) 𝑑𝑑
2𝑤𝑤
𝑑𝑑𝑥𝑥2

  (7) 

 

สมมุติให้พฤติกรรมของวัสดุเป็นแบบยืดหยุ่นเชิงเส้น 

(Linear Elastic Material) ดังนั้ น ความสัมพันธ์ของความ

เคน้กบัความเครียดสามารถแสดงไดด้งัสมการท่ี (8) 
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𝜎𝜎𝑥𝑥 = 𝐸𝐸(𝑧𝑧)𝜀𝜀𝑥𝑥  (8) 

 

ในการสร้างสมการควบคุมของปัญหาสามารถทาํไดโ้ดย

การประยุกต์ใช้หลักการของงานเสมือน (Principle of 

Virtual Work) และแสดงไดด้งัสมการท่ี (9) 

 

𝛿𝛿𝑈𝑈𝐵𝐵 + 𝛿𝛿𝑈𝑈𝐹𝐹 + 𝛿𝛿𝛿𝛿 = 0  (9) 

 

เม่ือ 𝛿𝛿𝑈𝑈𝐵𝐵 ,  𝛿𝛿𝑈𝑈𝐹𝐹 และ 𝛿𝛿𝛿𝛿 คือพลังงานความเครียดเสมือน

ของคานเน่ืองจากการดัด พลังงานความเครียดเสมือนท่ี

สะสมในฐานรากยืดหยุ่นและงานเสมือนเน่ืองจากแรง

ภายนอกกระทาํ ตามลาํดบั  

โดยพลงังานความเครียดเสมือนของคานเน่ืองจากการ

ดดัสามารถแสดงไดด้งัสมการท่ี (10) 

 

𝛿𝛿𝑈𝑈𝐵𝐵 = ∫ 𝜎𝜎𝑥𝑥𝛿𝛿𝜀𝜀𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉   (10) 

 

ส่วนพลงังานความเครียดเสมือนท่ีสะสมในฐานรากยืดหยุน่

มีความสัมพนัธ์ดงัสมการท่ี (11) 

 

𝛿𝛿𝑈𝑈𝐹𝐹 = ∫ 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝐿𝐿
0   (11) 

 

ในขณะท่ีงานเสมือนเน่ืองจากแรงภายนอกกระทาํแสดงได้

ดงัสมการท่ี (12) 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿 = −∫ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝐿𝐿
0   (12) 

 

แทนสมการท่ี (10)–(12) ลงในสมการท่ี (9) ร่วมกบัการใช้

ความสัมพันธ์จากสมการท่ี (7) และ (8) จากนั้ นทําการ

อินทิเกรตแยกส่วน (Integration by Part) จะได้สมการ

ควบคุมของปัญหาดงัสมการท่ี (13) 

 
𝑑𝑑2𝑀𝑀
𝑑𝑑𝑥𝑥2

+ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑞𝑞  (13) 

 

โดยมีเง่ือนไขขอบเขตดงัสมการท่ี (14) และ (15) 

 

𝑤𝑤 = 0 หรือ 𝑄𝑄 = 0 ท่ีตาํแหน่ง 𝑥𝑥 = 0, 𝑥𝑥 = 𝐿𝐿 (14) 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 0 หรือ 𝑀𝑀 = 0 ท่ีตาํแหน่ง 𝑥𝑥 = 0, 𝑥𝑥 = 𝐿𝐿 (15) 

โดยท่ี 𝑄𝑄 และ 𝑀𝑀 คือแรงเฉือนและโมเมนต์ดดั ตามลาํดบั 

ซ่ึงสามารถแสดงไดด้งัสมการท่ี (16) และ (17) ตามลาํดบั 

 

𝑄𝑄 = 𝐷𝐷 𝑑𝑑3𝑤𝑤
𝑑𝑑𝑥𝑥3

  (16) 

𝑀𝑀 = 𝐷𝐷 𝑑𝑑2𝑤𝑤
𝑑𝑑𝑥𝑥2

  (17) 

 

เม่ือ 𝐷𝐷 =  ∫ (𝑧𝑧 − 𝑐𝑐)2𝐸𝐸(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝐴𝐴  คือค่าความแข็งแกร่งการ

ดดัของคาน (Bending Stiffness) 

สุดท้ายแทนสมการท่ี (17) ลงในสมการท่ี (13) จะได้

สมการควบคุมของปัญหาท่ีอยูใ่นรูปของระยะโก่งตวั 𝑤𝑤 ได้

ดงัสมการท่ี (18) 

 

𝐷𝐷 𝑑𝑑4𝑤𝑤
𝑑𝑑𝑥𝑥4

+ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑞𝑞  (18) 

 

สําหรับการหาระยะ 𝑐𝑐 สามารถหาได้จากผลรวมของแรง

ภายในตามแนวแกน 𝑥𝑥 มีค่าเป็นศูนยซ่ึ์งแสดงไดด้งัสมการท่ี 

(19) 

 

∫ 𝜎𝜎𝑥𝑥𝐴𝐴 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0  (19) 

 

จากนั้ นแทนสมการท่ี (8) ลงในสมการท่ี (19) และใช้

ความสัมพันธ์ของความเครียดจากสมการท่ี (7) ทําให้

สามารถคาํนวณระยะ 𝑐𝑐 ไดด้งัสมการท่ี (20) 

 

𝑐𝑐 =  
∫ 𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑ℎ/2
−ℎ/2

∫ 𝐸𝐸(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑ℎ/2
−ℎ/2

  (20) 

 

3. การหาคําตอบเชิงวิเคราะห์  

ในการหาคาํตอบเชิงวิเคราะห์จะเร่ิมตน้ดว้ยการเขียนตวั

แปรต่างๆ ให้อยู่ในรูปตวัแปรไร้มิติเพ่ือให้สมการต่างๆ อยู่

ในรูปอยา่งกระชบัและสะดวกในการหาคาํตอบซ่ึงแสดงได้

ดงัสมการท่ี (21) 

 

𝑤𝑤� = 𝑤𝑤
𝐿𝐿

, 𝑥̅𝑥 = 𝑥𝑥
𝐿𝐿

, 𝜂𝜂 = 𝑘𝑘𝐿𝐿4

𝐷𝐷
, 𝑞𝑞� = 𝑞𝑞𝐿𝐿3

𝐷𝐷
  (21) 

 

จากสมการท่ี (21) สามารถเขียนสมการควบคุมของปัญหา 

(18) ใหม่ให้อยูใ่นรูปของตวัแปรไร้มิติไดด้งัสมการท่ี (22) 
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𝑑𝑑4𝑤𝑤�
𝑑𝑑𝑥̅𝑥4

+ 𝜂𝜂𝑤𝑤� = 𝑞𝑞�  (22) 

 

ส่วนค่าแรงเฉือนและโมเมนต์ดัดสามารถแสดงได้ดัง

สมการท่ี (23) และ (24) ตามลาํดบั 

 

𝑄𝑄 = 𝐷𝐷
𝐿𝐿2

 𝑑𝑑3𝑤𝑤�
𝑑𝑑𝑥̅𝑥3

  (23) 

𝑀𝑀 = 𝐷𝐷
𝐿𝐿

 𝑑𝑑2𝑤𝑤�
𝑑𝑑𝑥̅𝑥2

  (24) 

 

คาํตอบเชิงวิเคราะห์ของสมการท่ี (22) เป็นผลรวมของคาํตอบ

แบบเติมเตม็ (Complementary Solution) กบัคาํตอบแบบเฉพาะ 

(Particular Solution) และสามารถแสดงไดด้งัสมการท่ี (25) 

 

𝑤̄𝑤 = 𝑒𝑒𝜉𝜉𝑥̄𝑥[𝐶𝐶1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐( 𝜉𝜉𝑥̄𝑥) + 𝐶𝐶2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠( 𝜉𝜉𝑥̄𝑥)] 

     +𝑒𝑒−𝜉𝜉𝑥̄𝑥[𝐶𝐶3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐( 𝜉𝜉𝑥̄𝑥) + 𝐶𝐶4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠( 𝜉𝜉𝑥̄𝑥)] + 𝑞̄𝑞
𝜂𝜂

 
(25) 

 

เม่ือ 𝜉𝜉 = �𝜂𝜂4

√2
 ส่วนค่าคงท่ี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2,𝐶𝐶3  และ 𝐶𝐶4  หาได้จาก

เ ง่ือนไขขอบเขตท่ีตําแหน่ง  𝑥̄𝑥 = 0 และ 𝑥̄𝑥 = 1 โดยมี

รายละเอียดดงัต่อไปน้ี 

3.1. คานอย่างง่าย (Simple Beam) 

เง่ือนไขขอบเขตของคานอย่างง่ายคือ 𝑤̄𝑤(0) = 𝑀𝑀(0) =

0 และ 𝑤̄𝑤(1) = 𝑀𝑀(1) = 0 แทนเง่ือนไขน้ีลงในสมการท่ี 

(23) และ (25) จะไดค้่าคงท่ีดงัสมการท่ี (26)–(29) 

 

𝐶𝐶1 = −� 𝑒𝑒𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)+1
2𝑒𝑒𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)+𝑒𝑒2𝜉𝜉+1

� 𝑞̄𝑞
𝜂𝜂

  (26) 

𝐶𝐶2 = −� 𝑒𝑒𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉)
2𝑒𝑒𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)+𝑒𝑒2𝜉𝜉+1

� 𝑞̄𝑞
𝜂𝜂

  (27) 

𝐶𝐶3 = −� 𝑒𝑒𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)+𝑒𝑒2𝜉𝜉

2𝑒𝑒𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)+𝑒𝑒2𝜉𝜉+1
� 𝑞̄𝑞
𝜂𝜂

  (28) 

𝐶𝐶4 = −� 𝑒𝑒𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉)
2𝑒𝑒𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)+𝑒𝑒2𝜉𝜉+1

� 𝑞̄𝑞
𝜂𝜂

  (29) 

 

3.2. คานปลายย่ืน (Cantilever Beam) 

สําหรับคานปลายย่ืนจะมีเง่ือนไขขอบเขตดังน้ี 𝑤̄𝑤(0) =
𝑑𝑑𝑤̄𝑤
𝑑𝑑𝑥̄𝑥

= 0 และ 𝑄𝑄(1) = 𝑀𝑀(1) = 0 จากเง่ือนไขดังกล่าวจะ

ไดค้่าคงท่ีดงัสมการท่ี (30)–(33) 

 

𝐶𝐶1 = −
�2𝑒𝑒

2𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜉𝜉)−2𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)
+𝑒𝑒2𝜉𝜉+1

�

4𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜉𝜉)+𝑒𝑒4𝜉𝜉+2𝑒𝑒2𝜉𝜉+1
𝑞̄𝑞
𝜂𝜂

  (30) 

𝐶𝐶2 = −
�2𝑒𝑒

2𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜉𝜉)+2𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)
−𝑒𝑒2𝜉𝜉−1

�

4𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜉𝜉)+𝑒𝑒4𝜉𝜉+2𝑒𝑒2𝜉𝜉+1
𝑞̄𝑞
𝜂𝜂

  
(31) 

𝐶𝐶3 = −
�2𝑒𝑒

2𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜉𝜉)+2𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)
+𝑒𝑒4𝜉𝜉+𝑒𝑒2𝜉𝜉

�

4𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜉𝜉)+𝑒𝑒4𝜉𝜉+2𝑒𝑒2𝜉𝜉+1
𝑞̄𝑞
𝜂𝜂

  
(32) 

𝐶𝐶4 = −
�−2𝑒𝑒

2𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜉𝜉)+2𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)
+𝑒𝑒4𝜉𝜉+𝑒𝑒2𝜉𝜉

�

4𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜉𝜉)+𝑒𝑒4𝜉𝜉+2𝑒𝑒2𝜉𝜉+1
𝑞̄𝑞
𝜂𝜂

  
(33) 

 

3.3. คานปลายยึดแน่น (Fixed End Beam) 

คานแบบยึดแน่นมีเง่ือนไขขอบเขตดงัน้ี 𝑤̄𝑤(0) = 𝑑𝑑𝑤̄𝑤
𝑑𝑑𝑥̄𝑥

=

0 และ 𝑤̄𝑤(1) = 𝑑𝑑𝑤̄𝑤
𝑑𝑑𝑥̄𝑥

(1) = 0 จากเง่ือนไขน้ีทาํให้ไดค้่าคงท่ี

ดงัสมการท่ี (34)–(37) 

 

𝐶𝐶1 = −

�
2𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜉𝜉)−2𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)

+𝑒𝑒3𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)+𝑒𝑒3𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉)
−𝑒𝑒𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)+𝑒𝑒𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉)−3𝑒𝑒2𝜉𝜉+1

�

4𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜉𝜉)+𝑒𝑒4𝜉𝜉−6𝑒𝑒2𝜉𝜉+1
𝑞̄𝑞
𝜂𝜂

  
(34) 

𝐶𝐶2 = −

�
2𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜉𝜉)+2𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)
−𝑒𝑒2𝜉𝜉−𝑒𝑒3𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)+𝑒𝑒3𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉)
+𝑒𝑒𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)−3𝑒𝑒𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉)−1

�

4𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜉𝜉)+𝑒𝑒4𝜉𝜉−6𝑒𝑒2𝜉𝜉+1
𝑞̄𝑞
𝜂𝜂

  
(35) 

𝐶𝐶3 = −

�
2𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜉𝜉)+2𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)
+𝑒𝑒4𝜉𝜉−𝑒𝑒3𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)−𝑒𝑒3𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉)
+𝑒𝑒𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)−𝑒𝑒𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉)−3𝑒𝑒2𝜉𝜉

�

4𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜉𝜉)+𝑒𝑒4𝜉𝜉−6𝑒𝑒2𝜉𝜉+1
𝑞̄𝑞
𝜂𝜂

  
(36) 

𝐶𝐶4 =

�
2𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜉𝜉)−2𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)
−𝑒𝑒4𝜉𝜉+𝑒𝑒3𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)+3𝑒𝑒3𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉)
−𝑒𝑒𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)−𝑒𝑒𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉)−𝑒𝑒2𝜉𝜉

�

4𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜉𝜉)+𝑒𝑒4𝜉𝜉−6𝑒𝑒2𝜉𝜉+1
𝑞̄𝑞
𝜂𝜂

  
(37) 

 

3.4. คานย่ืนปลายหนุน (Propped Cantilever Beam) 

คานปลายย่ืนปลายหนุนมีเง่ือนไขขอบเขตดงัน้ี 𝑤̄𝑤(0) =
𝑑𝑑𝑤̄𝑤
𝑑𝑑𝑥̄𝑥

= 0 และ 𝑤̄𝑤(1) = 𝑀𝑀(1) = 0 ซ่ึงทําให้ได้ค่าคงท่ีดัง

สมการท่ี (38)–(41) 

 

𝐶𝐶1 = −
�
2𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜉𝜉)+2𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)
−𝑒𝑒3𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)−𝑒𝑒𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)−𝑒𝑒2𝜉𝜉+1

�

4𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)−𝑒𝑒4𝜉𝜉+1
𝑞̄𝑞
𝜂𝜂

  
(38) 

𝐶𝐶2 =

�
2𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜉𝜉)−2𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)

+𝑒𝑒3𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉)−2𝑒𝑒𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)
+𝑒𝑒𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉)−𝑒𝑒2𝜉𝜉+1

�

4𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)−𝑒𝑒4𝜉𝜉+1
𝑞̄𝑞
𝜂𝜂

  
(39) 

𝐶𝐶3 =
�
2𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜉𝜉)−2𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)
−𝑒𝑒3𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)−𝑒𝑒𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)+𝑒𝑒4𝜉𝜉−𝑒𝑒2𝜉𝜉

�

4𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)−𝑒𝑒4𝜉𝜉+1
𝑞̄𝑞
𝜂𝜂

  
(40) 

𝐶𝐶4 =
�

2𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜉𝜉)+2𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)
−2𝑒𝑒3𝜉𝜉 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)−𝑒𝑒3𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉)−𝑒𝑒𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉)

+𝑒𝑒4𝜉𝜉−𝑒𝑒2𝜉𝜉
�

4𝑒𝑒2𝜉𝜉 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜉𝜉) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜉𝜉)−𝑒𝑒4𝜉𝜉+1
𝑞̄𝑞
𝜂𝜂

  
(41) 

 

4. การหาคําตอบด้วยวิธีกาเลอร์คินไฟไนต์เอลิเมนต์ 

วตัถุประสงคใ์นการพฒันาวิธีกาเลอร์คินไฟไนต์เอลิเมนต์

ก็เพ่ือตรวจสอบความถูกตอ้งของคาํตอบเชิงวิเคราะห์ท่ีไดท้าํ

การสร้างขึ้นมาก่อนหน้าน้ีโดยมีรายละเอียดดงัต่อไปน้ี 
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เร่ิมต้นทาํการคูณฟังก์ชันนํ้ าหนักเข้ากับสมการท่ี (18) 

จากนั้นทาํการอินทิเกรตตลอดความยาวคานและกาํหนดให้มี

ค่าเป็นศูนยซ่ึ์งสามารถแสดงไดด้งัสมการท่ี (42) 

 

∫ �𝐷𝐷 𝑑𝑑4𝑤𝑤
𝑑𝑑𝑥𝑥4

+ 𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑞𝑞� 𝑣̄𝑣𝐿𝐿
0 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0  (42) 

 

เม่ือ 𝑣̅𝑣 คือฟังก์ชนันํ้ าหนกั ต่อมาทาํการอินทิเกรตแยกส่วน

สมการท่ี (42) จนกระทัง่ไดด้งัสมการท่ี (43) 

 

𝐷𝐷 ∫ 𝑑𝑑2𝑤𝑤
𝑑𝑑𝑥𝑥2

𝑑𝑑2𝑣̄𝑣
𝑑𝑑𝑥𝑥2

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑘𝑘 ∫ 𝑤𝑤𝑣̅𝑣𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑞𝑞 ∫ 𝑣̅𝑣𝑑𝑑𝑑𝑑 +𝐿𝐿
0

𝐿𝐿
0

𝐿𝐿
0

(𝑄𝑄𝑣̅𝑣 + 𝑀𝑀 𝑑𝑑𝑉𝑉�

𝑑𝑑𝑑𝑑
)�
0

𝐿𝐿
= 0  

(43) 

 

ทาํการแบง่คานออกเป็นช้ินส่วนยอ่ย (Element) จาํนวน 

𝑁𝑁𝐸𝐸  ช้ิน และกาํหนดให้แต่ละช้ินส่วนประกอบด้วยจุดต่อ 

(Node) จํานวน 2 จุด โดยแต่ละจุดต่อมีดีกรีความอิสระ

เท่ากับ 2 ได้แก่ 1) การเคล่ือนท่ีในแนวด่ิง 𝑤𝑤𝑖𝑖  และ 2) มุม

หมุน 𝜃𝜃𝑖𝑖 = 𝑑𝑑𝑤𝑤𝑖𝑖/𝑑𝑑𝑑𝑑 (𝑖𝑖 = 1,2) แสดงดงัรูปท่ี 2 จากนั้นทาํ

การประมาณระยะการโก่งตวัในแต่ละช้ินส่วนย่อยจากการ

เคล่ือนท่ีในแนวด่ิงและมุมหมุนของจุดต่อทั้งสองข้างซ่ึง

สามารถแสดงไดด้งัสมการท่ี (44) 

 

𝑤𝑤 = [𝑁𝑁]{𝑑𝑑}  (44) 

 

เม่ือ {𝑑𝑑} = [𝑤𝑤1 𝜃𝜃1 𝑤𝑤2 𝜃𝜃2] คือ เวกเตอร์การเคล่ือนท่ี

ของจุดต่อและ  [𝑁𝑁] = [𝑁𝑁1 𝑁𝑁2 𝑁𝑁3 𝑁𝑁4]คือ เมตริก

ฟังก์ชันรูปร่างโพลีโนเมียลอันดับท่ีสาม  (Cubic Poly-

nomial Shape Function) ซ่ึงแสดงไดด้งัสมการท่ี (45)–(48) 

 

𝑁𝑁1 = 1 − 3 𝑥𝑥2

𝑙𝑙2
+ 2 𝑥𝑥3

𝑙𝑙3
  (45) 

𝑁𝑁2 = 𝑥𝑥 − 2 𝑥𝑥2

𝑙𝑙
+ 𝑥𝑥3

𝑙𝑙2
  (46) 

𝑁𝑁3 = 3 𝑥𝑥2

𝑙𝑙2
− 2 𝑥𝑥3

𝑙𝑙3
  (47) 

𝑁𝑁4 =
𝑥𝑥3

𝑙𝑙2
−
𝑥𝑥2

𝑙𝑙
 (48) 

 

เม่ือ 𝑙𝑙 คือ ความยาวของช้ินส่วนยอ่ย 

 

1w 2w

2θ1θ
l1 2  

รูปท่ี 2 ลกัษณะช้ินส่วนย่อยของคานและดีกรีความอิสระของ

จุดต่อ 

 

สําหรับวิธีกาเลอร์คินไฟไนต์เอลิเมนต์จะกําหนดให้

ฟั ง ก์ ชั น นํ้ า ห นัก เ ป็ น ฟั ง ก์ ชั น รู ป ร่ า ง  (𝑣̄𝑣𝑖𝑖 = 𝑁𝑁𝑖𝑖 ,  𝑖𝑖 =

1,2,3,4) จากนั้นแทนสมการท่ี (44) ลงในสมการท่ี (43) 

และแทนฟังก์ชนันํ้ าหนกัดว้ยฟังก์ชนัรูปร่างซ่ึงจะทาํให้ได้

ความสัมพนัธ์ดงัสมการท่ี (49)  

 

[𝐾𝐾]{𝛥𝛥} = {𝐹𝐹} (49) 

 

เม่ือ {𝛥𝛥} = ∑ {𝑑𝑑}𝑁𝑁𝐸𝐸
𝑖𝑖=1  คือเวกเตอร์การเคล่ือนท่ีของจุดต่อ

[𝐾𝐾] = ∑ [𝑘𝑘𝑒𝑒]𝑁𝑁𝐸𝐸
𝑖𝑖=1  คือเมตริกค่าความแข็งแกร่งของระบบ

โครงสร้างและ{𝐹𝐹} = ∑ {𝑓𝑓𝑒𝑒}𝑁𝑁𝐸𝐸
𝑖𝑖=1  คือเวกเตอร์ของนํ้ าหนัก

บรรทุก โดยท่ีเมตริก [𝑘𝑘𝑒𝑒] และเวกเตอร์ {𝑓𝑓𝑒𝑒} ของแต่ละช้ิน

ส่วนยอ่ยซ่ึงแสดงไดด้งัสมการท่ี (50) และ (51) ตามลาํดบั 

 

[𝑘𝑘𝑒𝑒] = 𝐷𝐷
𝑙𝑙3
�

12 6𝑙𝑙 −12 6𝑙𝑙
6𝑙𝑙 4𝑙𝑙2 −6𝑙𝑙 2𝑙𝑙2
−12 −6𝑙𝑙 12 −6𝑙𝑙
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� +
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⎥
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(50) 

{𝑓𝑓𝑒𝑒} = 𝑞𝑞
12
�

6𝑙𝑙
𝑙𝑙2
6𝑙𝑙
−𝑙𝑙2

�  (51) 

 

ในการหาคาํตอบทาํไดด้ว้ยการแทนเง่ือนไขขอบเขตลงใน

สมการท่ี (49) และทาํการแกส้มการดงักล่าวจนไดเ้วกเตอร์การ

เคล่ือนท่ีของจุดต่อ {𝛥𝛥} จากนั้ นสร้างเวกเตอร์ {𝑑𝑑} จาก

เวกเตอร์ {𝛥𝛥} และทาํการแทนเวกเตอร์  {𝑑𝑑} ท่ีไดล้งในสมการ

ท่ี (44) ก็จะทาํให้ได้ระยะการโก่งตัวของคานในแต่ละช้ิน

ส่วนยอ่ย 
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5. ผลการวิเคราะห์และอธิปายผล 

งานวิจยัน้ีจะสมมุติให้คานทาํจากอะลูมิเนียมออกไซด์/

อะลูมิเนียม (Al2O3/Al) เพ่ือศึกษาผลกระทบของรูพรุนต่อ

พฤติกรรมการดดัตามแบบจาํลองท่ีนําเสนอ โดยวสัดุเชิง

ประกอบแบบ FGMs ท่ีท ําขึ้ นจากอะลูมิเนียมออกไซด์/

อะลูมิเนียมนั้นจะมีความแข็งแรงสูง ต้านทานความร้อน

และการกดักร่อนไดดี้ และพบว่ามีการประยุกตใ์ชง้านดา้น

วิศวกรรมยานยนต์และวิศวกรรมอวกาศ [3],[20],[21] 

เช่น จานเบรก, ปลอกเคร่ืองยนต์, พดัลมในเคร่ืองยนต์และ

ใบพดักังหันก๊าซ เป็นต้น โดยคุณสมบัติของอะลูมิเนียม

ออกไซดแ์ละอะลูมิเนียมรวมถึงพารามิเตอร์ต่างๆ ของคาน

ท่ีใชใ้นการวิเคราะห์แสดงดงัตารางท่ี 1  

5.1. ตรวจสอบความถูกต้องของคําตอบเชิงวิเคราะห์ 

ก่อนทาํการศึกษาพฤติกรรมการดดัของคานจะเร่ิมตน้ดว้ย

การเปรียบเทียบผลการคาํนวณท่ีไดจ้ากคาํตอบเชิงวิเคราะห์

กบัคาํตอบจากวิธีกาเลอร์คินไฟไนต์เอลิเมนต์เพ่ือตรวจสอบ

ความถูกตอ้งของคาํตอบเชิงวิเคราะห์ท่ีได้พฒันาขึ้นมา โดย

ขั้นตอนต่างๆ ของวิธีกาเลอร์คินไฟไนตเ์อลิเมนตด์งัท่ีไดก้ล่าว

มาในหัวข้อท่ี 4 จะถูกพฒันาเป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์ซ่ึง

เขียนด้วยโปรแกรม MATLAB สําหรับข้อมูลท่ีใช้ในการ

วิเคราะห์กาํหนดให้เป็นไปตามตารางท่ี 1 และให้รูพรุนมีการ

กระจายแบบไม่สมํ่าเสมอโดยค่าดัชนีเลขยกกําลัง 𝑝𝑝 และ

สัมประสิทธ์ิความพรุน 𝑒𝑒0มีค่าเท่ากบั 2 และ 0.5 ตามลาํดบั  

 

ตารางท่ี 1 คุณสมบติัต่างๆ ของคานเชิงประกอบแบบ FG  

คุณสมบติั ค่าต่างๆ 

โมดูลสัยืดหยุน่ท่ีผิวบน 𝐸𝐸𝑡𝑡 (Al2O3) 380 GPa 

โมดูลสัยืดหยุน่ท่ีผิวล่าง 𝐸𝐸𝑏𝑏  (Al) 70 GPa 

ความยาวคาน 𝐿𝐿 5 m 

ความกวา้งของหนา้ตดั 𝑏𝑏 0.2 m 

ความหนาของหนา้ตดั ℎ 0.4 m 

ค่าความแขง็แกร่งของฐานรากยืดหยุน่ 𝑘𝑘 1×106 N/m2 

นํ้าหนกับรรทุกแบบสมํ่าเสมอ 𝑞𝑞 1×104 N/m 

 

สําหรับความถูกตอ้งของการวิเคราะห์ดว้ยวิธีกาเลอร์คิน

ไฟไนต์เอลิเมนต์นั้นจะขึ้นอยู่กบัจาํนวนช้ินส่วนย่อย อย่างไร

ก็ตาม หากใช้ช้ินส่วนย่อยท่ีมีจํานวนมากก็จะทําให้การ

คาํนวณใช้เวลามากขึ้นตามไปดว้ย ตารางท่ี 2 แสดงระยะการ

โก่งตัวท่ีตาํแหน่งก่ึงกลางของคานแบบต่างๆ ซ่ึงจะเห็นว่า

คาํตอบท่ีได้จากทั้งสองวิธีมีค่าท่ีสอดคล้องกัน โดยผลการ

วิเคราะห์ดว้ยวิธีกาเลอร์คินไฟไนต์เอลิเมนต์จะให้คาํตอบท่ี

เท่ากบัวิธีเชิงวิเคราะห์เม่ือมีจาํนวนช้ินส่วนย่อยตั้งแต่ 8 ช้ิน

เป็นตน้ไป ดงันั้นจากผลดงักล่าวสามารถยืนยนัความถูกตอ้ง

ของคาํตอบเชิงวิเคราะห์ท่ีไดพ้ฒันาขึ้นมาและจะนาํไปใชใ้น

การศึกษาพฤติกรรมการดดัของคานต่อไป  

5.2. อิทธิพลของรูพรุนต่อค่าโมดูลัสยืดหยุ่นและตําแหน่ง

ของแกนสะเทิน 

รูปท่ี 3 แสดงลกัษณะการกระจายของค่าโมดูลสัยืดหยุ่น

ตลอดความหนาของหน้าตดัซ่ึงคาํนวณจากสมการท่ี (1) จาก

รูปจะเห็นว่าโมดูลสัยืดหยุ่นท่ีผิวบนและผิวล่างมีค่าเท่ากับ 

380 GPa และ 70 GPa ตามลาํดบั เน่ืองจากท่ีตาํแหน่งผิวบนมี

ส่วนประกอบเป็นอะลูมิเนียมออกไซด์ (Al2O3) 100% และ

อะลูมิเนียม (Al) 0% ในทางกลบักนัท่ีผิวล่างจะมีส่วนประกอบ

ของอะลูมิเนียมออกไซด์ (Al2O3) 0% และอะลูมิเนียม (Al) 

100% นอกจากน้ียงัพบว่าค่าโมดูลสัยืดหยุ่นในช่วงระหว่างผิว

บนจนถึงผิวล่างมีค่าท่ีลดลงเม่ือสัมประสิทธ์ิความพรุนมีค่าท่ี

เพ่ิมขึ้นนั้นเป็นเพราะสัมประสิทธ์ิความพรุนเป็นพารามิเตอร์ท่ี

แสดงถึงปริมาณความพรุนของวสัดุ หากวสัดุท่ีมีความพรุนสูง

ค่าของสัมประสิทธ์ิความพรุนก็จะมีค่าสูงตามไปด้วยซ่ึงจะ

ส่งผลให้โมดูลสัยืดหยุน่มีค่าท่ีลดลง  

 

ตารางท่ี 2 ผลการเปรียบเทียบระยะการโก่งตัวท่ีตาํแหน่ง

ก่ึงกลาง (𝑥̄𝑥 = 0.5) ของคานแบบต่างๆ  

วิธีหาคาํตอบ 
จาํนวนช้ิน

ส่วนยอ่ย 

𝑤̄𝑤 × 105  

1) คานอยา่งง่าย  2) คานปลายย่ืน 

เชิงวิเคราะห ์ - 14.7405 36.2882 

กาเลอร์คิน

ไฟไนตเ์อลิ

เมนต ์

2 14.7482 36.3014 

4 14.7410 36.2891 

6 14.7406 36.2884 

8 14.7405 36.2882 

10 14.7405 36.2882 
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ตารางท่ี 2 ผลการเปรียบเทียบระยะการโก่งตัวท่ีตาํแหน่ง

ก่ึงกลาง (𝑥̄𝑥 = 0.5) ของคานแบบต่างๆ (ต่อ) 

วิธีหาคาํตอบ 
จาํนวนช้ิน

ส่วนยอ่ย 

𝑤̄𝑤 × 105  

3) คานปลาย

ยึดแน่น 

4) คานย่ืนหนุน

ปลาย 

เชิงวิเคราะห ์ - 3.0932 6.1065 

กาเลอร์คิน

ไฟไนตเ์อลิ

เมนต ์

2 3.0948 6.1098 

4 30933 6.1067 

6 3.0932 6.1066 

8 3.0932 6.1065 

10 3.0932 6.1065 

 

รูปท่ี 4 แสดงความสัมพนัธ์ระหว่างสัมประสิทธ์ิความพรุน

กบัตาํแหน่งของแกนสะเทิน จากรูปพบว่าเม่ือสัมประสิทธ์ิความ

พรุนมีค่าเพ่ิมขึ้นตาํแหน่งของแกนสะเทินจะเล่ือนสูงขึ้น 

เน่ืองจากตาํแหน่งของแกนสะเทินเป็นตาํแหน่งท่ีขนาดของ

แรงลพัธ์ในแนวแกน 𝑥𝑥 ท่ีอยู่เหนือแกนสะเทินมีค่าเท่ากบั

ขนาดของแรงลพัธ์ท่ีอยู่ใตแ้กนสะเทินซ่ึงแรงลพัธ์ทั้งสอง

จะแปรผนัโดยตรงกบัค่าโมดูลสัยืดหยุ่น จากรูปท่ี 3 จะเห็น

ว่าค่าโมดูลสัยืดหยุ่นบริเวณดา้นบนจะมีค่าสูงกว่าบริเวณ

ดา้นล่าง จึงทาํให้ตาํแหน่งของแกนสะเทินเล่ือนขึ้นเพ่ือให้

ข น า ด ข อ ง แ ร ง ลัพ ธ์ ทั้ ง ส อ ง มี ค่ า ท่ี เ ท่ า กัน แ ล ะ เ ม่ื อ

สัมประสิทธ์ิความพรุนมีค่าท่ีเพ่ิมขึ้นค่าโมดูลัสยืดหยุ่น

บริเวณดา้นล่างจะมีค่าน้อยกว่าบริเวณดา้นบนเพ่ิมมากขึ้น 

จึงเป็นสาเหตุท่ีทาํให้ตาํแหน่งของแกนสะเทินเล่ือนขึ้นไป

มากย่ิงขึ้น นอกจากน้ีพบว่าเม่ือดชันีเลขยกกาํลงัมีค่าสูงขึ้น

ตาํแหน่งของแกนสะเทินจะเล่ือนสูงขึ้นตามไปดว้ย 
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รูปท่ี 3 การกระจายของค่าโมดูลสัยืดหยุน่ตลอดความหนาของหน้าตดัเม่ือค่า 𝑝𝑝 = 0.5 (ก) การกระจายแบบไม่สมํ่าเสมอ (ข) การ

กระจายแบบ SCED 

 

5.3. อิทธิพลของรูพรุนและดัชนีเลขยกกําลังต่อการโก่งตัว

ของคาน 

รูปท่ี 5–6 แสดงการโก่งตวัของคานอย่างง่ายและคานปลาย

ย่ืน ตามลาํดบั เม่ือสัมประสิทธ์ิความพรุนมีค่าท่ีแตกต่างกัน 

จากรูปทั้งสองพบว่าการโก่งตวัของคานจะมีค่าท่ีเพ่ิมขึ้นเม่ือ

ค่าสัมประสิทธ์ิความพรุนมีค่าท่ีสูงขึ้น เพราะการเพ่ิมของค่า

สัมประสิทธ์ิความพรุนจะทาํให้โมดูลสัยืดหยุ่นมีค่าท่ีลดลง

ส่งผลให้ความแขง็แกร่งการดดัของคานมีค่าลดลงตามไปดว้ย 

เพ่ือเข้าใจถึงพฤติกรรมน้ีมากย่ิงขึ้ นจึงได้ทําการสร้าง

ความสัมพนัธ์ระหว่างสัมประสิทธ์ิความพรุนกบัอตัราส่วน

ความแข็งแกร่งการดดัของคานซ่ึงแสดงดงัรูปท่ี 7 จากรูปจะ

เห็นว่าเม่ือสัมประสิทธ์ิความพรุนมีค่าท่ีเพ่ิมขึ้นจะทาํให้ความ

แข็งแกร่งการดัดของคานมีค่าท่ีลดลง นอกจากน้ีพบว่าการ

กระจายของรูพรุนแบบไม่สมํ่ าเสมอมีอัตราการลดลงท่ี

มากกว่าการกระจายแบบ SCED 
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รูปท่ี 4 ความสัมพนัธ์ของสัมประสิทธ์ิความพรุนกบัตาํแหน่งของแกนสะเทิน (ก) การกระจายแบบไม่สมํ่าเสมอ (ข) การกระจาย

แบบ SCED 

 

ต่อมาจะทาํการศึกษาอิทธิพลของดชันีเลขยกกาํลงัต่อการ

โก่งตวัของคานซ่ึงดชันีเลขยกกาํลงัเป็นพารามิเตอร์ท่ีกาํหนด

ลกัษณะการกระจายและขนาดของโมดูลสัยืดหยุ่นรูปท่ี 8–9 

แสดงการโก่งตวัของคานอย่างงา่ยและคานปลายย่ืน ตามลาํดบั 

เม่ือดชันีเลขยกกาํลงัมีค่าท่ีแตกต่างกนั จากรูปพบว่าการโก่ง

ตัวของคานจะมีค่าเพ่ิมมากขึ้นเม่ือดัชนีเลขยกกําลังมีค่าท่ี

เพ่ิมขึ้น เพ่ือให้เขา้ใจถึงพฤติกรรมดงักล่าวมากย่ิงขึ้นจึงไดท้าํ

การสร้างลักษณะการกระจายของค่าโมดูลัสยืดหยุ่นตลอด

ความหนาของหน้าตดัเม่ือดชันีเลขยกกาํลงัมีค่าท่ีแตกต่างกนั

แสดงดงัรูปท่ี 10 จากรูปจะเห็นว่าเม่ือดชันีเลขยกกาํลงัมีค่าท่ี

เพ่ิมขึ้นโมดูลสัยืดหยุ่นจะมีค่าท่ีลดลง นัน่จึงเป็นสาเหตุท่ีทาํ

ให้ความแข็งแกร่งการดดัของคานมีค่าท่ีลดลงและส่งผลให้

การโก่งตวัของคานท่ีมีค่าดชันีเลขยกกาํลงัท่ีสูงมีการโก่งตวัท่ี

มากกว่าคานท่ีมีค่าดชันีเลขยกกาํลงัท่ีตํ่า 
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รูปท่ี 5 การโก่งตวัของคานอยา่งงา่ยเม่ือสัมประสิทธ์ิความพรุนมีค่าท่ีแตกต่างกนัและค่า 𝑝𝑝 = 2 (ก) การกระจายแบบไม่

สมํ่าเสมอ (ข) การกระจายแบบ SCED 

 

5.4. อิทธิพลของรูพรุนและดัชนีเลขยกกําลังต่อการกระจาย

ของความเค้นบนหน้าตัด 

เน้ือหาในส่วนน้ีจะทาํการวิเคราะห์คานอย่างง่ายและ

สร้างรูปการกระจายของความเคน้ 𝜎𝜎𝑥𝑥 ตลอดความหนาของ

หนา้ตดัท่ีตาํแหน่งตรงกลางคาน เพ่ือศึกษาผลกระทบของรู

พรุนและดชันีเลขยกกาํลงัต่อการกระจายของความเคน้บน

หนา้ตดั 
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(ก) การกระจายแบบไม่สมํ่าเสมอ 
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รูปท่ี 6 การโก่งตวัของคานปลายย่ืนเม่ือสัมประสิทธ์ิความ

พรุนมีค่าท่ีแตกต่างกนัและค่า 𝑝𝑝 = 2 
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รูปท่ี 7 ความสัมพนัธ์ของสัมประสิทธ์ิความพรุนกบั

อตัราส่วนความแขง็แกร่งการดดัของคาน  

 

เม่ือ 𝐷𝐷0 คือ ความแขง็แกร่งการดดัของคานท่ีไม่มีรูพรุน 
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รูปท่ี 8 การโก่งตวัของคานอยา่งงา่ยเม่ือดชันีเลขยกกาํลงัมี

ค่าท่ีแตกต่างกนัและค่า 𝑒𝑒0 = 0.2 (ก) การกระจายแบบไม่

สมํ่าเสมอ (ข) การกระจายแบบ SCED 

 

รูปท่ี 11 แสดงการกระจายของความเค้น 𝜎𝜎𝑥𝑥 ตลอด

ความหนาของหน้าตัดเม่ือสัมประสิทธ์ิความพรุนมีค่าท่ี

แตกต่างกนั จากรูปจะเห็นว่าการกระจายของความเคน้ดึง

ของการกระจายรูพรุนทั้งสองแบบมีลักษณะท่ีคล้ายกัน 

โดยจะมีค่าท่ีเพ่ิมขึ้นเม่ือตาํแหน่งนั้นห่างจากแกนสะเทิน

มากย่ิงขึ้นซ่ึงมีลกัษณะเป็นเส้นโคง้และมีค่าสูงสุดท่ีผิวบน 

นอกจากน้ีพบว่าค่ า สูง สุดจะมีค่ า ท่ี ใกล้เคี ยงกันแม้

สัมประสิทธ์ิความพรุนจะมีค่าท่ีแตกต่างกนั ในทางกลบักนั 

การกระจายของความเค้นอดัจะมีลักษณะท่ีแตกต่างกัน 

โดยการกระจายของรูพรุนแบบไม่สมํ่าเสมอพบว่าความ

เค้นอัดจะมีค่าท่ีลดลงเม่ือสัมประสิทธ์ิความพรุนมีค่าท่ี

เพ่ิมขึ้นและค่าสูงสุดจะเกิดท่ีผิวล่าง ส่วนการกระจายความ

เคน้อดัของการกระจายของรูพรุนแบบ SCED จะมีลกัษณะ

การกระจายท่ีใกลเ้คียงกนัแมว่้าค่าสัมประสิทธ์ิความพรุนมี

ค่าท่ีแตกต่างกันก็ตามและพบว่าค่าสูงสุดจะเกิดท่ีผิวล่าง 



142  วิศวสารลาดกระบงั ปีท่ี 39 ฉบบัท่ี 3 กนัยายน 2565 

โดยคานท่ีมีสัมประสิทธ์ิความพรุนท่ีมากกว่าจะใหค้่าความ

เคน้อดัสูงสุดมากกว่าคานท่ีมีสัมประสิทธ์ิความพรุนท่ีนอ้ย

กว่าแต่มีค่าแตกต่างกนัไม่มาก 
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รูปท่ี 9 การโก่งตวัของคานปลายย่ืนเม่ือดชันีเลขยกกาํลงัมี

ค่าท่ีแตกต่างกนัและค่า 𝑒𝑒0 = 0.2 (ก) การกระจายแบบไม่

สมํ่าเสมอ (ข) การกระจายแบบ SCED 

 

รูปท่ี 12 แสดงการกระจายของความเค้น 𝜎𝜎𝑥𝑥 ตลอด

ความหนาของหน้าตดัเม่ือดชันีเลขยกกาํลงัมีค่าท่ีแตกต่าง

กัน จากรูปพบว่าการกระจายของรูพรุนทั้งสองแบบให้

ลกัษณะการกระจายของความเคน้ท่ีคลา้ยกนั โดยความเคน้

ดึงจะมีค่าท่ีเพ่ิมขึ้นตามระยะห่างจากแกนสะเทินและมี

ค่าสูงสุดท่ีผิวบนซ่ึงค่าสูงสุดน้ีจะมีค่าเพ่ิมขึ้นเม่ือดชันีเลข

ยกกําลังมีค่าท่ีเพ่ิมขึ้น ส่วนความเค้นอัดพบว่ามีค่าท่ีไม่

แน่นอนตามระยะห่างจากแกนสะเทิน โดยเฉพาะอย่างยิ่ง

เม่ือดชันีเลขยกกาํลงัมีค่าเท่ากบั 0.5 ความเคน้อดัจะมีการ

เปล่ียนแปลงเป็นอย่างมากท่ีบริเวณด้านล่างและพบว่า

ความเคน้อดัสูงสุดนั้นไม่ไดเ้กิดท่ีผิวล่าง 
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รูปท่ี 10 การกระจายของโมดูลสัยืดหยุน่ตลอดความหนา

ของหนา้ตดัเม่ือดชันีเลขยกกาํลงัมีค่าท่ีแตกต่างกนัและค่า 

𝑒𝑒0 = 0.2 (ก) การกระจายแบบไม่สมํ่าเสมอ (ข) การ

กระจายแบบ SCED 

 

5.5. อิทธิพลของรูพรุนและฐานรากยืดหยุ่นต่อโมเมนต์ดัด 

ต่อมาจะทาํการวิเคราะห์คานปลายยึดแน่นท่ีมีค่าความ

แข็งแกร่งของฐานรากยืดหยุน่ท่ีแตกต่างกนัและคาํนวณหา

โมเมนต์ดัดท่ีตาํแหน่ง𝑥̅𝑥 = 0 เพ่ือศึกษาผลกระทบของรู

พรุนและฐานรากยืดหยุ่นต่อโมเมนต์ดดัท่ีเกิดขึ้นโดยผล

การวิเคราะห์ดังกล่าวจะนําเสนอในรูปของอตัตราส่วน

โมเมนตด์ดั  𝑅𝑅𝑀𝑀 ซ่ึงแสดงไดด้งัสมการท่ี (52) 

 

𝑅𝑅𝑀𝑀 =
𝑀𝑀
𝑀𝑀𝑂𝑂

 (52) 

 

เม่ือ 𝑀𝑀 และ 𝑀𝑀𝑂𝑂 คือโมเมนตด์ดัของคานท่ีพิจารณาผลจากรู

พรุนและไม่พิจารณาผลจากรูพรุน ตามลาํดบั 
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รูปท่ี 13 แสดงความสัมพนัธ์ระหว่างอตัราส่วนโมเมนต์

ดดักบัความแขง็แกร่งของฐานรากยืดหยุ่นเม่ือสัมประสิทธ์ิ

ความพรุนมีค่าท่ีแตกต่างกัน จากรูปพบว่าอัตราส่วน

โมเมนต์ดดัของคานในทุกกรณีมีค่าท่ีน้อยกว่า 1 แสดงให้

เห็นว่าผลกระทบจากรูพรุนทาํให้โมเมนต์ดัดท่ีเกิดขึ้นมี

ค่าท่ีลดลง ซ่ึงคานท่ีมีสัมประสิทธ์ิความพรุนท่ีสูงจะเกิด

โมเมนต์ดดัท่ีน้อยกว่าคานท่ีมีสัมประสิทธ์ิความพรุนท่ีตํ่า 

นอกจากน้ี เม่ือค่าความแขง็แกร่งของฐานรากยืดหยุน่มีค่าท่ี

เพ่ิมขึ้นจะทาํให้อตัราส่วนโมเมนตด์ดัมีค่าท่ีลดลง โดยคาน

ท่ีมีสัมประสิทธ์ิความพรุนสูงจะมีอตัราการลดลงท่ีมากกว่า

คานท่ีมีสัมประสิทธ์ิความพรุนตํ่า พฤติกรรมดงักล่าวแสดง

ให้เห็นว่าฐานรากยืดหยุ่นมีอิทธิพลต่อคานท่ีมีความพรุน

สูงมากกว่าคานท่ีมีความพรุนตํ่า 
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รูปท่ี 11 การกระจายความเคน้ 𝜎𝜎𝑥𝑥 ตลอดความหนาของหนา้ตดัเม่ือสัมประสิทธ์ิความพรุนมีค่าท่ีแตกตา่งกนัและค่า𝑝𝑝 =

2 (ก) การกระจายแบบไม่สมํ่าเสมอ (ข) การกระจายแบบ SCED 
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รูปท่ี 12 การกระจายความเคน้ 𝜎𝜎𝑥𝑥 ตลอดความหนาของหนา้ตดัเม่ือดชันีเลขยกกาํลงัมีค่าท่ีแตกต่างกนัและค่า 𝑒𝑒0 = 0.2 (ก) 

การกระจายแบบไม่สมํ่าเสมอ (ข) การกระจายแบบ SCED 
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รูปท่ี 13 ความสัมพนัธ์ระหว่างอตัราส่วนโมเมนตด์ดักบัค่าความแขง็แกร่งของฐานรากยืดหยุน่เม่ือคานมีค่าสัมประสิทธ์ิความพรุน

ท่ีแตกต่างกนัและค่า 𝑝𝑝 = 2 (ก) การกระจายแบบไม่สมํ่าเสมอ (ข) การกระจายแบบ SCED 

 

6. สรุปผลการศึกษา 

บทความน้ีมีวตัถุประสงค์เพ่ือพฒันาแบบจาํลองสําหรับ

การศึกษาพฤติกรรมการดดัของคานเชิงประกอบแบบ FG วาง

บนฐานรากยืดหยุ่นและพิจารณาผลกระทบจากรูพรุนของ

วสัดุ โดยท่ีคาํตอบของปัญหาไดส้ร้างขึ้นจากวิธีเชิงวิเคราะห์

และไดท้าํการเปรียบเทียบกบัคาํตอบท่ีไดจ้ากวิธีกาเลอร์คิน

ไฟไนต์เอลิเมนต์เพ่ือประเมินความถูกตอ้งและพบว่าคาํตอบ

ทั้งสองวิธีมีความสอดคลอ้งกนั จากนั้นทาํการศึกษาอิทธิพล

ของพารามิเตอร์ต่างๆ ของแบบจาํลองต่อพฤติกรรมการดัด

ของคาน จากการศึกษาสามารถสรุปไดด้งัน้ี 

1) การเ พ่ิมขึ้ นของสัมประสิทธ์ิความพรุนทําให้

โมดูลสัยืดหยุน่มีค่าท่ีลดลง  

2) เม่ือสัมประสิทธ์ิความพรุนและดชันีเลขยกกาํลงัมี

ค่าเพ่ิมขึ้นจะทาํให้ตาํแหน่งของแกนสะเทินเล่ือน

สูงขึ้น นอกจากน้ียงัทาํให้ความความแขง็แกร่งการ

ดดัมีค่าท่ีลดลงจึงเป็นสาเหตุท่ีทาํให้คานมีการโก่ง

ตวัท่ีเพ่ิมขึ้น 

3) ค่าสัมประสิทธ์ิความพรุนและดัชนีเลขยกกําลัง

ส่งผลกระทบต่อลกัษณะการกระจายของความเคน้

ตามแนวแกน 𝑥𝑥 บนหนา้ตดั 

4) คานท่ีมีความพรุนสูงจะไดรั้บอิทธิพลจากฐานราก

ยืดหยุน่มากกว่าคานท่ีมีความพรุนตํ่า 
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