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บทคัดย่อ 

สมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ซ่ึงแบ่งโดเมนย่อยออกเป็นเอลิเมนต์รอบโหนดของเอลิเมนต์หลกัรูปหลายเหล่ียมสําหรับปัญหาใน

สองมิติไดถู้กนําเสนอในคร้ังน้ี เอลิเมนต์หลกัรูปหลายเหล่ียมท่ีไดจ้ากสองรูปแบบคือ DistMesh และ PolyMesher จะถูกแบ่ง

ออกเป็นรูปส่ีดา้นเล็ก ๆ ท่ีเรียกว่าเซลหรือเอลิเมนต์สมํ่าเสมอ รอบโหนดของเอลิเมนต์หลกัหลายเหล่ียม ปัญหาทดสอบท่ีใช้คือ

คานเซลลูล่าร์ท่ีมีรูเจาะจาํนวนห้ารูเจาะตามความยาวของคานสําหรับเป็นตวัแทนโดเมนของปัญหาท่ีไม่ต่อเน่ือง ปลายคานอิสระ

ดา้นไกลถูกกระทาํดว้ยแรงเฉือนในแนวด่ิงในขณะท่ีปลายดา้นตรงขา้มถูกกาํหนดให้เป็นฐานรองรับแบบยึดแน่น ตรวจสอบการ

วิเคราะห์สามแบบท่ีรวมถึงแบบสถิตยศาสตร์ การส่ันแบบอิสระและการส่ันแบบชั่วขณะตามลาํดบั เพ่ือความสะดวกในการ

คาํนวณ จะสมมุติให้เมทริกต์มวลเป็นแบบรวมผลเพ่ือหลีกเล่ียงการอินทิเกรตเชิงตวัเลขของฟังก์ชั่นรูปร่างการประมาณภายใน 

ดว้ยความสามารถท่ีรอบดา้น มีเสถียรภาพและประสิทธิภาพในการเป็นเคร่ืองมือท่ีใชส้ําหรับการอินทิเกรตตามเวลา การศึกษาคร้ัง

น้ี จะใชวิ้ธีของนิวมารค ์การวิเคราะห์แบบสถิตยศาสตร์นั้น PolyMesher ไดแ้สดงให้เห็นถึงประสิทธิภาพท่ีดีกว่า DistMesh อยา่งมี

นัยสําคญัทั้งในเร่ืองความแม่นยาํของผลลพัธ์และอตัราการลู่เข้าหาผลเฉลยท่ีใกล้เคียงผลเฉลยแม่นตรง ในทางตรงกันข้าม 

ถึงแมว่้าผลลพัธ์จากทั้งการวิเคราะห์ทางพลศาสตร์แบบอิสระและแบบแรงกระทาํ จะแสดงให้เห็นว่ามีความสอดคลอ้งกับค่า

ใกล้เคียงผลเฉลยแม่นตรง ประสิทธิภาพของ DistMesh ท่ีดีกว่าเล็กน้อย สามารถสังเกตได้ในกรณีของการส่ันแบบอิสระ มี

ขอ้สังเกตว่า ความแตกต่างของคาํตอบระหว่างการสร้างเอลิเมนต์หลายเหล่ียมจากทั้งสองกรณีมีค่าน้อยมากจนสามารถละเลยได ้

แต่ไม่ใช่กบักรณีของสถิตยศาสตร์ 

คําสําคัญ: เอลิเมนตรู์ปหลายเหล่ียม, สมูทไฟไนทเ์อลิเมนตแ์บบเอลิเมนตย์อ่ยตามโหนด, การส่ันแบบอิสระและแรงกระทาํ, 

คานเซลลูล่าร์ 
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Abstract 

N-Sided polytype smoothed finite element based on polygonal-node for two-dimensional problem is presented. Polygonal 

elements obtained from different algorithms namely DistMesh and PolyMesher will be further divided into small quadrilateral shape, 

referred as smoothing cells or elements, around the corresponding polygonal nodes. Benchmark problem was a castellated beam 

punched with five holes along its longitudinal axis representing discontinuous problem domain. Its far free edge is subjected to vertical 

shear traction while the opposite ended is designed as fixed support. Three analyses were investigated including static, free vibration, 

and transient vibration, respectively. For sake of simplicity, a lumped mass matrix is assumed to avoid numerical integration for shape 

functions. Due to its versatile yet stability and powerful time integration tool, an implicit Newmark-Beta method is employed. For 

static analysis, PolyMesher has shown better performance significantly for both accuracy and convergence rate to close-to-exact 

solution than DistMesh. Contradictory, although the results from free and forced dynamic analyses have shown in good agreement 

with close-to-exact solutions, a slightly better performance on DistMesh can be observed for free vibration. It is worth noting that the 

differences of results between both polygonal element creation are very small and negligible but not applicable for static case.  

Keywords: N-Sided Polygonal element, Node-based strain smoothed finite element, free and forced vibrations, castellated 

beam 

1 บทนํา 

ตั้ งแต่วันท่ีคอมพิวเตอร์มีการพัฒนาอย่างรวดเ ร็ว

สามารถคาํนวณปัญหาต่าง ๆ ท่ีมีความซับซ้อนได้อย่าง

รวดเร็วรวมทั้ งให้ผลลัพธ์ท่ีมีความแม่นยาํสูง วิธีการ

วิเคราะห์เชิงตวัเลข (Numerical Methods) ซ่ึงจดัว่าเป็นวิธีท่ี

มีประสิทธิภาพไม่นอ้ยไปกว่าวิธีการวิเคราะห์ (Analytical 

Methods) วิธีหน่ึง ก็เข้ามามีบทบาทมากย่ิงขึ้ นเ ม่ือต้อง

จัดการกับปัญหาท่ีมีความซับซ้อนหรือไม่สามารถหาผล

เฉลยแม่นตรงจากการวิเคราะห์ไดโ้ดยตรง 

วิธีไฟไนทเ์อลิเมนตไ์ดรั้บการยอมรับว่ามีประสิทธิภาพ

สูงสําห รับการแก้ปัญหาทั้ งแบบสถิตยศาสตร์ แ ล ะ

พลศาสตร์ (Static and Dynamics) แบบเชิงเส้นและไม่เชิง

เส้น (Linear and Nonlinear) ของปัญหาของแข็ง ของไหล 

สนามแม่เหล็กไฟฟ้า วัสดุชีวภาพ และอ่ืน ๆ ได้อย่าง

หลากหลาย [1–3] อยา่งไรก็ตาม ขอ้ดอ้ยของมนัในหลาย ๆ 

ด้าน [4] ก็กระตุ้นให้เกิดการคิดค้นวิธีใหม่ ๆ เพ่ือเพ่ิม

ประสิทธิภาพของการคาํนวณเชิงตวัเลขให้ดีมากย่ิงขั้น 

วิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ (Smoothed Finite Element; 

SFEM) [4] เป็นอีกหน่ึงวิธีท่ีถูกคิดค้นขึ้นมาเพ่ือเอาชนะ

ข้อด้อยของวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์ในอดีต วิธีดังกล่าว 

สามารถแบ่งย่อยออกได้ตามลักษณะของการสร้างเอลิ

เมนต์ย่อยต่อเน่ืองสมํ่าเสมอ (Smoothing Elements) ของเอ

ลิเมนตห์ลกั (Main Elements) ท่ีสามารถเป็นรูปสามเหล่ียม

(Triangular Element)  ส่ี เ ห ล่ี ย ม  (Quadrilateral Element) 

หรือรูปหลายเหล่ียมใด ๆ  (An Arbitrary n-Sided Polygonal 

Element) จากการแบ่งโดเมนของปัญหาออกเป็นส่วนเล็ก 

ๆ (Discretization) กล่าวคือ หากมีการสร้างเอลิเมนต์ย่อย

ต่อเน่ืองสมํ่าเสมออยู่ภายในเอลิเมนต์หลักดังกล่าว จะ

เรียกว่า Element-based SFEM หากมีการสร้างเอลิเมนต์

ย่อยต่อเ น่ืองสมํ่ าเสมอรอบโหนดของเอลิเมนต์หลัก 

เรียกว่า Node-based SFEM และหากมีการสร้างเอลิเมนต์

ยอ่ยดงักล่าวรอบขอบของเอลิเมนตห์ลกัแลว้ เรียกว่า Edge-

based SFEM (สําหรับปัญหาใน 2 มิติ) [5] หลกัการสร้างเอ

ลิเมนต์ย่อยต่อเน่ืองสมํ่าเสมอดงักล่าว ไดแ้สดงไวใ้นรูปท่ี 

1(ก)–(ค)  ตามลําดับ  (SD หมายถึง โดเมน/เอลิเมนต์

สมํ่าเสมอยอ่ย) 

วิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์แบบต่าง ๆ ได้ถูกนําไปใช้ใน

การวิเคราะห์ปัญหาทางวิศวกรรมทั้ ง 2 และ 3 มิติ อย่าง

แพร่หลาย วิเชียร และคณะ [6] ได้ศึกษาผลของอัตราส่วน

ความยาวดา้นทั้งสองแกนต่อประสิทธิภาพของสมูทไฟไนท์เอ

ลิเมนต์แบบแบ่งเอลิเมนต์ย่อยรูปส่ีเหล่ียมจาํนวน 4 เอลิเมนต์

ภายในเอลิเมนตห์ลกัรูปส่ีเหล่ียม ผลการศึกษาพบว่า 
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(ก) (ข) (ค) 

รูปท่ี 1 การสร้างเอลิเมนตย์อ่ย (ก) ภายใน (ข) ตามโหนด และ (ค) ตามดา้นของเอลิเมนตห์ลกัใน 2 มิติ 

 

ความแม่นย ําในการคํานวณขึ้ นอยู่กับอัตราส่วน

ดงักล่าวร่วมกบัจาํนวนของเอลิเมนตห์ลกัท่ีเพ่ิมขึ้น วิธีสมูท

ไฟไนทเ์อลิเมนต ์ยงัไดถู้กนาํไปประยกุตใ์ชก้บัปัญหาอย่าง

หลากหลาย ไดแ้ก่ ปัญหาการถ่ายเทความร้อน [7] ปัญหา

การวิเคราะห์อิลาสโตพลาสติค [8] ปัญหาการวิเคราะห์ดา้น

พลศาสตร์ [9] เป็นตน้ ผลการศึกษาเหล่านั้น แสดงให้เห็น

ความไดเ้ปรียบของวิธีสมูทไฟไนทเ์อลิเมนตท่ี์เหนือกว่าวิธี

ไฟไนทเ์อลิเมนต ์

นอกจากน้ี เสถียรภาพของการวิเคราะห์สมูทไฟไนทเ์อ

ลิเมนต์แบบสร้างเอลิเมนต์ย่อยตามโหนดนั้น พบว่าเป็น

แบบ Spatially Stable เน่ืองมาจากการท่ีจาํนวนของโดเมน

หรือเอลิเมนต์ยอ่ยสมํ่าเสมอท่ีถูกสร้างขึ้นตามโหนดของเอ

ลิเมนต์หลกันั้น มากกว่าขอ้กาํหนดจาํนวนของโดเมนย่อย

สมํ่าเสมอท่ีน้อยท่ีสุดท่ีตอ้งการสําหรับวิธีสมูทไฟไนทเ์อลิ

เมนต์เสมอ จึงทาํให้สามารถผ่านการทดสอบ Patch Test 

สาํหรับความมีเสถียรภาพของการวิเคราะห์เชิงตวัเลข [4] 

วัตถุประสงค์ของงานวิจัยในคร้ัง น้ี  มุ่งไปท่ีการ

เ ป รี ย บ เ ที ย บ อัต ร า ก า ร ลู่ เ ข้ า ห า ผ ล เ ฉ ล ย แ ม่ น ต ร ง 

(Convergent Rate) ของการเคล่ือนท่ีในแนวด่ิงสําหรับการ

วิเคราะห์ทางสถิตยศาสตร์ การหาค่าความถ่ีธรรมชาติ 

(Natural Frequencies) ห ก ลํ า ดั บ แ ร ก สํ า ห รั บ ก า ร

ส่ันสะเทือนแบบอิสระ รวมทั้ งการวิเคราะห์แบบแรง

กระทาํชัว่ขณะ (Transient Analysis) ตามลาํดบั โดยทาํการ

แบ่งโดเมนของปัญหาในระนาบสองมิติท่ีสนใจออกเป็นเอ

ลิเมนตห์ลกัรูปหลายเหล่ียมท่ีมีจาํนวนดา้นมากกว่าหรือเท่า

กับส่ีด้าน (N-Sided Polygonal Element) ด้วยอลักอริทึมท่ี

แตกต่างกนัสองแบบคือ DistMesh [10] และ PolyMesher 

[11] แล้วจึงทาํการสร้างเอลิเมนต์ย่อยต่อเน่ืองสมํ่าเสมอ 

(Smoothing Elements) ด้ ว ย เ อ ลิ เ ม น ต์ ท ร ง ส่ี ห น้ า 

(Quadrilateral Element) รอบโหนดของแต่ละเอลิเมนต์

หลักทั้ งหมด ปัญหาตัวอย่ าง ท่ี ใช้คือคานเซลลูล่า ร์  

(Castellated Beam) ท่ีมีรูเจาะวงกลมซ่ึงเป็นปัญหาแบบไม่

มีความต่อเน่ืองภายในโดเมน (Discontinuous Domain) 

เน่ืองจากไม่สามารถหาผลเฉลยแม่นตรง (Exact Solutions) 

ของคานตวัอย่างได ้ผลการวิเคราะห์ท่ีไดจ้ากการวิเคราะห์

ด้วยวิ ธีสมูทไฟไนท์ เอลิ เมนต์ดังกล่าว  จะถูกนําไป

เปรียบเทียบกับผลท่ีได้จากวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์ซ่ึงใช้

จํานวนของโครงตาข่ายขนาดเล็กแบบ (Quadrilateral 

element; Q4) เพ่ือเป็นตัวแทนของผลเฉลยท่ีใกล้เคียงผล

เฉลยแม่นตรง (Close-to-Exact Solution) 

บทความน้ีมีรายละเอียดเน้ือหาดงัต่อไปน้ี วตัถุประสงค์

ของงานวิจัย กล่าวถึงในส่วนท่ี 1 หลักการพ้ืนฐานของ

วิธีสมูทไฟไนทเ์อลิเมนตแ์บบหลายเหล่ียมท่ีมีการสร้างเอลิ

เมนต์ย่อยต่อเน่ืองสมํ่าเสมอรอบโหนดของเอลิเมนต์หลกั 

การสร้างสนามความเครียดต่อเน่ืองสมํ่าเสมอภายในเอลิ

เมนต์หลกั การอินทิเกรตเชิงตัวเลขของเวลารวมทั้งเมท

ริกซ์รวมแบบรวมผล ถูกกล่าวถึงในส่วนท่ี 2 วิธีการวิจัย 

รายละเอียดและขอบเขตของปัญหาตัวอย่างท่ีใช้สําหรับ

การวิเคราะห์ในคร้ังน้ี จะถูกกล่าวถึงในส่วนท่ี 3 ตามดว้ย

ผลของการศึกษาและบทสรุปในส่วนท่ี 4 และ 5 ตามลาํดบั 
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2 สมูทไฟไนท์เอลิเมนต์หลายเหลี่ยมแบบแบ่งโดเมน

ย่อยตามโหนดของเอลิเมนต์หลัก (N-sided Polygonal 

Node-based Strain Smoothed Finite Element) 

2.1 การสร้างเอลิ เมนต์ หลักรูปหลายเหลี่ ยม  (n-Sided 

Polygonal element creations) 

การแบ่งโดเมนของปัญหาใน 2 มิติที่สนใจออกเป็น

ส่วนหรือเอลิเมนต์ย ่อยนั้นนิยมสร้างโครงตาข่ายโดย

อาศยัโปรแกรมไฟไนท์เอลิเมนต์ที ่ใชง้านแพร่หลาย

ทัว่ไปหรือจากโปรแกรมที่ถ ูกสร้างขึ้นมา (In-house 

Code) สําหรับการสร้างโครงตาข ่ายโดยเฉพาะ เช่น 

DistMesh [10], PolyMesher [11], PolyTop [12], 

OpenMesh [13] หรือโปรแกรมอ่ืน ๆ การแบ่งโดเมนของ

ปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์หลกัรูปหลายเหล่ียมในคร้ังน้ี จะ

พิจารณาอลักอริทึมของการสร้างเอลิเมนตห์ลกัหลาย

เหลี่ยมจาก DistMesh และ PolyMesher ความแตกต่างที่

สําคญัของเอลิเมนต์รูปหลายเหล่ียมหลกัภายในขอบเขต

ของปัญหาที่ไดค้ ือ  วิธีแรกนั้น ทําการสร้างเอลิเมนต์

สามเหลี่ยมภายในโดเมนของปัญหาก่อน จากนั้น จึงทาํ

ก า ร กํา ห น ด จ ุด กึ่ง ก ล าง ด า้น แ ล ะ จ ุด ศ ูน ยก์ ล างของ

สามเหล่ียมแต่ละรูปก่อน แลว้จึงทาํการลากเส้นเช่ือมต่อ

ระหว่างจุดต่าง ๆ เหล่านั้นดงัรูปที่ 2(ก) ขั้นตอนสุดทา้ย 

เป็นการลบดา้นและโหนดทั้งหมดท่ีอยู่ภายในโดเมนของ

ปัญหา จะไดเ้อลิเมนต์รูปหลายเหลี่ยมต่อไปดงัแสดงใน

รูปท่ี 2(ข) [14] สาํหรับวิธีท่ีสอง PolyMesher [11] นั้น จะ

เป็นการสร้างเอลิเมนต์รูปหลายเหล่ียมภายในโดเมนของ

ปัญหาโดยตรงดงัตวัอย่างในรูปท่ี 3 

 

  
(ก) (ข) 

รูปท่ี 2 (ก) จุดก่ึงกลางเอลิเมนตส์ามเหล่ียมภายในโดเมน 

(ข) เอลิเมนตห์ลกัรูปหลายเหล่ียมท่ีได ้

 
รูปท่ี 3 โดเมนของปัญหาท่ีถูกสร้างโดย PolyMesher  
 

2.2 การสร้างสนามความเครียดต่อเน่ืองภายในเอลิเมนต์

หลัก (Smoothed strain field construction) 

ส่วนท่ีแตกต่างกันอย่างชัดเจนระหว่างวิธีไฟไนท์เอลิ

เมนต์และสมู ทไฟไนท์ เอลิ เมนต์คื อการสร้ างสนาม

ความเครี ยด (Strain Field) สํ าหรั บวิ ธี แรกนั้ น  สนาม

ความเครียดดังกล่าว จะถูกสร้างจากสนามความเครียดท่ี

เรียกว่าสนามความเครียดท่ีสอดคลอ้งกนั (Compatible Strain 

Field) ในขณะท่ีวิธีหลัง จะสร้างจากสนามความเครียด

แบบต่อเน่ืองสมํ่ าเสมอ (Smoothed Strain Field) โดยอาศัย

เทคนิคการทําให้เกิดความต่อเน่ืองสมํ่าเสมอ (Smoothing 

Techniques) เทคนิคดังกล่าวท่ีง่ายท่ีสุดคือ Strain/gradient 

Smoothing Technique โดยมีสมมุติฐานคือ ความเครียดภายใน

เอลิเมนตย์อ่ยท่ีมีความต่อเน่ืองสมํ่าเสมอนั้นจะถูกประมาณค่า

มาจากสนามความเครียดท่ีสอดคล้องกนั (Compatible Strain 

Field) หรืออัตราการเปล่ียนแปลงของการเปล่ียนตําแหน่ง 

(Displacement Gradient) ในกรณีท่ีไม่สามารถหาค่าสนาม

ความเครียดได้โดยตรงและกําหนดให้มีค่าคงท่ีภายในเอลิ

เมนต์ย่อยนั้น หัวใจสําคญัอยู่ท่ีการเลือกใช้ฟังก์ชันต่อเน่ือง

สมํ่ าเสมอท่ีเหมาะสมโดยฟังก์ชันท่ีเลือกใช้น้ี  จะต้องมี

คุณสมบติัดงัต่อไปน้ี ไดแ้ก่ 1) จะตอ้งมีค่าไม่เท่ากบัศูนย ์ณ 

ตาํแหน่งท่ีสนใจ (Locally supported) 2) จะตอ้งมีเคร่ืองหมาย

เป็นบวกตลอดทั้งโดเมนท่ีรองรับ 3) จะตอ้งมีศูนยก์ลางอยู่ ณ 

จุดท่ีกาํลงัพิจารณาและ 4) จะตอ้งมีคุณสมบติัของการรวมกนั

เท่ากบัหน่ึง (Unity Property) [4] 

สําหรับในกรณีท่ีสนามความเครียดท่ีสอดคล้องกัน 

สามารถหาค่าได้อย่างง่ายนั้ น สนามความเครียดต่อเน่ือง

สมํ่าเสมอน้ี จะสามารถคาํนวณไดว่้า เป็นค่าเฉล่ียของสนาม

ความเครียดท่ีสอดคล้องกันตลอดทัว่ทั้งพ้ืนท่ีของเอลิเมนต์
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ย่อยต่อเน่ืองสมํ่าเสมอเหล่านั้นนัน่เอง ค่าสนามความเครียดท่ี

ได้น้ี มีค่าคงท่ี แต่ในกรณีทั่วไป ซ่ึงสนามความเครียดท่ี

สอดคลอ้งกนันั้น ไม่สามารถคาํนวณค่าไดอ้ย่างง่ายนั้น จะใช้

สนามของการเปล่ียนตาํแหน่ง (Displacement Field) แทน จาก

สมมุติฐานท่ีว่าสนามการเปล่ียนตาํแหน่งในวิธีสมูทไฟไนท์

เอลิเมนต์นั้น จะตอ้งมีความต่อเน่ืองบนขอบเขต 𝛤𝛤𝑘𝑘𝑠𝑠 ของเอลิ

เมนต์ย่อยสมํ่าเสมอและฟังก์ชั่นต่อเน่ืองท่ีกําหนด จะต้อง

สามารถทาํการอินทิเกรตตลอดทัว่ทั้งโดเมนของเอลิเมนต์ย่อย

ต่อเน่ืองสมํ่าเสมอ Ω𝑘𝑘𝑠𝑠  ได้ เม่ือใช้การอินทิเกรตทีละส่วน 

(Integration by Parts) หรือทฤษฎีไดเวอร์ เจนซ์ของกรีน 

(Green’s Divergence Theory) สมการสนามความเครี ยด

ต่อเน่ืองสมํ่าเสมอสามารถเขียนเป็นสมการไดด้งัสมการท่ี (1) 

[5] 

 

𝜀𝜀(̅𝑥𝑥) = 1
𝐴𝐴𝑘𝑘
𝑠𝑠 ∫ 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥)Γ𝑘𝑘

𝑠𝑠 𝑢𝑢�(𝑥𝑥)𝑑𝑑Γ  (1) 

 

โดย 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥) คือเมทริกต์ท่ีมีองค์ประกอบเป็นเวคเตอร์ตั้ง

ฉากหน่ึงหน่วยกบัดา้นของเอลิเมนตย์่อยต่อเน่ืองสมํ่าเสมอ

ซ่ึงแสดงไดด้งัสมการท่ี (2) 
 

𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥) = �
𝑛𝑛𝑥𝑥 0 𝑛𝑛𝑦𝑦
0 𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥

�
𝑇𝑇

  (2) 

 

เม่ือสามารถคาํนวณค่าของสนามความเครียดต่อเน่ือง

สมํ่าเสมอได้แล้ว ขั้นตอนอ่ืน ๆ  ต่อจากน้ีไปได้แก่ ขั้นตอน

การหาเมทริกต์ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดกับการ

เปล่ียนตาํแหน่ง (Strain-Displacement Matrix) การสร้างสมการ

สติฟเนสและแรงในระดบัเอลิเมนต์ (Element Stiffness Matrix 

and Force Vector) การรวมกนัของสติฟเนสและแรงของทุกเอ

ลิ เ ม น ต์  (Assembly of Stiffness Matrix and Force Vector) 

รวมทั้งการแกร้ะบบสมการเชิงเส้น (Linear Equation Solving) 

เพ่ือหาค่าการเปล่ียนตาํแหน่งท่ีไม่ทราบค่า จะเหมือนกนักบั

ในวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์ทุกประการ จึงทําให้สามารถนํา

วิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนตไ์ปใชใ้นการวิเคราะห์ต่อไดใ้นทนัที

โดยทาํการเปล่ียนแปลงโปรแกรมคอมพิวเตอร์เพียงเล็กน้อย 

สมการเมทริกต์ความสัมพนัธ์ระหว่างความเครียดกับการ

เปล่ียนตาํแหน่งหรือท่ีเรียกกนัทัว่ไปว่า B-Matrix นั้น สามารถ

แสดงไดด้งัสมการท่ี (3)–(4) คือ 

𝐵𝐵�(𝑥𝑥) = 1
𝐴𝐴𝑘𝑘
𝑠𝑠 ∫ 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥)Γ𝑘𝑘

𝑠𝑠 𝑁𝑁(𝑥𝑥)𝑑𝑑Γ = �
𝑏𝑏�𝐼𝐼𝐼𝐼 0
0 𝑏𝑏�𝐼𝐼𝐼𝐼
𝑏𝑏�𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑏𝑏�𝐼𝐼𝐼𝐼

�  (3) 

 

เม่ือ 

 

𝑏𝑏�𝐼𝐼𝐼𝐼 =
1
𝐴𝐴𝑘𝑘𝑠𝑠

�𝑛𝑛𝑗𝑗,𝑛𝑛 𝑁𝑁𝐼𝐼(𝑋𝑋𝑛𝑛𝐺𝐺) 𝐿𝐿𝑛𝑛

𝑛𝑛𝑘𝑘
𝑠𝑠

𝑛𝑛=1

 , 𝐽𝐽 = 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 (4) 

 

และ 𝑛𝑛𝑘𝑘𝑠𝑠  คือจาํนวนดา้นทั้งหมดของเอลิเมนต์ย่อยท่ีอยู่

ในเอลิเมนต์หลักหรือโดเมนต่อเน่ืองสมํ่าเสมอ 𝑋𝑋𝑛𝑛𝐺𝐺  คือ

ตําแหน่งของจุดของเกาส์  (Gauss Point) สําห รับการ

อินทิเกรตเชิงตวัเลข ในกรณีของสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์น้ี 

ตาํแหน่งดงักล่าวจะอยู ่ณ ก่ึงกลางดา้นของเอลิเมนตย์อ่ยซ่ึง

มีความยาวดา้นและเวคเตอร์ตั้งฉากหน่ึงหน่วยกบัดา้นนั้น 

ๆ เป็น 𝐿𝐿𝑛𝑛 และ 𝑛𝑛𝑗𝑗,𝑛𝑛 ตามลาํดบั 

2.3 การอินทิเกรตเชิงตวัเลขตามเวลา (Time Integration) 

สมการของสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์หรือสมการไฟ

ไนทเ์อลิเมนตส์าํหรับการวิเคราะห์ปัญหาดา้นพลศาสตร์ใน

ระนาบ 2 มิติ สามารถเขียนให้อยูใ่นรูปสมการท่ี (5) 

 

𝐾𝐾�𝑑𝑑 + 𝐶𝐶̅𝑑̇𝑑 + 𝑀𝑀�𝑑̈𝑑 = 𝐹𝐹�   (5) 

 

โดย 𝑀𝑀� ,𝐶𝐶̅ หมายถึง เมทริกต์มวล (Mass Matrix) และเมท

ริกต์ของการตา้นทานแรงส่ันสะเทือน (Damping Matrix) 

ตามลาํดับ เคร่ืองหมายจุดด้านบนตวัแปรหมายถึงลาํดบั

ของอนุพนัธ์เทียบกบัเวลา วิธีการอินทิเกรตตามเวลาท่ีใช้

สําหรับการแกส้มการอนุพนัธ์ลาํดบัสองสมการท่ี (5) มีอยู่

หลายวิธีเช่น วิธี Crank-Nicholson หรือ Newmark Method 

[15] เน่ืองจากความสามารถและความแม่นยาํของผลลพัธ์ท่ี

ได้จากวิธีหลงัจึงไดรั้บความนิยมสูงและถูกนําไปใช้ใน

โปรแกรมไฟไนท์เอลิเมนต์สําเร็จรูปมากมาย ดังนั้ น 

งานวิจยัคร้ังน้ี จึงใชก้ารอินทิเกรตตามเวลาของ Newmark 

ในการหาค่าการเปล่ียนตาํแหน่งในสมการท่ี (5) 

สมมุติให้เวลาปัจจุบนัของการวิเคราะห์เป็น 𝑡𝑡0 และทราบ

ค่าของตวัแปรทั้งหมด ณ เวลาดงักล่าวแลว้ การหาค่าตัวแปร

เหล่านั้น ณ เวลาถดัไป 𝑡𝑡1 = 𝑡𝑡1 + 𝜃𝜃Δ𝑡𝑡 โดย 𝜃𝜃 มีค่าอยูร่ะหว่าง 

0.5 ≤ 𝜃𝜃 ≤ 1.0 สามารถแสดงดงัสมการท่ี (6)–(8)ไดค้ือ 
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[𝑀𝑀� + 𝛽𝛽(Δ𝑡𝑡)2𝐾𝐾]𝑑𝑑𝑖𝑖+1
= 𝛽𝛽(Δ𝑡𝑡)2𝐹𝐹𝑖𝑖+1 + 𝑀𝑀�𝑑𝑑𝑖𝑖
+ (Δ𝑡𝑡)𝑀𝑀�𝑑̇𝑑𝑖𝑖
+ (Δ𝑡𝑡)2𝑀𝑀�(0.5 − 𝛽𝛽)𝑑̈𝑑𝑖𝑖  

(6) 

𝑑̇𝑑𝑖𝑖+1 = 𝑑̇𝑑𝑖𝑖 + (Δ𝑡𝑡)�(1 − 𝛾𝛾)𝑑𝑑𝚤𝚤̈ + 𝛾𝛾𝑑̈𝑑𝑖𝑖+1�  (7) 

𝑑𝑑𝑖𝑖+1 = 𝑑𝑑𝑖𝑖 + (Δ𝑡𝑡)𝑑̇𝑑𝑖𝑖 + (Δ𝑡𝑡)2�(0.5 −
𝛽𝛽)𝑑𝑑𝚤𝚤̈ + 𝛽𝛽𝑑̈𝑑𝑖𝑖+1�  

(8) 

 

โดยค่าของ 𝛽𝛽 และ 𝛾𝛾 คือค่าคงท่ี โดยทัว่ไปนิยมกาํหนดให้

มีค่าเท่ากบั 0.25 และ 0.5 ตามลาํดบัเพ่ือให้การวิเคราะห์เชิง

ตวัเลขมีเสถียรภาพ [16] 

เพ่ือความสะดวกสําหรับการวิเคราะห์คร้ังน้ี กาํหนดให้

ไม่รวมแรงต้านทานของการส่ันสะเทือนเข้าไว้ในการ

คาํนวณ เพราะฉะนั้น สําหรับการวิเคราะห์ความถ่ีธรรมชาติ 

สมการท่ี (5) จะลดรูปลงเป็นสมการอนุพนัธ์แบบเอกพนัธ์ 

(Homogeneous Differential Equation) ดงัสมการท่ี (9) 

 

𝐾𝐾�𝑑𝑑 + 𝑀𝑀�𝑑̈𝑑 = 0  (9) 

 

2.4 เมทริกซ์มวลแบบรวมผล (Lumped Mass Matrix) 

เพ่ือหลีกเล่ียงการอินทิเกรตฟังกช์ัน่รูปร่างการประมาณ

ภายใน (Shape Functions) เพ่ือหาค่าเมทริกต์มวลท่ีเรียกว่า 

Consistent Mass matrix นั้น สามารถทาํไดด้ว้ยการหาเมท

ริกตม์วลแบบรวมผลแทน โดยค่าท่ีไดจ้ากการวิเคราะห์นั้น 

มี ค วาม แ ม่ นย ํา ท่ี มาก กว่า ก ารใช้ เม ทริก ต์มวลแบบ 

Consistent Mass matrix สําหรับปัญหาดา้นพลศาสตร์ [17] 

สําหรับเอลิเมนต์ย่อยต่อเน่ืองสมํ่าเสมอรูปส่ีหน้ารอบ

โหนดของเอลิเมนต์หลักรูปหลายเหล่ียมนั้ น เมทริกต์

ดงักล่าวสามารถเขียนเป็นสมการท่ี (10) ไดด้งัน้ี 

 

[𝐾𝐾� − 𝜔𝜔2𝑀𝑀�]𝑑𝑑 = 0  (10) 

 

เ ม่ือ 𝜌𝜌, 𝑡𝑡,𝐴𝐴, 𝐼𝐼8×8 คือความหนาแน่นมวลของเอลิเมนต์ 

ความหนาของเอลิเมนตท่ี์สนใจ พ้ืนท่ีของเอลิเมนตแ์ละเมท

ริกตอ์ตัลกัษณ์ขนาด 8 × 8 ตามลาํดบั 

 

3 วิธีการและผลการวิจัย  

งานวิจัยน้ีเป็นการวิเคราะห์คานเซลลูล่าร์ (Castellated 

Beam) ท่ีมีรูเจาะเส้นผา่นศูนยก์ลางขนาด 0.7 หน่วยจาํนวนทั้ง

ส้ิน 5 รูเจาะตามความยาวของคาน อัตราส่วนความยาวต่อ

ความสูงของคานกาํหนดให้มีค่าเท่ากับ 5:1 เพ่ือป้องกันการ

เ กิ ดพฤติ กรรม Shear Locking ด้ านซ้ ายของคานเ ป็ น

ฐานรองรับแบบยึดแน่นในขณะท่ีปลายคานอิสระด้านตรง

ข้ามรับแรงเฉือนขนาด 1,000 หน่วย ดังแสดงในรูปท่ี 4 ค่า

โมดูลัสยืดหยุ่นและค่าอัตราส่วนปังซองกําหนดให้มีค่า

เท่ากับ 3E+07 และ 0.28 ตามลาํดับ เพ่ือความสะดวกในการ

วิเคราะห์เชิงตวัเลขด้วยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ ขนาดต่าง ๆ 

ของคานถูกกําหนดให้ไม่มีหน่วย คานดังกล่าว ถูกแบ่ง

ออกเป็นโครงตาข่ายแบบเอลิเมนต์รูปหลายเหล่ียมท่ีมีขนาด

หยาบสุด (เอลิเมนต์ขนาดใหญ่) ถึงละเอียดสุด (เอลิเมนต์

ขนาดเล็ก) จาํนวน 5 ช่วงโดยมีจาํนวนโหนดของเอลิเมนต์

เท่ ากับ 448, 542, 829, 1,525 และ 2,500 โหนดตามลําดับ 

สําหรับการวิเคราะห์แบบสถิตยศาสตร์ ตวัอย่างของโครงตา

ข่ายแบบรูปส่ีเหล่ียมสําหรับใช้เป็นค่าในการอ้างอิงซ่ึง

คํานวณด้วยวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์ แสดงไว้ในรูปท่ี 5(ก) 

ในขณะท่ีตวัอย่างโครงตาข่ายของเอลิเมนต์รูปหลายเหล่ียม

สําหรับการวิเคราะห์สมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ แสดงไวใ้นรูปท่ี 

5(ข) ตามลาํดบั 

 

 
รูปท่ี 4 โมเดลของคานเซลลูล่าร์ 

 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปท่ี 5 (ก) โครงตาข่ายรูปส่ีเหล่ียม (ข) โครงตาขา่ยรูปหลาย

เหล่ียม 
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3.1 การเปลี่ ยนตํ าแหน่ งของปลายคาน  ณ จุด A (Tip 

Displacement at A) 

การวิเคราะห์ดว้ยสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์รูปหลาย

เหลี่ยมแบบแบ่งโดเมนย่อยสมํ่าเสมอตามจาํนวนโหนด

ของเอลิเมนต ์หลกัในส่วนน้ี เ ป็นการหาการเปลี ่ยน

ตาํแหน่งในแนวด่ิงทางสถิตยศาสตร์ของจุด A ตามรูปท่ี 4 

ดว้ยโครงตาข่ายที่มีเอลิเมนต์ต่างกนัจาํนวน 5 ชุด ค่าผล

เ ฉ ล ย ที ่ใ ก ล เ้ ค ีย ง ก บั ผ ล เ ฉ ล ย แ ม ่น ต ร ง สํ าห ร ับ ก า ร

เปรียบเทียบผลนั้น ถูกวิเคราะห์ดว้ยโปรแกรมไฟไนท์เอ

ลิเมนต ์ABAQUS [18] 

ผลการเปลี่ยนตาํแหน่งในแนวดิ่งของจุด A บนคาน

ตวัอย ่าง  (รูปที ่ 3)  แสดงไวใ้นตารางที ่ 1 (ค ่าในแถว

สุดทา้ยหมายถึงค่าผลเฉลยที่ใกลเ้คียงกบัผลเฉลยแม่น

ตรง) ผลจากการวิเคราะห์ดว้ยสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์

ดงักล่าว มีค ่าเขา้ใกลค้ ่าสําหรับอา้งอิงเ มื ่อมีการเพิ ่ม

จาํนวนโครงตาข่ายให้ละเอียดมากขึ้นเช่นเดียวกบัในวิธี

ไฟไนท์เอลิเมนต  ์โดยมีค่าอยู ่ระหว่าง -0.027808 ถึง -

0.0027545  สําหร ับอลักอริท ึมแบบ DistMesh และ -

0.00027686 ถ ึง  -0.0027240 สํ า ห ร ับ อ ลั ก อ ริท ึม แ บ บ 

PolyMesher ตามลําดบั  จากค ่าด งักล ่าว  พบว ่า  คาน

ตวัอย่างที่ทาํการวิเคราะห์ในคร้ังน้ี ให้ค่า Upper bound 

ของการเคล่ือนท่ีในแนวด่ิง ณ จุด A หรือกล่าวอีกนยัหน่ึง

ว่า คานเซลลูล่าร์มีพฤติกรรมท่ีเป็น Overly soft นัน่เอง 

ค ่ามาตรฐานความคลาดเค ลื ่อนของการ เปลี ่ยน

ตําแ ห น่ง  (Displacement Error Norm) ม ีค ่า ล ด ล ง ต า ม

จาํนวนโหนดท่ีเพ่ิมขึ้น โดยลดลงจาก 2.02 เป็น 1.06 และ 

1.58 เป็น 0.05 เปอร์เซ็นต์ ตามลาํดบัสําหรับอลักอริทึมท่ี

ใชใ้นการเปรียบเทียบทั้งสองแบบ เมื่อนาํค่าดงักล่าวกบั

จาํนวนโหนดมาวาดกราฟในแบบ log-log สเกล สามารถ

แสดงไดด้งัรูปที่ 6 จากรูปดงักล่าวพบว่า ความชนัของ

กราฟ แสดงถึงอตัราการลู่เขา้หาผลเฉลยที่ใกลเ้คียงผล

เฉลยแม่นตรงของการเปล่ียนตาํแหน่งนัน่เอง จากตวัอย่าง

การวิเคราะห์ในคร้ังน้ี พบว่า PolyMesher มีค่าของการลู่

เขา้หาผลเฉลยที ่ใกลเ้ค ียงผลเฉลยแม่นตรงมากกว ่า 

DistMesh โดยมีค่าเท่ากบั 1.68 ในขณะที่อย่างหลงัมีค่า

เท่ากบั 0.416  

ตารางท่ี 1 ค่าการเปล่ียนตาํแหน่งในแนวด่ิง ณ จุด A 

อัลกอริทึม 
จํานวน 

เอลิเมนต์ 

จํานวน 

โหนด 

ค่าการ

เปลี่ยน

ตําแหน่ง 

ค่ามาตรฐาน 

ความคลาด

เคล่ือน 

DistMesh 448 1,134 -0.0027808 0.0202896 

PolyMesher 448 904 -0.0027686 0.0158393 

DistMesh 542 1,347 -0.0027728 0.0173779 

PolyMesher 542 1,091 -0.0027422 0.0061329 

DistMesh 829 1,991 -0.0027643 0.0142366 

PolyMesher 829 1,663 -0.0027320 0.0024179 

DistMesh 1,525 3,518 -0.0027567 0.0014579 

PolyMesher 1,525 3,047 -0.0027325 0.0021000 

DistMesh 2,294 5,172 -0.0027545 0.0106713 

PolyMesher 2,500 4,986 -0.0027240 0.0005478 

ABAQUS - 9,628 -0.0272513 0.0000000 

 

 
รูปท่ี 6 อตัราการลู่เขา้หาผลเฉลยใกลเ้คียงผลเฉลยแม่นตรง

ของคานตวัอยา่ง 

 

3.2 ความถี่ธรรมชาติและรูปร่างของโหมด  (Natural 

Frequencies and Mode Shapes) 

ความถ่ีธรรมชาติ (Natural Frequency) ของคานตัวอย่าง

จาํนวนหกลาํดบัแรกท่ีไดต้ามขนาดของโครงตาข่ายจากวิธีท่ี

เสนอ เปรียบเทียบกับค่าอ้างอิงได้แสดงไว้ในตารางท่ี 2 

เช่นเดียวกับวิธีเชิงตัวเลขอ่ืน ๆ ค่าดังกล่าว มีค่าความ

คลาดเคล่ือนมาตรฐาน (Error Norm) ท่ีลดลงตามจาํนวนของเอ

ลิเมนต์รูปหลายเหล่ียมท่ีเพ่ิมขึ้นเช่นเดียวกบัในกรณีของการ

เปล่ียนตําแหน่งท่ีปลายคานในหัวข้อท่ีผ่านมา ความถ่ี

ธรรมชาติลาํดบัแรก ๆ ซ่ึงมีความสําคญัทางกายภาพมากกว่า



36  วิศวสารลาดกระบงั ปีท่ี 39 ฉบบัท่ี 3 กนัยายน 2565 

ความถ่ีธรรมชาติลําดับอ่ืน ๆ นั้น มีค่าเท่ากับ 149.35 และ 

148.8 รอบต่อวินาที เทียบกบัค่าอา้งอิง  

 

ตารางท่ี 2 ความถ่ีธรรมชาติ 6 ลาํดบัแรก 

จํานวน

โหนด 
อัลกอริทึม 

ความถี่ธรรมชาต ิ(รอบต่อวินาที) 

โหมด 

1 2 3 4 5 6 

542 
DistMesh 147.3 587.3 925.2 1,194.6 1,690.5 2,040.5 

PolyMesher 147.5 579.6 919.8 1,172.8 1,655.5 1,999.8 

829 
DistMesh 147.9 590.9 926.6 1,203.2 1,705.8 2,062.3 

PolyMesher 148.5 586.6 923.8 1,190.9 1,681.4 2,028.8 

1525 
DistMesh 148.2 593.6 928.6 1,210.7 1,718.6 2,078.4 

PolyMesher 148.9 591.8 926.7 1,203.8 1,704.2 2,059.2 

3927 
DistMesh 148.6 596.2 930.1 1,217.0 1,729.1 2,092.5 

PolyMesher 149.1 595.8 929.2 1,214.3 1,724.4 2,085.2 

8543 
DistMesh 148.8 597.1 930.6 1,219.4 1,733.1 2,095.6 

PolyMesher 149.3 597.4 930.3 1,218.8 1,731.4 2,095.2 

Ref ABAQUS 149.3 597.8 931.1 1,221.3 1,732.8 2,095.8 

 

149.38 สําหรับลาํดับท่ีหน่ึง และ 597.4 และ 597.1 รอบ

ต่อวินาทีเทียบกบัค่าอา้งอิง 597.8 รอบต่อวินาทีสาํหรับลาํดบั

ท่ี สองของอัลกอริ ทึ มแบบ DistMesh และ PolyMesher 

ตามลาํดับเป็นต้น อตัราการลู่เข้าหาผลเฉลยท่ีใกล้เคียงผล

เฉลยแม่นตรงสําหรับความถ่ีธรรมชาติลาํดบัแรกของทั้งสอง

อัลกอริทึมซ่ึงแสดงในรูปท่ี 7 นั้ น ถึงแม้ว่าค่าท่ีได้จาก 

DistMesh จะมีค่าเขา้ใกลผ้ลเฉลยท่ีใกลเ้คียงผลเฉลยแม่นตรง

น้อยกว่า PolyMesher ก็ตาม  อัตราการลู่ เข้ากลับมีค่ า ท่ี

ใกลเ้คียงกนันัน่คือ 0.0034 และ 0.0037 ตามลาํดบั 

 

 
รูปท่ี 7 อตัราการลู่เขา้ของความถ่ีธรรมชาติของโหมดแรก 

รูปร่างโหมด (Mode Shapes) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัความถ่ี

ธรรมชาติหกลําดับแรกท่ีวิเคราะห์ได้จากวิธีท่ี เสนอ 

สามารถแสดงได้ดัง รูปท่ี 8 จากรูป สังเกตเห็นว่า การ

เปล่ียนรูปร่างโหมดทั้ ง  6 ลําดับแรกดังกล่าวมีความ

สอดคลอ้งกบัการเปล่ียนรูปร่างท่ีเกิดขึ้นจริงทางกายภาพ 

 

 
รูปท่ี 8 รูปร่างโหมดท่ีสอดคลอ้งกบัความถ่ีธรรมชาติ 6 ลาํดบั

แรก 

 

ไม่มีปรากฏการณ์ท่ีเรียกว่า Spurious Zero-Energy Modes 

[17],[18] ซ่ึงเกิดขึ้นเน่ืองจากความผิดพลาดของการคาํนวณ

เชิงตัวเลขและส่งผลให้รูปร่างโหมดของคานเซลลูล่าร์ท่ี

เกิดขึ้นไม่สอดคล้องกับความเป็นจริง ความถ่ีธรรมชาติ 6 

ลาํดบัแรก ณ โครงตาข่ายละเอียดสุดเม่ือนาํมาวาดกราฟเทียบ

กับค่าท่ีใช้ในการอ้างอิง สามารถแสดงได้ด้วยรูปท่ี 9 มี

ขอ้สังเกตว่า ค่าท่ีไดจ้าก DistMesh เขา้ใกลผ้ลเฉลยท่ีใกลเ้คียง

ผลเฉลยแม่นตรงมากกว่า PolyMesher เลก็นอ้ย และถือว่าไม่มี

ความแตกต่างกนัอย่างมีนัยสําคญั (เส้นกราฟทั้งสองมีความ

สอดคลอ้งเกือบเป็นเส้นเดียวกนักบัค่าอา้งอิง)  

 

 
รูปท่ี 9 ความถ่ีธรรมชาติหกลาํดบัแรกเม่ือเปรียบเทียบกบัค่า

อา้งอิง 
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3.3 การวิเคราะห์การส่ันสะเทือนแบบแรงกระทําช่ัวขณะ 

(Transient vibration Analysis) 

ส่วนสุดท้าย เป็นการวิเคราะห์คานตัวอย่างท่ีรับแรง

กระทาํชัว่ขณะ โดยแรงเฉือน (Vertical Traction) ซ่ึงกระทาํท่ี

ปลายคานดา้นไกลนั้น ถูกกาํหนดให้มีขนาดแปรเปล่ียนเป็น

ฟังก์ชันของเวลาตามรูปท่ี 10(b) ค่าโมดูลสัยืดหยุ่น (Elastic 

Modulus) และอัตราส่วนปั วซอง (Poisson’s Ratio) ถู ก

กาํหนดให้มีค่าเป็น 3E+07 และ 0.28 ตามลาํดบัเช่นเดียวกบั

ตัวอย่างท่ีใช้ในการวิเคราะห์แบบสถิตยศาสตร์ในหัวขอ้ท่ี

ผ่านมา ค่าท่ีใกล้เคียงผลเฉลยแม่นตรง (Close-to-Exact 

Solution) สําหรับเปรียบเทียบน้ี สามารถหาได้ด้วยการใช้

โปรแกรมไฟไนทเ์อลิเมนต ์ABAQUS ท่ีใชค้วามละเอียดของ

โครงตาข่ายแบบทรงส่ีหน้า (Q4) ท่ีมีจาํนวนมากพอสําหรับ

ใชเ้ป็นค่าอา้งอิง  

 

  
(ก) (ข) 

รูปท่ี 10 (ก) คานตวัอยา่งสาํหรับการวิเคราะห์แบบรับแรงกระทาํชัว่ขณะ (ข) การแปรผนัของแรงตามเวลา 

 

ผลจากการวิเคราะห์เพ่ือหาค่าการเปล่ียนตาํแหน่งท่ีจุด 

A ที่แปรเปลี่ยนไปตลอดช่วงเวลา 0.12 วินาทีระหว่าง

อลักอริทึมทั้งสองรูปแบบสําหรับความละเอียดโครงตา

ข่ายจาํนวน 4 ชุดดว้ยกนั ไดแ้ก่ 542, 829, 1525 และ 3927 

เอลิ-เมนตรู์ปหลายเหล่ียม ไดแ้สดงไวใ้นรูปที่ 11 จากรูป

พบว่า ความแตกต่างระหว่างค่าของการเปล่ียนตาํแหน่งท่ี

จุด A ซ่ึงไดจ้ากการวิเคราะห์ดว้ยวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์

แบบสร้างเอลิเมนตย์่อยตามโหนดของเอลิเมนต์หลกัรูป

หลายเหลี่ยมดว้ยอลักอริทึมทั้งสองวิธีกบัค่าอา้งอิงที่ได้

จากวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์นั้น ไม่มีความแตกต่างกนัอย่างมี

นยัสําคญั โดยพบว่า อลักอริทึม PolyMesher จะให้ค่าท่ี

ดีกว่า DistMesh เพียงเล็กนอ้ยซ่ึงความแตกต่างดงักลา่ว 

จะลดลงตามจํานวนความละเอ ียดของโครงตาข่ายท่ี

เพ่ิมขึ้น 

 

 
รูปท่ี 11 การเปล่ียนตาํแหน่ง ของจุด A ตามเวลา 
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4 สรุปและวิจารณ์ผล 

งานวิจัยน้ี เ ป็นการนํา เสนอการวิ เคราะห์ทั้ งทาง

สถิตยศาสตร์ การส่ันสะเทือนแบบอิสระและแบบแรงกระทาํ

ชั่วขณะของคานเซลลูล่าร์ตวัอย่างดว้ยวิธีสมูทไฟไนท์เอลิ

เมนต์รูปหลายเหล่ียมซ่ึงสร้างจากอลักอริทึมท่ีแตกต่างกนั

สองแบบ โดยทําการแบ่งเอลิเมนต์หลักรูปหลายเหล่ียม

เหล่านั้ นออกเป็นโดเมนย่อยสมํ่ าเสมอรูปส่ี เหล่ียมท่ี

สอดคล้องกับโหนดของเอลิเมนต์หลกัรูปหลายเหล่ียม (n-

Sided Polyshape Node-based Smoothed Finite Element)  

ผลการศึกษาพบว่า การเปล่ียนตาํแหน่งในแนวด่ิงของ

ปลายคานด้านบน  ณ จุดท่ีกําหนด สําหรับการสร้ าง

อลักอริทึมแบบ PolyMesher มีค่าเขา้ใกลผ้ลเฉลยท่ีใกลเ้คียง

ผลเฉลยแม่นตรงมากกว่าแบบ DistMesh อยา่งมีนยัสําคญั ค่า

ความคลาดเคล่ือนท่ีโครงตาข่ายมากสุดมีค่าเพียง 0.05 

เปอร์เซนต์เม่ือเทียบกบั 1.06 เปอร์เซนต์ นอกจากน้ียงัพบว่า 

อตัราการลู่เข้าหาผลเฉลยท่ีใช้ในการอ้างอิงซ่ึงมีค่าเท่ากับ 

1.68 สูงกว่าเม่ือเปรียบเทียบกบัค่า 1.0 ซ่ึงเป็นค่าท่ีเหมาะสม 

(Optimal) สําหรับปัญหาทางสถิตยศาสตร์ทัว่ไปสําหรับเอลิ

เมนต์ท่ี เป็นแบบเชิงเส้น (Linear Element) หากพิจารณา

จํานวนโหนดของเอลิเมนต์ท่ีใช้ พบว่า มีจํานวนเพียงแค่

คร่ึงหน่ึงของเอลิเมนตท่ี์ใชใ้นวิธีไฟไนทเ์อลิเมนต เพ่ือให้ได้

ค่าการของเปล่ียนตาํแหน่งท่ีเทียบเท่ากนั ทาํให้วิธีสมูทไฟ

ไนท์ เอ ลิ เมนต์ แบบเอลิ เมนต์ รู ปหลายเห ล่ี ยมแบบ 

PolyMesher ท่ีมีการสร้างโดเมนหรือเอลิเมนตย์อ่ยตามโหนด

ของเอลิเมนตห์ลกัรูปหลายเหล่ียมนั้น มีประสิทธิภาพในการ

คํานวณสูงโดยใช้จํานวนโหนดท่ีน้อยกว่า ถือว่าเป็นอีก

ทางเลือกหน่ึงของการวิเคราะห์เชิงตวัเลขท่ีให้ค่าผลลพัธ์ท่ีมี

ความแม่นยาํไม่ดอ้ยไปกว่าวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์ ขอ้สังเกตท่ี

พบอีกประการหน่ึงคือ ผลของการเคล่ือนท่ีในแนวด่ิงท่ีไดน้ี้ 

เป็นค่า Upper bound ของผลเฉลยท่ีใกลเ้คียงผลเฉลยแม่นตรง 

หากสามารถหาค่า Lower Bound ของค่าดังกล่าวได้ ก็

สามารถทาํการคาดคะเนผลลัพธ์ของปัญหาต่าง ๆ ซ่ึงไม่

สามารถหาผลเฉลยแม่นตรง (Exact Solution) ได้จากการ

วิเคราะห์โดยตรงไดใ้นท่ีสุด 

ในกรณีของการวิเคราะห์ความถ่ีธรรมชาติและโหมด

รูปร่าง ท่ีสอดคล้องหกลําดับแรกด้วยการแก้ปัญหา 

Eigenvalue Problem นั้ นพบว่า การสร้างเอลิเมนต์หลัก

หลายเหล่ียมทั้งสองแบบ มีความสอดคลอ้งกบัค่าท่ีใช้ใน

การอา้งอิงมาก ณ ความละเอียดของโครงตาข่ายมากสุดนั้น 

ค่ามาตรฐานความคลาดเคล่ือนของความถ่ีธรรมชาติลาํดบั

แรกมีค่าเพียง 0.02 เปอร์เซ็นต ์รูปร่างโหมด (Mode Shapes) 

ทั้งหกลาํดบัแรกท่ีได ้สามารถเกิดขึ้นไดจ้ริงและสอดคลอ้ง

กบัลกัษณะทางกายภาพของคานตวัอยา่ง 

เช่นเดียวกับการวิเคราะห์การส่ันสะเทือนอิสระ การ

เปล่ียนตาํแหน่งของจุด A ตามแรงกระทาํท่ีแปรเปล่ียนตาม

เวลาสําหรับการวิเคราะห์การส่ันสะเทือนแบบแรงกระทาํ

ชั่วขณะนั้ น  อัลกอริ ทึมทั้ งสองแบบน้ี  ให้ผลลัพธ์ ท่ี

สอดคล้องกับค่าอ้างอิงและไม่มีความแตกต่างกันอย่างมี

นัยสําคญัเม่ือใช้โครงตาข่ายจาํนวนมากขึ้น ความถูกตอ้ง

แม่นยาํของผลลพัธ์ท่ีได ้ไม่ไดม้าจากการเลือกใช้รูปแบบ

การสร้างเอลิเมนต์หลักหลายเหล่ียมใด ๆ สําหรับการ

วิเคราะห์แต่เพียงอยา่งเดียว แต่ยงัขึ้นอยูก่บัประเภทของการ

วิเคราะห์รวมทั้งดุลพินิจอย่างอ่ืนของผูวิ้เคราะห์ ได้แก่ 

ความละเอียดของโครงตาข่าย ระดับความแม่นยาํของ

ผลลพัธ์ท่ีตอ้งการ ความต่อเน่ืองภายในทั้งดา้นรูปทรงและ

คุณสมบัติวสัดุของปัญหานั้น ๆ เป็นต้น เม่ือพิจารณาใช้

ร่วมกนัอย่างรอบคอบ จะทาํให้ผลลพัธ์ท่ีไดก้ารวิเคราะห์

เชิงตวัเลขนั้นมีความน่าเช่ือถือมากในท่ีสุด 

 

5 กติติกรรมประกาศ 

คณะผู ้เขียนบทความขอขอบคุณมหาวิทยาลัย

เทคโนโลยีราชมงคลธัญบุรีสําหรับการสนบัสนุนเวลาและ

แหล่งข้อมูลสําหรับการสืบค้นบทความอ่ืน ๆ อันเป็น

ประโยชน์ต่องานวิจยัในคร้ังน้ี 
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