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บทคัดย่อ 
 บทความน้ีแสดงใหเ้ห็นถึงการใช ้ และความสามารถของวธีิไฟไนตดิ์ฟเฟอเรนซ์กระชบัรูปร่างในการจาํลองเชิง

ตวัเลขสาํหรับปัญหาการนาํความร้อนสองมิติท่ีสภาวะคงตวั  การสร้างกริดดาํเนินการโดยใชเ้ทคนิค Transfinite 

Interpolation (TFI) เพ่ือสร้างกริดเร่ิมตน้ ต่อจากนั้นนาํกริดเร่ิมตน้มาผา่น elliptic grid generator เพ่ือใหไ้ดก้ริดคุณภาพดี  

การคาํนวณเชิงตวัเลขกระทาํโดยใชร้ะบบสมการไฟไนตดิ์ฟเฟอเรนซ์บนพิกดักระชบัรูปร่าง (BFC) และการระบุเง่ือนไข

ขอบเขตใหก้บัปัญหา  เห็นไดว้า่วธีิปัจจุบนัสามารถแกปั้ญหาการนาํความร้อนในรูปร่างท่ีซบัซอ้นไดอ้ยา่งแม่นยาํ 

   

คาํสําคญั : พิกดักระชบัรูปร่าง, วธีิไฟไนตดิ์ฟเฟอเรนซ์, การนาํความร้อน      
 
Abstract 
 This paper illustrates the implementation and performance of Body-Fitted Finite Difference 
Method in simulating the steady two-dimensional heat conduction problems.   Firstly, the initial grid is 
generated by the Transfinite Interpolation (TFI) technique. Then, the good quality mesh is obtained by 
smoothing the initial grid by the elliptic grid generator.  The numerical solution is done by the system of 
finite difference equations written on the Body-Fitted Coordinate (BFC) and the thermal conditions 
assigned on the domain boundaries. It can be seen that the present method can accurately solve the heat 
conduction problems in complex geometries. 
 

Keywords : Body-Fitted Coordinate, Finite Difference Method, Heat conduction 
 
 
1. บทนํา 
 วธีิไฟไนตดิ์ฟเฟอเรนซ์ไดรั้บการยอมรับมานาน

แลว้วา่สามารถหาคาํตอบใหก้บัปัญหาการถ่ายเทความร้อน

และการไหลของของไหล  ขอ้ดีของวธีิน้ีคือ มีระดบัความ

อิสระ (degree of freedom) นอ้ย สร้างกริดไดง่้ายและสร้าง

สมการไดง่้าย แต่ขอ้เสียประการสาํคญัคือ ตอ้งปรับขนาด

ของกริดใหล้ะเอียดมากหากปัญหาท่ีมีรูปร่างโดเมน

ซบัซอ้น เพ่ือใหค้วามแม่นยาํของคาํตอบท่ีน่าพึงพอใจ ใน

บางคร้ังการปรับขนาดของกริดในบริเวณหน่ึง อาจทาํให้

ตอ้งปรับขนาดในบริเวณอ่ืนตามไปดว้ย  ทาํใหว้ธีิไฟไนต์

ดิฟเฟอเรนซ์แบบเดิมซ่ึงอา้งอิงจาก กริดท่ีมาจากระบบ

พิกดัฉาก ( )yx −  ไม่เป็นท่ีนิยมในการใชง้านกบัปัญหา
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จริงท่ีมีขอบเขตท่ีเอียงทาํมุมกบัแนวพิกดั  ( )yx −  เป็น

ส่วนใหญ่  วธีิไฟไนตดิ์ฟเฟอเรนซ์จะสามารถแกปั้ญหาใน

โดเมนท่ีมีรูปร่างซบัซอ้นดว้ยเทคนิคท่ีช่ือวา่ Body-Fitted 

Coordinate (BFC) 
 นกัวจิยักลุ่มแรกท่ีใชเ้ทคนิค BFC ไดแ้ก่ Vinokur 

[1], Thompson และคณะ [2] และ Gordon and Hall [3] 

นกัวจิยัท่ีใชเ้ทคนิค BFC เม่ือไม่นานมาน้ีคือ Putivisutisak 

and Prasertlarp [4] และ Nance [5] วตัถุประสงคข์อง

บทความน้ีคือ แสดงรายละเอียดของวธีิไฟไนตดิ์ฟเฟอ

เรนซ์ ดว้ยการใชเ้ทคนิค BFC  หวัขอ้ท่ี  2 กล่าวถึงการ

สร้างกริดกระชบัรูปร่าง ต่อมาหวัขอ้ท่ี 3 กล่าวถึงสมการ

ไฟไนตดิ์ฟเฟอเรนซ์สาํหรับกริดกระชบัรูปร่าง  หวัขอ้ท่ี 4 
เก่ียวขอ้งกบัปัญหาทดสอบ หวัขอ้ท่ี 5 สรุปผลการศึกษาท่ี

ทาํไวใ้นบทความน้ี 

2. การสร้างกริด 
 วธีิสร้างระบบพิกดักระชบัรูปร่าง มีพ้ืนฐานมา

จากการเช่ือมโยง (mapping) ความสมัพนัธ์ระหวา่งกริดมี

ระเบียบไม่ซบัซอ้นในท่ีวา่งมาตรฐาน (normalized space) 
ไปสู่กริดมีระเบียบแนวโคง้เชิงเสน้ (curvilinear mesh) ใน

ท่ีวา่งจริง (real space) ซ่ึงอา้งอิงดว้ยพิกดั ( )yx −   

โปรแกรมคอมพิวเตอร์สาํหรับสร้างกริด เป็นเคร่ืองมือ

สาํคญัท่ีช่วยใหก้ารคาํนวณมีความแม่นยาํ และรวดเร็ว 

โดยทัว่ไปการสร้างกริดมีสองขั้นตอนคือ (1) สร้างกริด

เร่ิมตน้ (initial grid) จากวธีิ Transfinite interpolation (TFI) 

(2) ปรับปรุงกริดใหส้อดคลอ้งกบั สมการอนุพนัธ์ยอ่ยดว้ย 

elliptic grid generation  การสร้างกริดเร่ิมตน้ดว้ยวธีิ TFI 
เร่ิมตน้ดว้ยการใชฟั้งกช์นั Lagrange interpolation ในการ

สร้างตาํแหน่ง ( )yx −  ของจุดต่างๆบนแนวเสน้กริด

ภายในโดเมนปิดดงัรูปท่ี 1      
( ) ( ) ( )rsxrxsx TB +−= 1  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]0011 TBL sxxssxr −−−−+  

  ( ) ( ) ( ) ( )[ ]111 TBR sxxssxr −−−+  

(1) 

( ) ( ) ( )rsyrysy TB +−= 1  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]0011 TBL syyssyr −−−−+  

  ( ) ( ) ( ) ( )[ ]111 TBR syyssyr −−−+  

(2) 

โดย r  และ s  คือตวัแปรไร้มิติสาํหรับการประมาณค่า

ของ x  และ y  ตามลาํดบัภายในท่ีวา่งระหวา่งขอบต่างๆ

ทั้งส่ีดา้นของโดเมน  ขอบเขตของ r  และ s  คือ 

10 ≤≤ r  และ 10 ≤≤ s ตามลาํดบั ยกตวัอยา่งเช่น 

( )rxB  หมายถึงพิกดั x  บนขอบ B  ซ่ึงข้ึนอยูก่บัตวัแปร 

r  เท่านั้น  และ ( )syR หมายถึงพิกดั  y  บนขอบ R  ซ่ึง

ข้ึนอยูก่บัตวัแปร s เท่านั้นเป็นตน้  
 
 
 
 
 
 
รูปท่ี 1 โดเมนปิดสาํหรับ transfinite interpolation ซ่ึง

กาํหนดให ้ u  เป็นเวคเตอร์ของพิกดั ( )yx,   
  

ขั้นตอนต่อไปคือ นาํกริดเร่ิมตน้ท่ีไดจ้ากวธีิ TFI 
ไปแกไ้ขใหแ้นวตดัของเสน้กริดเป็นมุมฉาก ตามสมการ 

เชิงอนุพนัธ์ยอ่ยดงัน้ี 
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โดย ( )ηξ ,  คือพิกดับนในโดเมนการคาํนวณ; α  , β  

และ γ  คือ 
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3. วธีิไฟไนต์ดิฟเฟอเรนซ์ 

3.1 การแปลงรูประหว่างพกิดัฉาก (Cartesian coordinate) 

กบัพกิดัแนวโค้งเชิงเส้น (Curvilinear coordinate) 

 การแปลงรูปค่าอนุพนัธ์ต่างๆจาก Cartesian 

coordinate ( )yx −  ไปเป็น Body-Fitted Coordinate 

y  

x  
( )ruB  

( )ruT  

( )suR  

( )suL  r  
s  
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( )ηξ −  ดว้ยกฎลูกโซ่ของอนุพนัธ์ยอ่ย (chain rule of 

partial derivatives)  ในรูปแบบเมตริกซ์ดงัน้ี 

[ ]


















∂
∂
∂
∂

=



















∂
∂
∂
∂



















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=



















∂
∂
∂
∂

y
T
x
T

J

y
T
x
T

yx

yx

T

T

ηη

ξξ

η

ξ
 (8) 

   โดย [ ]J  คือ Jacobian matrix ดงันั้นถา้เขียนในอีก

รูปแบบหน่ึงจะได ้


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 (9) 

โดย J  คือ ( )( ) ( )( )ξηηξ ∂∂∂∂−∂∂∂∂ yxyx  

3.2 การสร้างสมการคาํนวณ 

 สมการบงัคบัในพิกดั ( )yx −  ท่ีอยูใ่นความ

สนใจมีเพียงพจนข์องการแพร่เท่านั้นดงันั้น  
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รูปท่ี 2 ปริมาตรควบคุมรอบ node ( )ji,  

 

สมการท่ี (10) ถูกเปล่ียนใหเ้ป็นสมการของ Body-Fitted 

Coordinate [4] ดงัน้ี  
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(11) 

ปริมาตรควบคุมรอบ node ( )ji,  ในระบบพิกดัมีทั้งหมด 

4 ดา้นดงัรูปท่ี 2  ดงันั้นสามารถเปล่ียนสมการเชิงอนุพนัธ์

ยอ่ยในสมการท่ี (11) เป็นสมการพีชคณิตดว้ยวธีิไฟไนต์

ดิฟเฟอเรนซ์ดงัน้ี 
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(12) 

กาํหนดให ้ 1=∆=∆ ηξ  ทาํใหค้่า Gradients ต่างๆท่ี 

node ( )ji, ในสมการท่ี (5), (6), (7) และ (12) บนดา้นท่ี 1 
เป็นดงัน้ี [5] 
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  Gradient ต่างๆบนดา้นท่ี 2 คือ 
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 Gradient ต่างๆบนดา้นท่ี 3 คือ  
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∂

+ξ
 (29) 

( )1,11.,11,1,4
1

−+++−+ −+−=
∂
∂

jijijiji TTTTT
η

 (30) 

  Gradient ต่างๆบนดา้นท่ี 4 คือ 

( )1,11,1,1,14
1

−−−+−+ −+−=
∂
∂

jijijiji xxxxx
ξ

 (31) 

( )1,11,1,1,14
1

−−−+−+ −+−=
∂
∂

jijijiji yyyyy
ξ

 (32) 

1,, −−=
∂
∂

jiji xxx
η

 (33) 

1,, −−=
∂
∂

jiji yyy
η

 (34) 

( )1,11,1,1,14
1

−−−+−+ −+−=
∂
∂

jijijiji TTTTT
ξ

 (35) 

1,, −−=
∂
∂

jiji TTT
η

 (36) 

หลงัจากแทน gradient ทั้งหมดจากทุกดา้นของปริมาตร

ควบคุมจะเห็นไดว้า่ คาํตอบท่ี node (i, j) มีความเก่ียวขอ้ง

กบัคาํตอบท่ี node รอบขา้งจาํนวน 8 node ไดแ้ก่ (i-1,j-1), 

(i,j-1) , (i+1,j-1), (i-1,j), (i+1,j) , (i-1,j+1), (i,j+1) และ 

(i+1,j+1)   คาํตอบของระบบสมการไดม้าจากการคาํนวณ

ซํ้ าดว้ยวธีิ Gauss-Seidel  

 

4. การทดสอบ 

ปัญหาท่ีนาํมาทดสอบคาํตอบจาก    วธีิไฟไนต์

ดิฟเฟอเรนซ์มีทั้งส้ิน 3 ปัญหาไดแ้ก่ ทรงกระบอกกลวง

แผน่ส่ีเหล่ียมท่ีมีรูเจาะวงกลมตรงกลาง และแผน่ส่ีเหล่ียม

ขนมเปียกปูน (rhombus) คาํอธิบายเพ่ิมเติมอยูใ่นหวัขอ้ยอ่ย

โปรแกรมคอมพิวเตอร์ถูกสร้างข้ึนมาดว้ยภาษาฟอร์แทรน 

90 และคาํตอบในรูปแบบของลาํดบัชั้นของอุณหภูมิไดม้า

จากการพลอ็ตดว้ยโปรแกรม tecplot  

4.1 ทรงกระบอกกลวง 

รูปร่างและเง่ือนไขขอบของปัญหาแสดงอยูใ่น

รูปท่ี 3(a)   วตัถุทรงกระบอกกลวงมีรัศมีในและนอก

เท่ากบั 1 m และ 2 m ตามลาํดบั     อุณหภูมิผิวดา้นในและ

ดา้นนอกถูกกาํหนดใหเ้ท่ากบั 100oC และ 50oC ตามลาํดบั 

สมัประสิทธ์ิการนาํความร้อนเท่ากบั 1 W/(m.oC)  ในการ

คาํนวณจริงใชเ้พียงคร่ึงเดียวโดยอาศยั ความสมมาตรของ

ปัญหา และกาํหนดฟลกัซ์ความร้อนท่ีขอบสมมาตรให้

เท่ากบัศูนย ์  วธีิไฟไนตดิ์ฟเฟอเรนซ์ไดม้าจากการใช ้ mesh 

ขนาด 21 x 11 ในทิศทางมุมกวาดและรัศมีซ่ึงสอดคลอ้งกบั  

ξ  และ η  ตามลาํดบั คาํตอบแสดงอยูใ่นรูปของแผนภูมิ

ลาํดบัชั้นของอุณหภูมิดงัรูปท่ี 3(b)  คาํตอบเชิงวเิคราะห์ถูก

นาํมาเปรียบเทียบกบัคาํตอบจากวธีิปัจจุบนัในรูปท่ี 4 

4.2 แผ่นส่ีเหลีย่มจตัุรัสทีม่รูีเจาะตรงกลาง 

 รูปท่ี 5 แสดงรูปร่างจริงของปัญหา และรูปร่าง

โดเมนท่ีใชใ้นการคาํนวณ แผน่ส่ีเหล่ียมจตัุรัสมีขนาด 2 m 

ในขณะท่ีรูเจาะมีขนาดรัศมี 1 m วสัดุมีสมัประสิทธ์ิการนาํ

ความร้อนเท่ากบั 1 W/(m.oC)  อุณหภูมิท่ีผิวของวงกลม

และผิวของส่ีเหล่ียมคือ 100oC และ 50oC ตามลาํดบั ในการ

คาํนวณจริงใชเ้พียงหน่ึงในส่ีโดยอาศยั ความสมมาตรของ

ปัญหา และกาํหนดฟลกัซ์ความร้อนท่ีขอบสมมาตรให้

เท่ากบัศูนย ์  mesh ท่ีใชคื้อ 21 x 11 ตามทิศทางมุมกวาด

และระยะห่างระหวา่งวงกลมกบัส่ีเหล่ียมซ่ึงสอดคลอ้งกบั  

ξ  และ η  ตามลาํดบั คาํตอบจากวธีิไฟไนตดิ์ฟเฟอเรนซ์

ถูกนาํมาเปรียบเทียบกบัคาํตอบจากวธีิไฟไนตเ์อลิเมนตใ์น

รูปท่ี 6 

4.3 แผ่นส่ีเหลีย่มขนมเปียกปูน 
 แผน่ส่ีเหล่ียมขนมเปียกปูน มีสมัประสิทธ์ิการนาํ

ความร้อนเท่ากบั 1 W/(m.oC)  อุณหภูมิดา้นล่างมีอุณหภูมิ 

1oC อุณหภูมิดา้นบนและดา้นขา้งทั้งสองเท่ากบั 0oC ขนาด

ความยาวของทุกดา้น ( )L  เท่ากบั 1 m ขอบดา้นขา้งเอียง

ทาํมุม 60 องศากบัแกน x  ดงัรูปท่ี 7(a)    ขนาด mesh ท่ี

ใชคื้อ 41x41 ดงัรูปท่ี 7(b)     การกระจายอุณหภูมิจากวธีิ

ไฟไนตดิ์ฟเฟอเรนซ์ และวธีิไฟไนตเ์อลิเมนตถู์กนาํมา

เปรียบเทียบกนัในรูปท่ี 8 บนเสน้ตรงก่ึงกลางแผน่ส่ีเหล่ียม

เอียงทาํมุม 60 องศากบัแกน x        คาํตอบจากวธีิไฟไนต์
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เอลิเมนตไ์ดม้าจาก mesh  41x41 เช่นเดียวกนักบัวธีิไฟไนต์

ดิฟเฟอเรนซ์ ผลลพัธ์ท่ีไดมี้ความสอดคลอ้งกนัเป็นอยา่งดี 
  

 

 

 

 

 

 

 

(a) 

       (b) 

รูปท่ี 3(a) รูปร่างและเง่ือนไขขอบของปัญหาท่ี 4.1 (b) การ

กระจายอุณหภูมิในทรงกระบอกกลวงท่ีคาํนวณไดจ้ากวธีิ

ไฟไนตดิ์ฟเฟอเรนซ์  

          
 

รูปท่ี 4 การเปรียบเทียบคาํตอบจากวธีิเชิงวเิคราะห์ (exact) 

กบัวธีิไฟไนตดิ์ฟเฟอเรนซ์ (BFC) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 5 รูปร่างของปัญหา 

 

 

(a) 

(b) 

รูปท่ี 6 (a) คาํตอบจากวธีิไฟไนตดิ์ฟเฟอเรนซ์ (b) คาํตอบ

จากวธีิไฟไนตเ์อลิเมนต ์

 

 

 

 

mr 1=  

mr 2=  

ξ  η  

( )mr  

( )CT o  

mr 1=  

mL 2=  

ξ  

η  
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                                                                (a) 

(b) 
รูปท่ี 7 (a) รูปร่างและเง่ือนไขขอบเขตของปัญหาท่ี 4.3   

(b) กริดท่ีใชใ้นการคาํนวณของวธีิไฟน์ดิฟเฟอเรนซ์ 

 

(a) 

      (b) 

รูปท่ี 8 การกระจายอุณหภูมิในแผน่ส่ีเหล่ียมขนมเปียกปูน

ท่ีคาํนวณไดจ้าก (a) วธีิไฟไนตดิ์ฟเฟอเรนซ์ และ (b) 
อุณหภูมิท่ีก่ึงกลางแผน่ส่ีเหล่ียมสาํหรับวธีิไฟไนตเ์อลิเมนต ์

(FEM) และวธีิไฟไนตดิ์ฟเฟอเรนซ์ (BFC)  

5. สรุป 

 วธีิไฟไนตดิ์ฟเฟอเรนซ์ท่ีถูกประดิษฐข้ึ์นจากพิกดั

กระชบัรูปร่างสามารถคาํนวณปัญหาการนาํความร้อนสอง

มิติท่ีสภาวะคงตวัไดอ้ยา่งแม่นยาํ  พิกดักระชบัรูปร่างหรือ 

BFC เป็นพิกดัท่ีมีการจดัเรียง node อยา่งเป็นระเบียบและ

อาศยัการแปลงรูป (coordinate transformation) ปัญหาท่ี

เลือกใชใ้นการทดสอบไดแ้ก่ ทรงกระบอกกลวง แผน่

ส่ีเหล่ียมจตัุรัสท่ีมีรูเจาะวงกลมตรงกลาง และแผน่ส่ีเหล่ียม

ขนมเปียกปูน อุณหภูมิท่ีคาํนวณไดจ้ากวธีิไฟไนต ์  ดิฟเฟอ

เรนซ์ ถูกนาํมาเปรียบเทียบกบัอุณหภูมิจากวธีิอ่ืนๆ  แลว้

พบวา่มีความใกลเ้คียงกนัเป็นอยา่งดี  
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