
บทคัดย่อ

	 	 งานวิจัยนี้ทำ�การวิเคราะห์ตรวจสอบการสั่นสะเทือนแบบอิสระและแบบแรงกระทำ�สำ�หรับปัญหา

ในสองมิติด้วยการใช้วิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์แบบเอลิเมนต์หลักเป็นรูปหลายเหลี่ยมที่มีจำ�นวนด้านใดๆ

เริ่มด้วยการแบ่งโดเมนของปัญหาออกเป็น เอลิเมนต์รูปสามเหลี่ยมเหมือนกับวิธีการสร้างเอลิเมนต์ในวิธีไฟไนท์

เอลิเมนต์ เอลิเมนต์รูปหลายเหลี่ยมก็สามารถสร้างได้ โดยอาศัยหลักของ Delaunay triangulation สำ�หรับ

โครงตาข่ายรูปสามเหลี่ยมแบบไม่มีการเรียงตำ�แหน่ง เอลิเมนต์หลักรูปหลายเหลี่ยมเหล่าน้ันจะถูกแบ่งย่อย

ออกเป็นเอลิเมนต์สม่ำ�เสมอแบบรูปส่ีเหล่ียมต่อไป ในงานน้ี ได้ศึกษาวิเคราะห์ตัวอย่างคานของ Cook ท่ีถูกปรับปรุง

โดยเพิ่มรูเจาะจำ�นวน 3 รูเจาะเข้าไป โดยด้านซ้ายของคานถูกกำ�หนดให้มีสภาพเป็นฐานรองรับแบบยึดหมุน

ในขณะที่ปลายตรงข้ามอีกด้านหน่ึงถูกกำ�หนดให้รับแรงเฉือนในแนวดิ่ง รูปแบบของการวิเคราะห์แบ่งออกเป็น

สองประเภท ได้แก่ การสั่นสะเทือนแบบอิสระและแบบมีแรงกระทำ�เป็นคาบ เนื่องจากคานตัวอย่างที่ใช้ ใน

การวิเคราะห์นั้นไม่สามารถหาผลเฉลยแม่นตรงได้ จึงใช้ผลเฉลย ซึ่งได้จากการวิเคราะห์ด้วยวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์

ด้วยการใช้ โครงตาข่ายแบบรูปสี่เหลี่ยมที่มีความละเอียดมาก ที่ใกล้เคียงผลเฉลยแม่นตรง (Close-to-exact 

solutions) อ้างอิงแทนผลเฉลยแม่นตรง การวิเคราะห์แบบแรกตรวจสอบความถ่ีธรรมชาติและรูปร่างท่ีสอดคล้องกัน

สี่ค่าแรกของคานตัวอย่างด้วยการแก้ปัญหา Eigenvalue problem ผลที่ได้แสดงความสอดคล้องของวิธีสมูท

ไฟไนทเ์อลิเมนต์รปูหลายเหลีย่มกบัผลที่ใช้ ในการอ้างอิงเปน็อยา่งด ีแบบทีส่องเปน็การวเิคราะหก์ารสัน่สะเทอืน

ซึง่เกิดจากแรงกระทำ�ชัว่คราวดว้ยวธีิ Newmark-Beta เพื่อเปรยีบเทยีบการเคลื่อนที่ในแนวดิง่ ณ จุดทีก่ำ�หนดไว้

ในช่วงเวลาที่ระบุสำ�หรับแรงที่เปลี่ยนตามเวลาที่เป็นรูปสามเหลี่ยม ผลลัพธ์ที่ได้ยังคงมีความสอดคล้องกันกับ

ค่าอ้างอิงตลอดเวลาของการวิเคราะห์ด้วยจำ�นวนเอลิเมนต์รูปหลายเหลี่ยมที่น้อยกว่าเมื่อเทียบกับวิธีเดิม
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Abstract

	 	 Free and forced vibration analyses using n-sided polygonal element-based strain-smoothed 

finite element for two-dimensional problem is investigated for this research. Initialized with

triangular elements discretization on problem domain like an old fashion finite element, an arbitrary 

n-sided polygon elements can be created by Delaunay triangulation algorithms for unstructured 

triangular mesh. Those polygonal elements will then be further partitioned into quadrilateral 

smoothing cells. A modified Cook beam with three holes which its left side is hinged while 

the opposite side is imposed to shear traction in vertical direction is an example for numerical 

simulation. Two types of analyses are performed namely free and transient vibration. Due to 

unavailable exact solutions, close-to-exact solutions obtained from very fine quadrilateral meshes 

finite element analysis are utilized instead. The former analysis investigates the first four natural 

frequencies and corresponding mode shapes of an example beam by soling an Eigenvalue problem. 

The results show in good agreement between polygonal smoothed finite element and reference 

solutions. The latter is forced periodic vibration analysis using implicit Newmark-Beta method 

comparing a vertical displacement at a particular point in specified duration of force dependent 

triangular time variation. The results are also in good shape with reference solutions at all periods 

of analysis time with few numbers of polygonal elements compared to a traditional one.

Keywords:	 n-sided Polygonal element; Smoothed finite element; Cook’s beam; Free vibration; 

Periodic vibration

1.	 บทนำ�

		  วิธีการวิเคราะห์เชิงตัวเลข (Numerical methods) 

การโมเดลปัญหาเชิงตัวเลข (Numerical modeling)

รวมถึงวิธีการจำ�ลองเชิงตัวเลข (Numerical simulations) 

เป็นสิ่งที่นักวิทยาศาสตร์รวมไปถึงวิศวกรทุกสาขา

ไม่สามารถปฎิเสธได้ถึงความสำ�คัญของมันในการ

เป็นเครื่องมือที่มีประสิทธิภาพในการแก้ปัญหาทาง

วิทยาศาสตร์และวิศวกรรมที่นับวันจะมีความซับซ้อน

ของปัญหาเพิ่มมากขึ้นเรื่อยๆ จนไม่สามารถหาผลเฉลย

แม่นตรง (Exact solutions) ได้ โดยตรง วิธีไฟไนท์

เอลิเมนต์ถือได้ว่าเป็นจุดกำ�เนิดของการวิเคราะห์

เชิงตัวเลขที่มีประสิทธิภาพมากที่สุดวิธีหน่ึงในปัจจุบัน

เนื่องจากความแม่นยำ�ของผลลัพธ์ท่ีได้ ความหลากหลาย

ของการใชง้านไมไ่ดถู้กจำ�กัดอยูเ่ฉพาะปัญหาการวเิคราะห์

โครงสร้างเทา่น้ัน แตย่งัรวมไปถึงงานในสาขาวทิยาศาสตร์

และวิศวกรรมเกือบทุกแขนงในโลก เช่น การวิเคราะห์

ปญัหาพลศาสตร์ของโครงสร้างและของไหล (Structure 

and fluid dynamics analysis) สนามแม่เหล็กไฟฟ้า 

(Electromagnetic) การชนและสัมผัส (Impact and 

contact) การถ่ายเทมวลและความร้อน วัสดุชีวภาพ 

เป็นต้น ถึงกระนั้นก็ดี ข้อจำ�กัดของวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์

ก็มีมากมายหลายอย่างด้วยเช่นเดียวกัน ได้แก่ ความ

แม่นยำ�ของความเค้นที่ ได้ มีค่าไม่ดีเมื่อใช้เอลิเมนต์

แบบสามเหลีย่ม (Triangular element) สำ�หรบัปญัหา 
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การวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบอิสระและแบบแรงกระทำ�ด้วยวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์

รูปหลายเหลี่ยมที่แบ่งโดเมนย่อยภายในเซลสำ�หรับปัญหาใน 2 มิติ

2 มติ ิหรอืเอลเิมนต์ทรงสีห่น้า (Tetrahedral element) 

สำ�หรับปัญหา 3 มิติ ในกรณีที่ต้องการความแม่นยำ�

ของผลลัพธ์ท่ีมากข้ึน จำ�เป็นต้องใช้เอลิเมนต์แบบส่ีหน้า

(Quadrilateral element) และเอลิเมนต์ทรงหกหน้า 

(Hexahedral element) ซึ่งอาจต้องแลกมากับเวลา

และค่าใช้จ่ายที่เพิ่มขึ้นเช่นเดียวกัน ความจำ�เป็นของ

การทำ� Mapping ระหว่าง Parent และ Physical 

element ซึ่งอาจทำ�ให้จาโคเบียนเมทริกซ์ (Jacobian 

matrix) มีโอกาสของการมีคุณสมบัติ Ill-conditioned 

ระหว่างการคำ�นวณ ในกรณีของการวิเคราะห์

แบบ Large deformation รวมทั้งการเกิดพฤติกรรม

Locking phenomenon สำ�หรับของแข็งที่เป็นแบบ

บีบอัดไม่ได้ ซึ่งมีค่าอัตราส่วนปัวซองเข้าใกล้ 0.5

	 	 ตลอดเวลาที่ผ่านมา มีความพยายามคิดค้น

วิธีการคำ�นวณเชิงตัวเลขใหม่ๆ เพื่อเอาชนะข้อจำ�กัด

ของวิธีเก่าๆ ท่ีมีอยู่ รวมท้ังปรับปรุงผลจากการวิเคราะห์

ให้มีความแม่นยำ�เที่ยงตรงมากยิ่งขึ้น วิธีต่างๆ เหล่านั้น 

ได้แก่ วิธี Virtual element method [1] วิธี Scaled 

boundary finite element [2] และวิธี Smoothed 

finite element methods [3] เป็นต้น สิ่งที่เหมือนกัน

สำ�หรับวิธีการวิเคราะห์เชิงตัวเลขทั้งสามวิธีข้างต้น

ที่เหนือกวา่วิธไีฟไนท์เอลิเมนตค์อืความสามารถในการ

ใช้เอลิเมนต์ที่เป็นแบบทรงเหลี่ยมใดๆ (An n-sided 

arbitrary element) ได้อย่างไม่มีข้อจำ�กัดอยู่แค่

การใช้เอลิเมนต์รูปสามเหลี่ยมหรือทรงสี่หน้าสำ�หรับ

ปัญหาใน 2 มิติ นอกจากน้ีสองวิธีหลังยังมีสิ่งที่

เหนือกว่าวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์แบบเดิมที่เด่นชัด

อีกประการหนึ่งคือ การไม่ต้องทำ� Mapping ระหว่าง 

Parent element และ Physical element ซึ่งทำ�ให้

สามารถคำ�นวณได้อย่างรวดเร็วและมีประสิทธิภาพ

ที่สูงกว่า วิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ปรากฏครั้งแรก

ในบทความของ Liu G.R. et.al. [4] ซึ่งในขณะน้ัน

ยังไม่ได้ ใช้ชื่อน้ีเหมือนในปัจจุบัน วิธีน้ีทำ�การเฉลี่ย

ค่าของสนามความเครียด (Smoothed strain) ของ

เอลิเมนต์ย่อยๆ (Domains or cells) ที่อยู่ภายใน

เอลเิมนต์หลกั (Main element) เพื่อให้มคีวามสม่ำ�เสมอ

และตอ่เนื่อง (Smoothing cells) ไปทัว่ทัง้เอลเิมนตห์ลกั

ต่อมา วิธีนี้ ได้มีการพัฒนาแตกแขนงออกไปซึ่ง

สามารถจำ�แนกไดต้ามประเภทของการสรา้งโดเมนยอ่ย

สม่ำ�เสมอในเอลิเมนต์หลักออกได้เป็น 4 แบบ ได้แก่ 

การสร้างโดเมนยอ่ยภายในเอลเิมนตห์ลกั (Cell-based)

การสร้างโดเมนย่อยโดยใช้ โหนดของเอลิเมนต์หลัก 

(Node-based) การสร้างโดเมนย่อยโดยใช้ด้านของ

เอลเิมนตห์ลกั (Edge-based) และการสรา้งโดเมนยอ่ย

โดยใช้พื้นที่ผิวของเอลิเมนต์หลัก (Face-based)

ตามลำ�ดับ (สามวิธีแรกสำ�หรับปัญหาใน 2 มิติ ในขณะท่ี

วิธีที่สี่ใช้สำ�หรับปัญหาใน 3 มิติ) [3]

	 	 วธีิสมทูไฟไนทเ์อลเิมนต์ไดพ้สิจูน์ถึงความแมน่ยำ�

ของผลการวิเคราะห์ที่ ได้ว่ามีประสิทธิภาพสูงกว่า

วิธีไฟไนท์เอลิเมนต์แบบเดิม รวมทั้งยังสามารถ

ทำ�ลายข้อจำ�กัดหลายประการลงได้อย่างสมบูรณ์ [5]

มีการประยุกต์ ใช้เพื่อแก้ปัญหาทางวิศวกรรมในด้าน

ต่างๆ เช่น ปัญหาความเค้นในโครงสร้าง [6] ปัญหา

ทางด้านพลศาสตร์โครงสร้างและการสั่นสะเทือน [7]

ปัญหาของแผ่นและแผ่นเปลือกบาง [8] ปัญหา

ทางกลศาสตร์ชีวภาพ [9] ปัญหาของการถ่ายเท

ความร้อนและกลศาสตร์อุณหภูมิ [10] ปัญหากลศาสตร์

การแตกหัก [11] การวิเคราะห์ปัญหาอิลาสติค-

พลาสติค [12] และอื่นๆ อีกมากมาย

		  ขั้นตอนแรกของการวิเคราะห์ปัญหาด้วย

วิธีการเชิงตัวเลขน้ัน โดเมนของปัญหาที่สนใจจะถูก

แบ่งออกเป็นส่วนเล็ก (Domain discretization) เพื่อ

ให้สามารถนำ�สมการที่เก่ียวข้องเข้าไปประยุกต์ ใช้ได้

โดยอาจแบง่ออกเปน็เอลเิมนตข์ัน้พืน้ฐานอยา่งง่ายทีส่ดุคอื

รูปสามเหลี่ยมและสี่เหลี่ยมสำ�หรับปัญหาใน 2 มิติ

ดังที่ได้กล่าวไว้แล้ว สำ�หรับวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์นั้น 
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เนื่องจากการที่สนามความเครียดถูกทำ�ให้เกิดความ

ต่อเนื่องสม่ำ�เสมอภายในเอลิเมนต์หลักและสามารถ

คำ�นวณได้จากการอินทิเกรตแทนที่จะเป็นการหา

อนพุนัธผ์า่นสมการการประมาณรปูรา่งภายใน (Shape

functions) เหมือนในวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์ ทำ�ให้

สามารถใช้เอลิเมนต์หลักที่มีจำ�นวนของหลายด้านได้

ขัน้ตอนของการสร้างเอลเิมนตห์ลกัทีม่จีำ�นวนดา้นใดๆ

รปูหลายเหลีย่มน้ัน สามารถทำ�ไดห้ลายวธีิ เชน่ การสร้าง

เอลเิมนต์หลกัหลายเหลีย่มจากเอลเิมนตรู์ปสามเหลีย่ม 

[13] หรือการสร้างเอลิเมนต์หลักรูปหลายเหลี่ยม

โดยตรงก็ได้ [14] เอลิเมนต์รูปหลายเหลี่ยมที่ได้จาก

วิธีแรกจะมีความยาวด้านของเอลิเมนต์ที่ใกล้เคียงกัน

ในขณะทีว่ธีิทีส่องจะให้ดา้นทีส่ม่ำ�เสมอมากกวา่สำ�หรับ

ปัญหาที่มีส่วนโค้งส่วนเว้าหรือรูเจาะภายใน

	 	 งานวิจัยน้ี ทำ�การวิเคราะห์ปัญหาความเค้น

ในระนาบ 2 มิติของคานที่ถูกปรับปรุงมาจาก Cook’s 

beam [15] ด้วยวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ โดยทำ�การ

แบง่โดเมนของปัญหาออกเปน็สว่นยอ่ยๆ ดว้ยเอลเิมนต์

รูปหลายเหลี่ยมซึ่งมีด้านมากกว่าหรือเท่ากับ 4 ด้าน 

(Polygonal element) ขึ้นไป เอลิเมนต์หลักเหล่านั้น 

ถูกสร้างขึ้นด้วยการเปลี่ยนรูปของเอลิเมนต์พื้นฐาน

สามเหลี่ยมที่ใช้ ในไฟไนท์เอลิเมนต์แบบเดิมให้กลาย 

เป็นรูปหลายเหลี่ยมโดยอัตโนมัติโดยอาศัย DistMesh 

algorithms [16] และจะถูกแบ่งออกเป็นเซลล์ย่อยๆ

ที่มีความสม่ำ�เสมอ (Smoothing cell) ด้วยเอลิเมนต์

ทรงเหลี่ยมสี่หน้า (Quadrilateral element) จำ�นวน

หลายเซลล์เพื่อให้เป็นเอลิเมนต์สม่ำ�เสมอต่อเนื่อง 

(Smoothed domain) ในที่สุด การวิจัยครั้งนี้มุ่งไปที่

การวิเคราะห์แบบพลศาสตร์ (Dynamic analysis) 

เพื่อหาค่าความถ่ีธรรมชาติ (Natural frequencies 

analyses) และรูปร่างของคานตัวอย่างในกรณีแรก

และการหาผลตอบสนองของการเคลื่อนที่ในแนวด่ิง 

ณ จุดที่กำ�หนดไว้ ต่อแรงกระทำ�ที่ปลายคานซึ่งเป็น

ฟังก์ชั่นของเวลา (Periodic vibration analysis)

โดยการแบ่งโดเมนของปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์

รูปหลายเหลี่ยมใดๆ เนื่องจากไม่สามารถหาผลเฉลย

แม่นตรงของปัญหาตัวอย่างได้ ผลของการวิเคราะห์

เหล่าน้ีจะถูกนำ�ไปเปรียบเทียบกับค่าที่ใกล้เคียงกับ

ผลเฉลยแมน่ตรง (close-to-exact solutions) ซึง่ไดม้า

จากการใช้ โปรแกรม ANSYS STUDENT VERSION 

2020 R1

	 	 บทความนี้ ได้แบ่งหัวข้อของงานวิจัยดังต่อไปนี้ 

ส่วนที่ 1 กล่าวถึงบทนำ�และวัตถุประสงค์ของงานวิจัย 

ส่วนที่ 2 กล่าวถึงพื้นฐานของวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์

สำ�หรบัการวเิคราะห์ความเคน้ในระนาบ 2 มติ ิการสรา้ง

โดเมนยอ่ยสม่ำ�เสมอตอ่เนื่องรปูทรงสีห่น้า (Q4) ภายใน

เอลิเมนต์หลักรูปทรงหลายเหลี่ยม การใช้สมูทไฟไนท์

เอลิเมนต์สำ�หรับการวิเคราะห์ปัญหาพลศาสตร์

(Dynamic analysis) Lumped mass matrix Implicit 

Newmark-beta method และการแบ่งเมทริกต์ออกเป็น

สว่นทีท่ราบคา่ตวัแปรและสว่นทีย่งัไมท่ราบคา่หลงัจาก

กำ�หนดเงื่อนไขขอบเขตแลว้ รวมถึงการแก้ระบบสมการ 

ตามลำ�ดบั ผลการวเิคราะห์ทัง้สองสว่นทีก่ลา่วถึงมาแลว้

จะถูกแสดงในส่วนที่ 3 และบทสรุปของการศึกษาวิจัย

ในครั้งนี้จะถูกกล่าวถึงในส่วนที่ 4 ตามลำ�ดับ 

2.	 สมูทไฟไนท์เอลิเมนต์แบบเอลิเมนต์หลัก

รูปหลายเหลี่ยม (An arbitrary polygonal

element-based smoothed finite element)

		  2.1	โดเมนย่อยสม่ำ�เสมอทรงสี่หน้า 

(Quadrilateral Smoothing Domains)

	 	 	 	 หลังจากการสร้างเอลิเมนต์หลักรูปหลาย

เหลี่ยมใดๆ ตลอดทั้งโดเมนของปัญหาที่สนใจแล้ว

ดังภาพท่ี 1 เอลิเมนต์เหล่าน้ันจะถูกแบ่งให้เป็นโดเมนย่อย

สม่ำ�เสมอ (Smoothing domains or cells) ภายในต่อไป

งานวจิยัในครัง้น้ี ใชเ้อลเิมนตย์อ่ยแบบทรงเหลีย่มสีห่น้า 



ส่วนที่ 2 กล่าวถึงพ้ืนฐานของวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์
ส าหรับการวิเคราะห์ความเค้นในระนาบ 2 มิติ การสร้าง
โดเมนย่อยสม่ าเสมอต่อเนื ่องรูปทรงสี่หน้า (Q4) 
ภายในเอลิเมนต์หลักรูปทรงหลายเหล่ียม การใช้สมูท
ไฟไนท์เอลิเมนต์ส าหรับการวิเคราะห์ปัญหาพลศาสตร์ 
(Dynamic analysis) Lumped mass matrix Implicit 
Newmark-beta method และการแบ่ ง เมทริ กต์
ออกเป็นส่วนที่ทราบค่าตัวแปรและส่วนที่ยังไม่ทราบ
ค่าหลังจากก าหนดเงื่อนไขขอบเขตแล้ว รวมถึงการแก้
ระบบสมการ ตามล าดับ ผลการวิเคราะห์ทั้งสองส่วน
ที่กล่าวถึงมาแล้วจะถูกแสดงในส่วนที่ 3 และบทสรุป
ของการศึกษาวิจัยในครั้งนี้จะถูกกล่าวถึงในส่วนที่ 4 
ตามล าดับ  
 
2. สมูทไฟไนท์เอลิเมนต์แบบเอลิเมนต์หลักรูป
หลายเหลี่ยม (An arbitrary polygonal element-
based smoothed finite element) 

2.1 โ ด เมนย ่อยส ม่ า เ สมอทรงสี ่หน ้า 
(Quadrilateral Smoothing Domains) 

หลังจากการสร้างเอลิเมนต์หลักรูปหลาย
เหลี่ยมใด ๆ ตลอดทั้งโดเมนของปัญหาที่สนใจแล้วดัง
ภาพที่ 1 เอลิเมนต์เหล่านั้นจะถูกแบ่งให้เป็นโดเมน
ย่อยสม่ าเสมอ (Smoothing domains or cells) 
ภายในต่อไป งานวิจัยในครั้งนี้ ใช้เอลิเมนต์ย่อยแบบ
ทรงเหลี่ยมสี่หน้า (Quadrilateral element, Q4) ดัง
แสดงในภาพที่ 1 (ขวา) การแบ่งลักษณะเช่นนี้ ท าให้
ได้โดเมนย่อยสม่ าเสมอที่มีจ านวนเท่ากับจ านวนด้าน
ของเอลิเมนต์หลักรูปหลายเหลี่ยมนั่นเอง ซึ่งถือว่าเป็น
หัวใจส าคัญข้อหนึ่งของหลักการสร้างเอลิเมนต์หรือ
โดเมนย่อยสม่ าเสมอภายในเอลิเมนต์หลักท่ีจะต้องมี
จ านวนอย่างน้อยเท่ากับ 2n/3 เมื่อ n คือจ านวนของ
ตัวแปรที่ไม่ทราบค่าของโหนดทั้งหมดนั่นเอง [3] ภาพ
ที่ 1 แสดงความคล้ายคลึงกันระหว่างการสร้างโดเมน

ย่อยสม่ าเสมอภายในเอลิเมนต์หลักรูปทรงสี่หน้าและ
รูปทรงหลายเหลี่ยมใด ๆ 
 

 
 

ภาพที่ 1 การแบ่งเอลิเมนต์ย่อยในเอลิเมนต์หลัก 
 

2.2 การสร้างสนามความเครียดสม่ าเสมอ 
(Smoothed Strain Field Construction) 

การสร้างสนามความเครียดสม่ าเสมอต่อเนื่อง
ของวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์นี้  อาศัยเทคนิคของ 
strain smoothing บนโดเมนหรือเอลิ เมนต์ย่อย
สม่ าเสมอที่อยู่ภายในเอลิเมนต์หลักนั่นเอง ขั้นตอนนี้มี
ความแตกต่างกับการสร้างสนามความเครียดในวิธี
ไฟไนท์เอลิเมนต์ เมื่อทราบค่าของสนามความเครียด
ภายในเอลิเมนต์หลักรูปหลายเหลี่ยมแล้ว ขั้นตอน
ต่อไปหลังจากนี้จนกระทั่งถึงการได้มาซึ่งสมการของ
สติฟเนส ยังคงเป็นขบวนการท างานเดียวกันกับวิธี
ไฟไนท์เอลิเมนต์ทุกประการ ความจริงข้อนี้ท าให้
สามารถน าอัลกอรึทึมของโปรแกรมไฟไนท์เอลิเมนต์
ซึ่งมีใช้กันอย่างแพร่หลายมาประยุกต์ใช้ได้ในทันที 
โดยท าการปรับปรุงเพียงเล็กน้อย 

เพ่ือให้เกิดความแตกต่างกับสนามความเครียด
ในไฟไนท์เอลิ เมนต์ ตัวแปรทั้ งหมดในวิธีสมูท
ไฟไนท์เอลิเมนต์ จะถูกเขียนด้วยสัญลักษณ์เดียวกัน 
โดยก าหนดให้มีเครื่องหมายบาร์ (-) ด้านบน การค านวณ 
หาค่าของตัวแปรความเครียดสม่ าเสมอ 𝜺̅𝜺 ณ ต าแหน่ง 
𝑥𝑥𝑘𝑘 จะใช้เทคนิคการประมาณของค่าอินทิเกรตของ
ฟังก์ชันกล่าวคือ  
 

59
การวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบอิสระและแบบแรงกระทำ�ด้วยวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์

รูปหลายเหลี่ยมที่แบ่งโดเมนย่อยภายในเซลสำ�หรับปัญหาใน 2 มิติ

(Quadrilateral element, Q4) ดงัแสดงในภาพที ่1 (ขวา) 

การแบ่งลักษณะเช่นน้ี ทำ�ให้ได้ โดเมนย่อยสม่ำ�เสมอ

ที่มีจำ�นวนเท่ากับจำ�นวนด้านของเอลิเมนต์หลัก

รปูหลายเหลีย่มน่ันเอง ซึง่ถือวา่เปน็หัวใจสำ�คญัขอ้หน่ึง

ของหลักการสร้างเอลิเมนต์หรือโดเมนย่อยสม่ำ�เสมอ

ภายในเอลเิมนตห์ลกัทีจ่ะต้องมจีำ�นวนอยา่งน้อยเทา่กับ 

2n/3 เมื่อ n คือจำ�นวนของตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของโหนด

ทั้งหมดนั่นเอง [3] ภาพที่ 1 แสดงความคล้ายคลึงกัน

ระหวา่งการสรา้งโดเมนยอ่ยสม่ำ�เสมอภายในเอลเิมนต์

หลักรูปทรงสี่หน้าและรูปทรงหลายเหลี่ยมใด ๆ

	 	 	 	 เพื่อให้เกิดความแตกต่างกับสนามความเครียด

ในไฟไนท์เอลิเมนต์ ตัวแปรทั้งหมดในวิธีสมูทไฟไนท์

เอลเิมนต ์จะถูกเขยีนดว้ยสญัลกัษณเ์ดยีวกัน โดยกำ�หนด

ให้มีเครื่องหมายบาร์ (-) ด้านบน การคำ�นวณ หาค่า

ของตัวแปรความเครียดสม่ำ�เสมอ ε ณ ตำ�แหน่ง xk

จะใชเ้ทคนิคการประมาณของคา่อนิทเิกรตของฟงัก์ชนั

กล่าวคือ 

	 𝜺̅𝜺(𝒙𝒙𝒌𝒌) = ∫ 𝜺̃𝜺(𝒙𝒙)𝑾𝑾(𝒙𝒙𝒌𝒌 − 𝒙𝒙)𝒅𝒅𝛀𝛀
𝛀𝛀𝒌𝒌

𝒔𝒔
 (1) 

 

เ มื่ อ  𝛀𝛀𝒌𝒌
𝒔𝒔  คื อ โด เมนหรื อ เอลิ เ มนต์ ย่ อย

สม่ าเสมอส าหรับต าแหน่ง 𝒙𝒙𝒌𝒌 และ 𝑾𝑾(𝒙𝒙𝒌𝒌 − 𝒙𝒙) คือ
ฟังก์ชันน้ าหนักที่สัมพันธ์กับค่า ณ ต าแหน่งดังกล่าว 
ตัวแปรความเครียดที่อยู่ภายในโดเมนสม่ าเสมอนี้จะ
ถูกค านวณจากการกระจายตัวแปรความเครียดตลอด
ทั่วทั้งโดเมนย่อยสม่ าเสมอ 𝛀𝛀𝒌𝒌

𝒔𝒔  และถูกสมมุติให้มี
ค่าคงที่ ฟังก์ชั่นน้ าหนักอย่างง่ายและนิยมใช้กันมาก
ที่สุดส าหรับ smoothing function คือ Heaviside 
step function หากท าการแทนค่าของฟังก์ชั่นดังกล่าว
ในสมการที่ (1) แล้วใช้การอินทิเกรตทีละส่วนจะได้ 

 

𝜺̅𝜺(𝒙𝒙𝒌𝒌) =  1
𝐴𝐴𝑘𝑘

𝑠𝑠  ∫ 𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙)
𝚪𝚪𝒌𝒌

𝒔𝒔
𝒖̅𝒖(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝚪𝚪   (2)  

 

𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙) = [
𝑛𝑛𝑥𝑥 0
0 𝑛𝑛𝑦𝑦

𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥
] (3) 

 
เมื่อ 𝐴𝐴𝑘𝑘

𝑠𝑠 , 𝑢̅𝑢(𝑥𝑥) และ 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥) คือพ้ืนที่ทั้งหมด
ของเอลิเมนต์ย่อยสม่ าเสมอในแต่ละเอลิเมนต์หลักรูป
หลายเหลี่ยม การเปลี่ยนต าแหน่งของโหนดและ
เวคเตอร์ องค์ประกอบของเวคเตอร์หนึ่งหน่วยทั้ง
สองทิศทางที่พุ่งออกจากด้านหรือขอบเขตของโดเมน
สม่ าเสมอตามล าดับ (ใน 2 มิติ)  

มีข้อสังเกตว่า ในสมการที่ (2) นั้น สนาม
ความเครียดท่ีได้ ถูกค านวณโดยการอินทิเกรตเส้น
รอบรูปของพ้ืนที่ โดเมนย่อยแทนที่จะเป็นการหา
อนุพันธ์ของฟังก์ชั่นการประมาณรูปร่างภายในของมัน 
ซึ ่งถือเป็นข้อดีของสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ สมการ
สติฟเนสเมทริกซ์สม่ าเสมอในระบบโคออร์ดิเนตหลัก
ขึ้นอยู่กับค่าของ Strain-displacement matrix หรือ 
𝑩̅𝑩 เมท-ริกซ์ หากท าการแทนค่า 𝒖̅𝒖(𝒙𝒙) = ∑ 𝑵𝑵𝒊𝒊𝒖̅𝒖𝒊𝒊 
ลงในสมการที่ 2 แล้วจัดรูปสมการใหม่ จะสามารถ

แสดงค่าของเมทริกต์ความสัมพันธ์ระหว่างเครียดกับ
การเปลี่ยนต าแหน่ง (Strain-Displacement matrix) 
ได้เป็น 

𝑩̅𝑩(𝒙𝒙) =  𝟏𝟏
𝑨𝑨𝒌𝒌

𝒔𝒔  ∫ 𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙)
𝚪𝚪𝒌𝒌

𝒔𝒔
𝑵𝑵(𝒙𝒙) 𝒅𝒅𝒅𝒅 

= [
𝑏̅𝑏𝑥𝑥 0
0 𝑏̅𝑏𝑦𝑦

𝑏̅𝑏𝑦𝑦 𝑏̅𝑏𝑥𝑥

]                
(4) 

โดย 

𝒃̅𝒃𝒊𝒊 = 𝟏𝟏
𝑨𝑨𝒌𝒌

𝒔𝒔 ∫ 𝒏𝒏𝒊𝒊(𝒙𝒙)𝑵𝑵(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝚪𝚪,   𝑖𝑖 = 𝑥𝑥, 𝑦𝑦
𝚪𝚪

 (5) 

 

หากใช้การอินทิเกรตเชิงตัวเลขซึ่งต้องการ
จ านวนจุดของเกาส์ (Gauss’s point) เพียงแค่ 1 จุด
ซึ่งให้ค่าความถูกตรงของการอินทิเกรตส าหรับเส้น
ขอบเขตของโดเมนย่อยสม่ าเสมอที่เป็นเส้นตรงนั้น 
(One Gauss point rule) ต าแหน่งดังกล่าวจะอยู่ ณ 
กึ่งกลางด้านแต่ละด้านที่ประกอบกันขึ้นมาเป็นเอลิเมนต์
ย่อยเหล่านั้นนั่นเอง เพราะฉะนั้น เครื่องหมายการ
อินทิเกรตในสมการที่ (5) สามารถเขียนใหม่ให้อยู่ใน
รูปของเครื่องหมายผลรวมได้เป็น 

𝒃̅𝒃𝒊𝒊 = 𝟏𝟏
𝑨𝑨𝒌𝒌

𝒔𝒔 ∑ 𝒏𝒏𝒊𝒊
𝒋𝒋 𝑵𝑵(𝒙𝒙𝒋𝒋

𝑮𝑮)𝑳𝑳𝒋𝒋 ,   𝑖𝑖 = 𝑥𝑥, 𝑦𝑦
𝒏𝒏𝚪𝚪

𝒔𝒔

𝒋𝒋=𝟏𝟏
 (6) 

จากหลักการพ้ืนฐานของวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์
ทั้งหมดที่กล่าวมาเบื้องต้น สมการสติฟเนสเมทริกซ์
ต่อเนื่องสม่ าเสมอในระบบโคออร์ดิเนตหลัก สามารถ
เขียนให้อยู่ในรูปของผลรวมของสติฟเนสย่อยสม่ าเสมอ
หรือในรูปของเมทริกซ์ความสัมพันธ์ของความเครียด
กับการ เปลี่ ยนต าแหน่ ง  ( Strain-displacement 
matrix) คือ 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 = ∑ 𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒆𝒆 = ∑ 𝑩̅𝑩𝑻𝑻𝑬𝑬𝑩̅𝑩𝑨𝑨𝒌𝒌
𝒔𝒔  (7) 

 

𝑬𝑬 หมายถึงอิลาสติคเมทริกซ์ ท้ายที่สุด 
สมการสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ สามารถแสดงได้เป็น 

	 (1)

	 	 	 	 เมื่อ Ωk

s
 คือโดเมนหรือเอลิเมนต์ย่อย

สม่ำ�เสมอสำ�หรับตำ�แหน่ง xk และ W(xk-x) คอืฟงัก์ชนั

น้ำ�หนักที่สัมพันธ์กับค่า ณ ตำ�แหน่งดังกล่าว ตัวแปร

ความเครยีดทีอ่ยูภ่ายในโดเมนสม่ำ�เสมอน้ีจะถูกคำ�นวณ

จากการกระจายตวัแปรความเครยีดตลอดทัว่ทัง้โดเมน

ย่อยสม่ำ�เสมอ Ωk

s
 และถูกสมมุติให้มีค่าคงที่ ฟังก์ชั่น

น้ำ�หนักอย่างง่ายและนิยมใช้กันมากที่สุดสำ�หรับ 

smoothing function คือ Heaviside step function 

หากทำ�การแทนค่าของฟังก์ชั่นดังกล่าวในสมการที่ (1) 

แล้วใช้การอินทิเกรตทีละส่วนจะได้

	

𝜺̅𝜺(𝒙𝒙𝒌𝒌) = ∫ 𝜺̃𝜺(𝒙𝒙)𝑾𝑾(𝒙𝒙𝒌𝒌 − 𝒙𝒙)𝒅𝒅𝛀𝛀
𝛀𝛀𝒌𝒌

𝒔𝒔
 (1) 

 

เ มื่ อ  𝛀𝛀𝒌𝒌
𝒔𝒔  คื อ โด เมนหรื อ เอลิ เ มนต์ ย่ อย

สม่ าเสมอส าหรับต าแหน่ง 𝒙𝒙𝒌𝒌 และ 𝑾𝑾(𝒙𝒙𝒌𝒌 − 𝒙𝒙) คือ
ฟังก์ชันน้ าหนักที่สัมพันธ์กับค่า ณ ต าแหน่งดังกล่าว 
ตัวแปรความเครียดที่อยู่ภายในโดเมนสม่ าเสมอนี้จะ
ถูกค านวณจากการกระจายตัวแปรความเครียดตลอด
ทั่วทั้งโดเมนย่อยสม่ าเสมอ 𝛀𝛀𝒌𝒌

𝒔𝒔  และถูกสมมุติให้มี
ค่าคงที่ ฟังก์ชั่นน้ าหนักอย่างง่ายและนิยมใช้กันมาก
ที่สุดส าหรับ smoothing function คือ Heaviside 
step function หากท าการแทนค่าของฟังก์ชั่นดังกล่าว
ในสมการที่ (1) แล้วใช้การอินทิเกรตทีละส่วนจะได้ 

 

𝜺̅𝜺(𝒙𝒙𝒌𝒌) =  1
𝐴𝐴𝑘𝑘

𝑠𝑠  ∫ 𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙)
𝚪𝚪𝒌𝒌

𝒔𝒔
𝒖̅𝒖(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝚪𝚪   (2)  

 

𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙) = [
𝑛𝑛𝑥𝑥 0
0 𝑛𝑛𝑦𝑦

𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥
] (3) 

 
เมื่อ 𝐴𝐴𝑘𝑘

𝑠𝑠 , 𝑢̅𝑢(𝑥𝑥) และ 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥) คือพ้ืนที่ทั้งหมด
ของเอลิเมนต์ย่อยสม่ าเสมอในแต่ละเอลิเมนต์หลักรูป
หลายเหลี่ยม การเปลี่ยนต าแหน่งของโหนดและ
เวคเตอร์ องค์ประกอบของเวคเตอร์หนึ่งหน่วยทั้ง
สองทิศทางที่พุ่งออกจากด้านหรือขอบเขตของโดเมน
สม่ าเสมอตามล าดับ (ใน 2 มิติ)  

มีข้อสังเกตว่า ในสมการที่ (2) นั้น สนาม
ความเครียดท่ีได้ ถูกค านวณโดยการอินทิเกรตเส้น
รอบรูปของพ้ืนที่ โดเมนย่อยแทนที่จะเป็นการหา
อนุพันธ์ของฟังก์ชั่นการประมาณรูปร่างภายในของมัน 
ซึ ่งถือเป็นข้อดีของสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ สมการ
สติฟเนสเมทริกซ์สม่ าเสมอในระบบโคออร์ดิเนตหลัก
ขึ้นอยู่กับค่าของ Strain-displacement matrix หรือ 
𝑩̅𝑩 เมท-ริกซ์ หากท าการแทนค่า 𝒖̅𝒖(𝒙𝒙) = ∑ 𝑵𝑵𝒊𝒊𝒖̅𝒖𝒊𝒊 
ลงในสมการที่ 2 แล้วจัดรูปสมการใหม่ จะสามารถ

แสดงค่าของเมทริกต์ความสัมพันธ์ระหว่างเครียดกับ
การเปลี่ยนต าแหน่ง (Strain-Displacement matrix) 
ได้เป็น 

𝑩̅𝑩(𝒙𝒙) =  𝟏𝟏
𝑨𝑨𝒌𝒌

𝒔𝒔  ∫ 𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙)
𝚪𝚪𝒌𝒌

𝒔𝒔
𝑵𝑵(𝒙𝒙) 𝒅𝒅𝒅𝒅 

= [
𝑏̅𝑏𝑥𝑥 0
0 𝑏̅𝑏𝑦𝑦

𝑏̅𝑏𝑦𝑦 𝑏̅𝑏𝑥𝑥

]                
(4) 

โดย 

𝒃̅𝒃𝒊𝒊 = 𝟏𝟏
𝑨𝑨𝒌𝒌

𝒔𝒔 ∫ 𝒏𝒏𝒊𝒊(𝒙𝒙)𝑵𝑵(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝚪𝚪,   𝑖𝑖 = 𝑥𝑥, 𝑦𝑦
𝚪𝚪

 (5) 

 

หากใช้การอินทิเกรตเชิงตัวเลขซึ่งต้องการ
จ านวนจุดของเกาส์ (Gauss’s point) เพียงแค่ 1 จุด
ซึ่งให้ค่าความถูกตรงของการอินทิเกรตส าหรับเส้น
ขอบเขตของโดเมนย่อยสม่ าเสมอที่เป็นเส้นตรงนั้น 
(One Gauss point rule) ต าแหน่งดังกล่าวจะอยู่ ณ 
กึ่งกลางด้านแต่ละด้านที่ประกอบกันขึ้นมาเป็นเอลิเมนต์
ย่อยเหล่านั้นนั่นเอง เพราะฉะนั้น เครื่องหมายการ
อินทิเกรตในสมการที่ (5) สามารถเขียนใหม่ให้อยู่ใน
รูปของเครื่องหมายผลรวมได้เป็น 

𝒃̅𝒃𝒊𝒊 = 𝟏𝟏
𝑨𝑨𝒌𝒌

𝒔𝒔 ∑ 𝒏𝒏𝒊𝒊
𝒋𝒋 𝑵𝑵(𝒙𝒙𝒋𝒋

𝑮𝑮)𝑳𝑳𝒋𝒋 ,   𝑖𝑖 = 𝑥𝑥, 𝑦𝑦
𝒏𝒏𝚪𝚪

𝒔𝒔

𝒋𝒋=𝟏𝟏
 (6) 

จากหลักการพ้ืนฐานของวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์
ทั้งหมดที่กล่าวมาเบื้องต้น สมการสติฟเนสเมทริกซ์
ต่อเนื่องสม่ าเสมอในระบบโคออร์ดิเนตหลัก สามารถ
เขียนให้อยู่ในรูปของผลรวมของสติฟเนสย่อยสม่ าเสมอ
หรือในรูปของเมทริกซ์ความสัมพันธ์ของความเครียด
กับการ เปลี่ ยนต าแหน่ ง  ( Strain-displacement 
matrix) คือ 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 = ∑ 𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒆𝒆 = ∑ 𝑩̅𝑩𝑻𝑻𝑬𝑬𝑩̅𝑩𝑨𝑨𝒌𝒌
𝒔𝒔  (7) 

 

𝑬𝑬 หมายถึงอิลาสติคเมทริกซ์ ท้ายที่สุด 
สมการสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ สามารถแสดงได้เป็น 

	 (2)

	

𝜺̅𝜺(𝒙𝒙𝒌𝒌) = ∫ 𝜺̃𝜺(𝒙𝒙)𝑾𝑾(𝒙𝒙𝒌𝒌 − 𝒙𝒙)𝒅𝒅𝛀𝛀
𝛀𝛀𝒌𝒌

𝒔𝒔
 (1) 

 

เ มื่ อ  𝛀𝛀𝒌𝒌
𝒔𝒔  คื อ โด เมนหรื อ เอลิ เ มนต์ ย่ อย

สม่ าเสมอส าหรับต าแหน่ง 𝒙𝒙𝒌𝒌 และ 𝑾𝑾(𝒙𝒙𝒌𝒌 − 𝒙𝒙) คือ
ฟังก์ชันน้ าหนักที่สัมพันธ์กับค่า ณ ต าแหน่งดังกล่าว 
ตัวแปรความเครียดที่อยู่ภายในโดเมนสม่ าเสมอนี้จะ
ถูกค านวณจากการกระจายตัวแปรความเครียดตลอด
ทั่วทั้งโดเมนย่อยสม่ าเสมอ 𝛀𝛀𝒌𝒌

𝒔𝒔  และถูกสมมุติให้มี
ค่าคงที่ ฟังก์ชั่นน้ าหนักอย่างง่ายและนิยมใช้กันมาก
ที่สุดส าหรับ smoothing function คือ Heaviside 
step function หากท าการแทนค่าของฟังก์ชั่นดังกล่าว
ในสมการที่ (1) แล้วใช้การอินทิเกรตทีละส่วนจะได้ 

 

𝜺̅𝜺(𝒙𝒙𝒌𝒌) =  1
𝐴𝐴𝑘𝑘

𝑠𝑠  ∫ 𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙)
𝚪𝚪𝒌𝒌

𝒔𝒔
𝒖̅𝒖(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝚪𝚪   (2)  

 

𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙) = [
𝑛𝑛𝑥𝑥 0
0 𝑛𝑛𝑦𝑦

𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥
] (3) 

 
เมื่อ 𝐴𝐴𝑘𝑘

𝑠𝑠 , 𝑢̅𝑢(𝑥𝑥) และ 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥) คือพ้ืนที่ทั้งหมด
ของเอลิเมนต์ย่อยสม่ าเสมอในแต่ละเอลิเมนต์หลักรูป
หลายเหลี่ยม การเปลี่ยนต าแหน่งของโหนดและ
เวคเตอร์ องค์ประกอบของเวคเตอร์หนึ่งหน่วยทั้ง
สองทิศทางที่พุ่งออกจากด้านหรือขอบเขตของโดเมน
สม่ าเสมอตามล าดับ (ใน 2 มิติ)  

มีข้อสังเกตว่า ในสมการที่ (2) นั้น สนาม
ความเครียดท่ีได้ ถูกค านวณโดยการอินทิเกรตเส้น
รอบรูปของพ้ืนที่ โดเมนย่อยแทนที่จะเป็นการหา
อนุพันธ์ของฟังก์ชั่นการประมาณรูปร่างภายในของมัน 
ซึ ่งถือเป็นข้อดีของสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ สมการ
สติฟเนสเมทริกซ์สม่ าเสมอในระบบโคออร์ดิเนตหลัก
ขึ้นอยู่กับค่าของ Strain-displacement matrix หรือ 
𝑩̅𝑩 เมท-ริกซ์ หากท าการแทนค่า 𝒖̅𝒖(𝒙𝒙) = ∑ 𝑵𝑵𝒊𝒊𝒖̅𝒖𝒊𝒊 
ลงในสมการที่ 2 แล้วจัดรูปสมการใหม่ จะสามารถ

แสดงค่าของเมทริกต์ความสัมพันธ์ระหว่างเครียดกับ
การเปลี่ยนต าแหน่ง (Strain-Displacement matrix) 
ได้เป็น 

𝑩̅𝑩(𝒙𝒙) =  𝟏𝟏
𝑨𝑨𝒌𝒌

𝒔𝒔  ∫ 𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙)
𝚪𝚪𝒌𝒌

𝒔𝒔
𝑵𝑵(𝒙𝒙) 𝒅𝒅𝒅𝒅 

= [
𝑏̅𝑏𝑥𝑥 0
0 𝑏̅𝑏𝑦𝑦

𝑏̅𝑏𝑦𝑦 𝑏̅𝑏𝑥𝑥

]                
(4) 

โดย 

𝒃̅𝒃𝒊𝒊 = 𝟏𝟏
𝑨𝑨𝒌𝒌

𝒔𝒔 ∫ 𝒏𝒏𝒊𝒊(𝒙𝒙)𝑵𝑵(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝚪𝚪,   𝑖𝑖 = 𝑥𝑥, 𝑦𝑦
𝚪𝚪

 (5) 

 

หากใช้การอินทิเกรตเชิงตัวเลขซึ่งต้องการ
จ านวนจุดของเกาส์ (Gauss’s point) เพียงแค่ 1 จุด
ซึ่งให้ค่าความถูกตรงของการอินทิเกรตส าหรับเส้น
ขอบเขตของโดเมนย่อยสม่ าเสมอที่เป็นเส้นตรงนั้น 
(One Gauss point rule) ต าแหน่งดังกล่าวจะอยู่ ณ 
กึ่งกลางด้านแต่ละด้านที่ประกอบกันขึ้นมาเป็นเอลิเมนต์
ย่อยเหล่านั้นนั่นเอง เพราะฉะนั้น เครื่องหมายการ
อินทิเกรตในสมการที่ (5) สามารถเขียนใหม่ให้อยู่ใน
รูปของเครื่องหมายผลรวมได้เป็น 

𝒃̅𝒃𝒊𝒊 = 𝟏𝟏
𝑨𝑨𝒌𝒌

𝒔𝒔 ∑ 𝒏𝒏𝒊𝒊
𝒋𝒋 𝑵𝑵(𝒙𝒙𝒋𝒋

𝑮𝑮)𝑳𝑳𝒋𝒋 ,   𝑖𝑖 = 𝑥𝑥, 𝑦𝑦
𝒏𝒏𝚪𝚪

𝒔𝒔

𝒋𝒋=𝟏𝟏
 (6) 

จากหลักการพ้ืนฐานของวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์
ทั้งหมดที่กล่าวมาเบื้องต้น สมการสติฟเนสเมทริกซ์
ต่อเนื่องสม่ าเสมอในระบบโคออร์ดิเนตหลัก สามารถ
เขียนให้อยู่ในรูปของผลรวมของสติฟเนสย่อยสม่ าเสมอ
หรือในรูปของเมทริกซ์ความสัมพันธ์ของความเครียด
กับการ เปลี่ ยนต าแหน่ ง  ( Strain-displacement 
matrix) คือ 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 = ∑ 𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒆𝒆 = ∑ 𝑩̅𝑩𝑻𝑻𝑬𝑬𝑩̅𝑩𝑨𝑨𝒌𝒌
𝒔𝒔  (7) 

 

𝑬𝑬 หมายถึงอิลาสติคเมทริกซ์ ท้ายที่สุด 
สมการสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ สามารถแสดงได้เป็น 

	 (3)

	 	 	 	 เมื่อ Ak

s
, u (x) และ Ln(x) คือพื้นที่ทั้งหมด

ของเอลิเมนต์ย่อยสม่ำ�เสมอในแต่ละเอลิเมนต์หลัก

รูปหลายเหลี่ยม การเปลี่ยนตำ�แหน่งของโหนดและ

เวคเตอร์ องค์ประกอบของเวคเตอร์หน่ึงหน่วย

ทั้งสองทิศทางที่พุ่งออกจากด้านหรือขอบเขตของ

โดเมนสม่ำ�เสมอตามลำ�ดับ (ใน 2 มิติ)

ภาพที่ 1 การแบ่งเอลิเมนต์ย่อยในเอลิเมนต์หลัก

		  2.2	การสร้างสนามความเครียดสม่ำ�เสมอ 

(Smoothed Strain Field Construction)

	 	 	 	 การสรา้งสนามความเครียดสม่ำ�เสมอตอ่เนื่อง

ของวธีิสมทูไฟไนทเ์อลเิมนตน้ี์ อาศยัเทคนิคของ strain

smoothing บนโดเมนหรือเอลิเมนต์ย่อยสม่ำ�เสมอท่ีอยู่

ภายในเอลิเมนต์หลักนั่นเอง ขั้นตอนนี้มีความแตกต่าง

กับการสร้างสนามความเครียดในวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์ 

เมื่อทราบคา่ของสนามความเครยีดภายในเอลเิมนตห์ลกั

รูปหลายเหล่ียมแล้ว ข้ันตอนต่อไปหลังจากน้ีจนกระท่ังถึง

การได้มาซึ่งสมการของสติฟเนส ยังคงเป็นขบวนการ

ทำ�งานเดียวกันกับวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์ทุกประการ

ความจรงิขอ้น้ีทำ�ให้สามารถนำ�อลักอรทึมึของโปรแกรม

ไฟไนท์เอลิเมนต์ซึ่งมีใช้กันอย่างแพร่หลายมาประยุกต์

ใช้ได้ ในทันที โดยทำ�การปรับปรุงเพียงเล็กน้อย
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	 	 	 	 มีข้อสังเกตว่า ในสมการที่ (2) นั้น สนาม

ความเครียดท่ีได้ ถูกคำ�นวณโดยการอินทิเกรตเส้นรอบรูป

ของพื้นที่โดเมนย่อยแทนที่จะเป็นการหาอนุพันธ์ของ

ฟังก์ชั่นการประมาณรูปร่างภายในของมัน ซึ่งถือเป็น

ข้อดีของสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ สมการสติฟเนสเมทริกซ์

สม่ำ�เสมอในระบบโคออร์ดิเนตหลักขึ้นอยู่กับค่าของ 

Strain-displacement matrix หรือ B เมทริกซ์

หากทำ�การแทนค่า u (x) = ΣNiui ลงในสมการที่ 2 

แลว้จัดรูปสมการใหม ่จะสามารถแสดงคา่ของเมทรกิต์

ความสัมพันธ์ระหว่างเครียดกับการเปลี่ยนตำ�แหน่ง 

(Strain-Displacement matrix) ได้เป็น

	

𝜺̅𝜺(𝒙𝒙𝒌𝒌) = ∫ 𝜺̃𝜺(𝒙𝒙)𝑾𝑾(𝒙𝒙𝒌𝒌 − 𝒙𝒙)𝒅𝒅𝛀𝛀
𝛀𝛀𝒌𝒌

𝒔𝒔
 (1) 

 

เ มื่ อ  𝛀𝛀𝒌𝒌
𝒔𝒔  คื อ โด เมนหรื อ เอลิ เ มนต์ ย่ อย

สม่ าเสมอส าหรับต าแหน่ง 𝒙𝒙𝒌𝒌 และ 𝑾𝑾(𝒙𝒙𝒌𝒌 − 𝒙𝒙) คือ
ฟังก์ชันน้ าหนักที่สัมพันธ์กับค่า ณ ต าแหน่งดังกล่าว 
ตัวแปรความเครียดที่อยู่ภายในโดเมนสม่ าเสมอน้ีจะ
ถูกค านวณจากการกระจายตัวแปรความเครียดตลอด
ทั่วทั้งโดเมนย่อยสม่ าเสมอ 𝛀𝛀𝒌𝒌

𝒔𝒔  และถูกสมมุติให้มี
ค่าคงที่ ฟังก์ชั่นน้ าหนักอย่างง่ายและนิยมใช้กันมาก
ที่สุดส าหรับ smoothing function คือ Heaviside 
step function หากท าการแทนค่าของฟังก์ชั่นดังกล่าว
ในสมการที่ (1) แล้วใช้การอินทิเกรตทีละส่วนจะได้ 

 

𝜺̅𝜺(𝒙𝒙𝒌𝒌) =  1
𝐴𝐴𝑘𝑘

𝑠𝑠  ∫ 𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙)
𝚪𝚪𝒌𝒌

𝒔𝒔
𝒖̅𝒖(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝚪𝚪   (2)  

 

𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙) = [
𝑛𝑛𝑥𝑥 0
0 𝑛𝑛𝑦𝑦

𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥
] (3) 

 
เมื่อ 𝐴𝐴𝑘𝑘

𝑠𝑠 , 𝑢̅𝑢(𝑥𝑥) และ 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥) คือพ้ืนที่ทั้งหมด
ของเอลิเมนต์ย่อยสม่ าเสมอในแต่ละเอลิเมนต์หลักรูป
หลายเหลี่ยม การเปลี่ยนต าแหน่งของโหนดและ
เวคเตอร์ องค์ประกอบของเวคเตอร์หนึ่งหน่วยทั้ง
สองทิศทางที่พุ่งออกจากด้านหรือขอบเขตของโดเมน
สม่ าเสมอตามล าดับ (ใน 2 มิติ)  

มีข้อสังเกตว่า ในสมการที่ (2) นั้น สนาม
ความเครียดท่ีได้ ถูกค านวณโดยการอินทิเกรตเส้น
รอบรูปของพ้ืนที่ โดเมนย่อยแทนที่จะเป็นการหา
อนุพันธ์ของฟังก์ชั่นการประมาณรูปร่างภายในของมัน 
ซึ ่งถือเป็นข้อดีของสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ สมการ
สติฟเนสเมทริกซ์สม่ าเสมอในระบบโคออร์ดิเนตหลัก
ขึ้นอยู่กับค่าของ Strain-displacement matrix หรือ 
𝑩̅𝑩 เมท-ริกซ์ หากท าการแทนค่า 𝒖̅𝒖(𝒙𝒙) = ∑ 𝑵𝑵𝒊𝒊𝒖̅𝒖𝒊𝒊 
ลงในสมการที่ 2 แล้วจัดรูปสมการใหม่ จะสามารถ

แสดงค่าของเมทริกต์ความสัมพันธ์ระหว่างเครียดกับ
การเปลี่ยนต าแหน่ง (Strain-Displacement matrix) 
ได้เป็น 

𝑩̅𝑩(𝒙𝒙) =  𝟏𝟏
𝑨𝑨𝒌𝒌

𝒔𝒔  ∫ 𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙)
𝚪𝚪𝒌𝒌

𝒔𝒔
𝑵𝑵(𝒙𝒙) 𝒅𝒅𝒅𝒅 

= [
𝑏̅𝑏𝑥𝑥 0
0 𝑏̅𝑏𝑦𝑦

𝑏̅𝑏𝑦𝑦 𝑏̅𝑏𝑥𝑥

]                
(4) 

โดย 

𝒃̅𝒃𝒊𝒊 = 𝟏𝟏
𝑨𝑨𝒌𝒌

𝒔𝒔 ∫ 𝒏𝒏𝒊𝒊(𝒙𝒙)𝑵𝑵(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝚪𝚪,   𝑖𝑖 = 𝑥𝑥, 𝑦𝑦
𝚪𝚪

 (5) 

 

หากใช้การอินทิเกรตเชิงตัวเลขซ่ึงต้องการ
จ านวนจุดของเกาส์ (Gauss’s point) เพียงแค่ 1 จุด
ซึ่งให้ค่าความถูกตรงของการอินทิเกรตส าหรับเส้น
ขอบเขตของโดเมนย่อยสม่ าเสมอที่เป็นเส้นตรงนั้น 
(One Gauss point rule) ต าแหน่งดังกล่าวจะอยู่ ณ 
กึ่งกลางด้านแต่ละด้านที่ประกอบกันขึ้นมาเป็นเอลิเมนต์
ย่อยเหล่านั้นนั่นเอง เพราะฉะนั้น เครื่องหมายการ
อินทิเกรตในสมการที่ (5) สามารถเขียนใหม่ให้อยู่ใน
รูปของเครื่องหมายผลรวมได้เป็น 

𝒃̅𝒃𝒊𝒊 = 𝟏𝟏
𝑨𝑨𝒌𝒌

𝒔𝒔 ∑ 𝒏𝒏𝒊𝒊
𝒋𝒋 𝑵𝑵(𝒙𝒙𝒋𝒋

𝑮𝑮)𝑳𝑳𝒋𝒋 ,   𝑖𝑖 = 𝑥𝑥, 𝑦𝑦
𝒏𝒏𝚪𝚪

𝒔𝒔

𝒋𝒋=𝟏𝟏
 (6) 

จากหลักการพ้ืนฐานของวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์
ทั้งหมดที่กล่าวมาเบื้องต้น สมการสติฟเนสเมทริกซ์
ต่อเนื่องสม่ าเสมอในระบบโคออร์ดิเนตหลัก สามารถ
เขียนให้อยู่ในรูปของผลรวมของสติฟเนสย่อยสม่ าเสมอ
หรือในรูปของเมทริกซ์ความสัมพันธ์ของความเครียด
กับการ เปลี่ ยนต าแหน่ ง  ( Strain-displacement 
matrix) คือ 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 = ∑ 𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒆𝒆 = ∑ 𝑩̅𝑩𝑻𝑻𝑬𝑬𝑩̅𝑩𝑨𝑨𝒌𝒌
𝒔𝒔  (7) 

 

𝑬𝑬 หมายถึงอิลาสติคเมทริกซ์ ท้ายที่สุด 
สมการสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ สามารถแสดงได้เป็น 

	 (4)

โดย

	

𝜺̅𝜺(𝒙𝒙𝒌𝒌) = ∫ 𝜺̃𝜺(𝒙𝒙)𝑾𝑾(𝒙𝒙𝒌𝒌 − 𝒙𝒙)𝒅𝒅𝛀𝛀
𝛀𝛀𝒌𝒌

𝒔𝒔
 (1) 

 

เ มื่ อ  𝛀𝛀𝒌𝒌
𝒔𝒔  คื อ โด เมนหรื อ เอลิ เ มนต์ ย่ อย

สม่ าเสมอส าหรับต าแหน่ง 𝒙𝒙𝒌𝒌 และ 𝑾𝑾(𝒙𝒙𝒌𝒌 − 𝒙𝒙) คือ
ฟังก์ชันน้ าหนักที่สัมพันธ์กับค่า ณ ต าแหน่งดังกล่าว 
ตัวแปรความเครียดที่อยู่ภายในโดเมนสม่ าเสมอน้ีจะ
ถูกค านวณจากการกระจายตัวแปรความเครียดตลอด
ทั่วทั้งโดเมนย่อยสม่ าเสมอ 𝛀𝛀𝒌𝒌

𝒔𝒔  และถูกสมมุติให้มี
ค่าคงที่ ฟังก์ชั่นน้ าหนักอย่างง่ายและนิยมใช้กันมาก
ที่สุดส าหรับ smoothing function คือ Heaviside 
step function หากท าการแทนค่าของฟังก์ชั่นดังกล่าว
ในสมการที่ (1) แล้วใช้การอินทิเกรตทีละส่วนจะได้ 

 

𝜺̅𝜺(𝒙𝒙𝒌𝒌) =  1
𝐴𝐴𝑘𝑘

𝑠𝑠  ∫ 𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙)
𝚪𝚪𝒌𝒌

𝒔𝒔
𝒖̅𝒖(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝚪𝚪   (2)  

 

𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙) = [
𝑛𝑛𝑥𝑥 0
0 𝑛𝑛𝑦𝑦

𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥
] (3) 

 
เมื่อ 𝐴𝐴𝑘𝑘

𝑠𝑠 , 𝑢̅𝑢(𝑥𝑥) และ 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥) คือพ้ืนที่ทั้งหมด
ของเอลิเมนต์ย่อยสม่ าเสมอในแต่ละเอลิเมนต์หลักรูป
หลายเหลี่ยม การเปลี่ยนต าแหน่งของโหนดและ
เวคเตอร์ องค์ประกอบของเวคเตอร์หนึ่งหน่วยทั้ง
สองทิศทางที่พุ่งออกจากด้านหรือขอบเขตของโดเมน
สม่ าเสมอตามล าดับ (ใน 2 มิติ)  

มีข้อสังเกตว่า ในสมการที่ (2) นั้น สนาม
ความเครียดท่ีได้ ถูกค านวณโดยการอินทิเกรตเส้น
รอบรูปของพ้ืนที่ โดเมนย่อยแทนที่จะเป็นการหา
อนุพันธ์ของฟังก์ชั่นการประมาณรูปร่างภายในของมัน 
ซึ ่งถือเป็นข้อดีของสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ สมการ
สติฟเนสเมทริกซ์สม่ าเสมอในระบบโคออร์ดิเนตหลัก
ขึ้นอยู่กับค่าของ Strain-displacement matrix หรือ 
𝑩̅𝑩 เมท-ริกซ์ หากท าการแทนค่า 𝒖̅𝒖(𝒙𝒙) = ∑ 𝑵𝑵𝒊𝒊𝒖̅𝒖𝒊𝒊 
ลงในสมการที่ 2 แล้วจัดรูปสมการใหม่ จะสามารถ

แสดงค่าของเมทริกต์ความสัมพันธ์ระหว่างเครียดกับ
การเปลี่ยนต าแหน่ง (Strain-Displacement matrix) 
ได้เป็น 

𝑩̅𝑩(𝒙𝒙) =  𝟏𝟏
𝑨𝑨𝒌𝒌

𝒔𝒔  ∫ 𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙)
𝚪𝚪𝒌𝒌

𝒔𝒔
𝑵𝑵(𝒙𝒙) 𝒅𝒅𝒅𝒅 

= [
𝑏̅𝑏𝑥𝑥 0
0 𝑏̅𝑏𝑦𝑦

𝑏̅𝑏𝑦𝑦 𝑏̅𝑏𝑥𝑥

]                
(4) 

โดย 

𝒃̅𝒃𝒊𝒊 = 𝟏𝟏
𝑨𝑨𝒌𝒌

𝒔𝒔 ∫ 𝒏𝒏𝒊𝒊(𝒙𝒙)𝑵𝑵(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝚪𝚪,   𝑖𝑖 = 𝑥𝑥, 𝑦𝑦
𝚪𝚪

 (5) 

 

หากใช้การอินทิเกรตเชิงตัวเลขซ่ึงต้องการ
จ านวนจุดของเกาส์ (Gauss’s point) เพียงแค่ 1 จุด
ซึ่งให้ค่าความถูกตรงของการอินทิเกรตส าหรับเส้น
ขอบเขตของโดเมนย่อยสม่ าเสมอที่เป็นเส้นตรงนั้น 
(One Gauss point rule) ต าแหน่งดังกล่าวจะอยู่ ณ 
กึ่งกลางด้านแต่ละด้านที่ประกอบกันขึ้นมาเป็นเอลิเมนต์
ย่อยเหล่านั้นนั่นเอง เพราะฉะนั้น เครื่องหมายการ
อินทิเกรตในสมการที่ (5) สามารถเขียนใหม่ให้อยู่ใน
รูปของเครื่องหมายผลรวมได้เป็น 

𝒃̅𝒃𝒊𝒊 = 𝟏𝟏
𝑨𝑨𝒌𝒌

𝒔𝒔 ∑ 𝒏𝒏𝒊𝒊
𝒋𝒋 𝑵𝑵(𝒙𝒙𝒋𝒋

𝑮𝑮)𝑳𝑳𝒋𝒋 ,   𝑖𝑖 = 𝑥𝑥, 𝑦𝑦
𝒏𝒏𝚪𝚪

𝒔𝒔

𝒋𝒋=𝟏𝟏
 (6) 

จากหลักการพ้ืนฐานของวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์
ทั้งหมดที่กล่าวมาเบื้องต้น สมการสติฟเนสเมทริกซ์
ต่อเนื่องสม่ าเสมอในระบบโคออร์ดิเนตหลัก สามารถ
เขียนให้อยู่ในรูปของผลรวมของสติฟเนสย่อยสม่ าเสมอ
หรือในรูปของเมทริกซ์ความสัมพันธ์ของความเครียด
กับการ เปลี่ ยนต าแหน่ ง  ( Strain-displacement 
matrix) คือ 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 = ∑ 𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒆𝒆 = ∑ 𝑩̅𝑩𝑻𝑻𝑬𝑬𝑩̅𝑩𝑨𝑨𝒌𝒌
𝒔𝒔  (7) 

 

𝑬𝑬 หมายถึงอิลาสติคเมทริกซ์ ท้ายที่สุด 
สมการสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ สามารถแสดงได้เป็น 

	(5)

	 	 	 	 หากใชก้ารอนิทเิกรตเชงิตวัเลขซึง่ตอ้งการ

จำ�นวนจุดของเกาส์ (Gauss’s point) เพียงแค่ 1 จุด

ซึ่งให้ค่าความถูกตรงของการอินทิเกรตสำ�หรับเส้น

ขอบเขตของโดเมนย่อยสม่ำ�เสมอที่เป็นเส้นตรงน้ัน

(One Gauss point rule) ตำ�แหน่งดังกล่าวจะอยู่

ณ ก่ึงกลางด้านแต่ละด้านที่ประกอบกันขึ้นมาเป็น

เอลเิมนตย์อ่ยเหลา่น้ันน่ันเอง เพราะฉะน้ัน เครื่องหมาย

การอินทิเกรตในสมการที่ (5) สามารถเขียนใหม่ให้อยู่

ในรูปของเครื่องหมายผลรวมได้เป็น

	

𝜺̅𝜺(𝒙𝒙𝒌𝒌) = ∫ 𝜺̃𝜺(𝒙𝒙)𝑾𝑾(𝒙𝒙𝒌𝒌 − 𝒙𝒙)𝒅𝒅𝛀𝛀
𝛀𝛀𝒌𝒌

𝒔𝒔
 (1) 

 

เ มื่ อ  𝛀𝛀𝒌𝒌
𝒔𝒔  คื อ โด เมนหรื อ เอลิ เ มนต์ ย่ อย

สม่ าเสมอส าหรับต าแหน่ง 𝒙𝒙𝒌𝒌 และ 𝑾𝑾(𝒙𝒙𝒌𝒌 − 𝒙𝒙) คือ
ฟังก์ชันน้ าหนักที่สัมพันธ์กับค่า ณ ต าแหน่งดังกล่าว 
ตัวแปรความเครียดที่อยู่ภายในโดเมนสม่ าเสมอนี้จะ
ถูกค านวณจากการกระจายตัวแปรความเครียดตลอด
ทั่วทั้งโดเมนย่อยสม่ าเสมอ 𝛀𝛀𝒌𝒌

𝒔𝒔  และถูกสมมุติให้มี
ค่าคงที่ ฟังก์ชั่นน้ าหนักอย่างง่ายและนิยมใช้กันมาก
ที่สุดส าหรับ smoothing function คือ Heaviside 
step function หากท าการแทนค่าของฟังก์ชั่นดังกล่าว
ในสมการที่ (1) แล้วใช้การอินทิเกรตทีละส่วนจะได้ 

 

𝜺̅𝜺(𝒙𝒙𝒌𝒌) =  1
𝐴𝐴𝑘𝑘

𝑠𝑠  ∫ 𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙)
𝚪𝚪𝒌𝒌

𝒔𝒔
𝒖̅𝒖(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝚪𝚪   (2)  

 

𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙) = [
𝑛𝑛𝑥𝑥 0
0 𝑛𝑛𝑦𝑦

𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥
] (3) 

 
เมื่อ 𝐴𝐴𝑘𝑘

𝑠𝑠 , 𝑢̅𝑢(𝑥𝑥) และ 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥) คือพ้ืนที่ทั้งหมด
ของเอลิเมนต์ย่อยสม่ าเสมอในแต่ละเอลิเมนต์หลักรูป
หลายเหลี่ยม การเปลี่ยนต าแหน่งของโหนดและ
เวคเตอร์ องค์ประกอบของเวคเตอร์หนึ่งหน่วยทั้ง
สองทิศทางที่พุ่งออกจากด้านหรือขอบเขตของโดเมน
สม่ าเสมอตามล าดับ (ใน 2 มิติ)  

มีข้อสังเกตว่า ในสมการที่ (2) นั้น สนาม
ความเครียดท่ีได้ ถูกค านวณโดยการอินทิเกรตเส้น
รอบรูปของพ้ืนที่ โดเมนย่อยแทนที่จะเป็นการหา
อนุพันธ์ของฟังก์ชั่นการประมาณรูปร่างภายในของมัน 
ซึ ่งถือเป็นข้อดีของสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ สมการ
สติฟเนสเมทริกซ์สม่ าเสมอในระบบโคออร์ดิเนตหลัก
ขึ้นอยู่กับค่าของ Strain-displacement matrix หรือ 
𝑩̅𝑩 เมท-ริกซ์ หากท าการแทนค่า 𝒖̅𝒖(𝒙𝒙) = ∑ 𝑵𝑵𝒊𝒊𝒖̅𝒖𝒊𝒊 
ลงในสมการที่ 2 แล้วจัดรูปสมการใหม่ จะสามารถ

แสดงค่าของเมทริกต์ความสัมพันธ์ระหว่างเครียดกับ
การเปลี่ยนต าแหน่ง (Strain-Displacement matrix) 
ได้เป็น 

𝑩̅𝑩(𝒙𝒙) =  𝟏𝟏
𝑨𝑨𝒌𝒌

𝒔𝒔  ∫ 𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙)
𝚪𝚪𝒌𝒌

𝒔𝒔
𝑵𝑵(𝒙𝒙) 𝒅𝒅𝒅𝒅 

= [
𝑏̅𝑏𝑥𝑥 0
0 𝑏̅𝑏𝑦𝑦

𝑏̅𝑏𝑦𝑦 𝑏̅𝑏𝑥𝑥

]                
(4) 

โดย 

𝒃̅𝒃𝒊𝒊 = 𝟏𝟏
𝑨𝑨𝒌𝒌

𝒔𝒔 ∫ 𝒏𝒏𝒊𝒊(𝒙𝒙)𝑵𝑵(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝚪𝚪,   𝑖𝑖 = 𝑥𝑥, 𝑦𝑦
𝚪𝚪

 (5) 

 

หากใช้การอินทิเกรตเชิงตัวเลขซ่ึงต้องการ
จ านวนจุดของเกาส์ (Gauss’s point) เพียงแค่ 1 จุด
ซึ่งให้ค่าความถูกตรงของการอินทิเกรตส าหรับเส้น
ขอบเขตของโดเมนย่อยสม่ าเสมอที่เป็นเส้นตรงนั้น 
(One Gauss point rule) ต าแหน่งดังกล่าวจะอยู่ ณ 
กึ่งกลางด้านแต่ละด้านที่ประกอบกันขึ้นมาเป็นเอลิเมนต์
ย่อยเหล่านั้นนั่นเอง เพราะฉะนั้น เครื่องหมายการ
อินทิเกรตในสมการที่ (5) สามารถเขียนใหม่ให้อยู่ใน
รูปของเครื่องหมายผลรวมได้เป็น 

𝒃̅𝒃𝒊𝒊 = 𝟏𝟏
𝑨𝑨𝒌𝒌

𝒔𝒔 ∑ 𝒏𝒏𝒊𝒊
𝒋𝒋 𝑵𝑵(𝒙𝒙𝒋𝒋

𝑮𝑮)𝑳𝑳𝒋𝒋 ,   𝑖𝑖 = 𝑥𝑥, 𝑦𝑦
𝒏𝒏𝚪𝚪

𝒔𝒔

𝒋𝒋=𝟏𝟏
 (6) 

จากหลักการพ้ืนฐานของวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์
ทั้งหมดที่กล่าวมาเบื้องต้น สมการสติฟเนสเมทริกซ์
ต่อเนื่องสม่ าเสมอในระบบโคออร์ดิเนตหลัก สามารถ
เขียนให้อยู่ในรูปของผลรวมของสติฟเนสย่อยสม่ าเสมอ
หรือในรูปของเมทริกซ์ความสัมพันธ์ของความเครียด
กับการ เปลี่ ยนต าแหน่ ง  ( Strain-displacement 
matrix) คือ 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 = ∑ 𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒆𝒆 = ∑ 𝑩̅𝑩𝑻𝑻𝑬𝑬𝑩̅𝑩𝑨𝑨𝒌𝒌
𝒔𝒔  (7) 

 

𝑬𝑬 หมายถึงอิลาสติคเมทริกซ์ ท้ายที่สุด 
สมการสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ สามารถแสดงได้เป็น 

	 (6)

	 	 	 	 จากหลักการพื้นฐานของวิธีสมูทไฟไนท์

เอลิเมนต์ทั้งหมดที่กล่าวมาเบื้องต้น สมการสติฟเนส

เมทริกซ์ต่อเนื่องสม่ำ�เสมอในระบบโคออร์ดิเนตหลัก 

สามารถเขยีนให้อยู่ในรปูของผลรวมของสตฟิเนสยอ่ย

สม่ำ�เสมอหรือในรูปของเมทริกซ์ความสัมพันธ์

ของความเครียดกับการเปลี่ยนตำ�แหน่ง (Strain-

displacement matrix) คือ

	

𝜺̅𝜺(𝒙𝒙𝒌𝒌) = ∫ 𝜺̃𝜺(𝒙𝒙)𝑾𝑾(𝒙𝒙𝒌𝒌 − 𝒙𝒙)𝒅𝒅𝛀𝛀
𝛀𝛀𝒌𝒌

𝒔𝒔
 (1) 

 

เ มื่ อ  𝛀𝛀𝒌𝒌
𝒔𝒔  คื อ โด เมนหรื อ เอลิ เ มนต์ ย่ อย

สม่ าเสมอส าหรับต าแหน่ง 𝒙𝒙𝒌𝒌 และ 𝑾𝑾(𝒙𝒙𝒌𝒌 − 𝒙𝒙) คือ
ฟังก์ชันน้ าหนักที่สัมพันธ์กับค่า ณ ต าแหน่งดังกล่าว 
ตัวแปรความเครียดที่อยู่ภายในโดเมนสม่ าเสมอนี้จะ
ถูกค านวณจากการกระจายตัวแปรความเครียดตลอด
ทั่วทั้งโดเมนย่อยสม่ าเสมอ 𝛀𝛀𝒌𝒌

𝒔𝒔  และถูกสมมุติให้มี
ค่าคงที่ ฟังก์ชั่นน้ าหนักอย่างง่ายและนิยมใช้กันมาก
ที่สุดส าหรับ smoothing function คือ Heaviside 
step function หากท าการแทนค่าของฟังก์ชั่นดังกล่าว
ในสมการที่ (1) แล้วใช้การอินทิเกรตทีละส่วนจะได้ 

 

𝜺̅𝜺(𝒙𝒙𝒌𝒌) =  1
𝐴𝐴𝑘𝑘

𝑠𝑠  ∫ 𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙)
𝚪𝚪𝒌𝒌

𝒔𝒔
𝒖̅𝒖(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝚪𝚪   (2)  

 

𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙) = [
𝑛𝑛𝑥𝑥 0
0 𝑛𝑛𝑦𝑦

𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥
] (3) 

 
เมื่อ 𝐴𝐴𝑘𝑘

𝑠𝑠 , 𝑢̅𝑢(𝑥𝑥) และ 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥) คือพ้ืนที่ทั้งหมด
ของเอลิเมนต์ย่อยสม่ าเสมอในแต่ละเอลิเมนต์หลักรูป
หลายเหลี่ยม การเปลี่ยนต าแหน่งของโหนดและ
เวคเตอร์ องค์ประกอบของเวคเตอร์หนึ่งหน่วยทั้ง
สองทิศทางที่พุ่งออกจากด้านหรือขอบเขตของโดเมน
สม่ าเสมอตามล าดับ (ใน 2 มิติ)  

มีข้อสังเกตว่า ในสมการที่ (2) นั้น สนาม
ความเครียดท่ีได้ ถูกค านวณโดยการอินทิเกรตเส้น
รอบรูปของพ้ืนที่ โดเมนย่อยแทนที่จะเป็นการหา
อนุพันธ์ของฟังก์ชั่นการประมาณรูปร่างภายในของมัน 
ซึ่งถือเป็นข้อดีของสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ สมการ
สติฟเนสเมทริกซ์สม่ าเสมอในระบบโคออร์ดิเนตหลัก
ขึ้นอยู่กับค่าของ Strain-displacement matrix หรือ 
𝑩̅𝑩 เมท-ริกซ์ หากท าการแทนค่า 𝒖̅𝒖(𝒙𝒙) = ∑ 𝑵𝑵𝒊𝒊𝒖̅𝒖𝒊𝒊 
ลงในสมการที่ 2 แล้วจัดรูปสมการใหม่ จะสามารถ

แสดงค่าของเมทริกต์ความสัมพันธ์ระหว่างเครียดกับ
การเปลี่ยนต าแหน่ง (Strain-Displacement matrix) 
ได้เป็น 

𝑩̅𝑩(𝒙𝒙) =  𝟏𝟏
𝑨𝑨𝒌𝒌

𝒔𝒔  ∫ 𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙)
𝚪𝚪𝒌𝒌

𝒔𝒔
𝑵𝑵(𝒙𝒙) 𝒅𝒅𝒅𝒅 

= [
𝑏̅𝑏𝑥𝑥 0
0 𝑏̅𝑏𝑦𝑦

𝑏̅𝑏𝑦𝑦 𝑏̅𝑏𝑥𝑥

]                
(4) 

โดย 

𝒃̅𝒃𝒊𝒊 = 𝟏𝟏
𝑨𝑨𝒌𝒌

𝒔𝒔 ∫ 𝒏𝒏𝒊𝒊(𝒙𝒙)𝑵𝑵(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝚪𝚪,   𝑖𝑖 = 𝑥𝑥, 𝑦𝑦
𝚪𝚪

 (5) 

 

หากใช้การอินทิเกรตเชิงตัวเลขซึ่งต้องการ
จ านวนจุดของเกาส์ (Gauss’s point) เพียงแค่ 1 จุด
ซึ่งให้ค่าความถูกตรงของการอินทิเกรตส าหรับเส้น
ขอบเขตของโดเมนย่อยสม่ าเสมอที่เป็นเส้นตรงนั้น 
(One Gauss point rule) ต าแหน่งดังกล่าวจะอยู่ ณ 
กึ่งกลางด้านแต่ละด้านที่ประกอบกันขึ้นมาเป็นเอลิเมนต์
ย่อยเหล่านั้นนั่นเอง เพราะฉะนั้น เครื่องหมายการ
อินทิเกรตในสมการที่ (5) สามารถเขียนใหม่ให้อยู่ใน
รูปของเครื่องหมายผลรวมได้เป็น 

𝒃̅𝒃𝒊𝒊 = 𝟏𝟏
𝑨𝑨𝒌𝒌

𝒔𝒔 ∑ 𝒏𝒏𝒊𝒊
𝒋𝒋 𝑵𝑵(𝒙𝒙𝒋𝒋

𝑮𝑮)𝑳𝑳𝒋𝒋 ,   𝑖𝑖 = 𝑥𝑥, 𝑦𝑦
𝒏𝒏𝚪𝚪

𝒔𝒔

𝒋𝒋=𝟏𝟏
 (6) 

จากหลักการพ้ืนฐานของวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์
ทั้งหมดที่กล่าวมาเบื้องต้น สมการสติฟเนสเมทริกซ์
ต่อเนื่องสม่ าเสมอในระบบโคออร์ดิเนตหลัก สามารถ
เขียนให้อยู่ในรูปของผลรวมของสติฟเนสย่อยสม่ าเสมอ
หรือในรูปของเมทริกซ์ความสัมพันธ์ของความเครียด
กับการ เปลี่ ยนต าแหน่ ง  ( Strain-displacement 
matrix) คือ 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 = ∑ 𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒆𝒆 = ∑ 𝑩̅𝑩𝑻𝑻𝑬𝑬𝑩̅𝑩𝑨𝑨𝒌𝒌
𝒔𝒔  (7) 

 

𝑬𝑬 หมายถึงอิลาสติคเมทริกซ์ ท้ายที่สุด 
สมการสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ สามารถแสดงได้เป็น 

	 (7)

				    E หมายถึงอิลาสติคเมทริกซ์ ท้ายที่สุด

สมการสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ สามารถแสดงได้เป็น

(SFEM หมายถึง Smoothed Finite Element Methods)

	

( SFEM ห ม า ย ถ ึง  Smoothed Finite Element 
Methods) 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒖̅𝒖 = 𝑭̅𝑭 (8) 
 

ส าหรับการวิ เคราะห์ปัญหาพลศาสตร์
โครงสร้างและการสั่นสะเทือนนั้น แรงที่เกิดจาก
ความเฉื่อย (Inertia forces) และแรงต้านทานการ
สั่นสะเทือน (Damping forces) จะถูกน าไปค านวณ
รวมไว้ในสมการสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ด้วย ส่งผลให้
สมการที่ (8) เปลี่ยนรูปเป็นสมการดิฟเฟอเรนเชียล
ล าดับที่สองเทียบกับเวลาคือ 

 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒖̅𝒖 + 𝑪𝑪𝒖̇̅𝒖 +𝑴𝑴𝒖̈̅𝒖 = 𝑭̅𝑭 (9) 
 

เมื่อ 𝑴𝑴 และ 𝑪𝑪 คือเมทริกซ์มวล (Mass matrix) 
และเมทริกซ์ของแรงต้ านทานการสั่ นสะเทือน 
(Damping matrix) แสดงไว้ในสมการที่  (10) และ 
(11) ตามล าดับ 

𝑴𝑴 = ∫ 𝑵𝑵𝑻𝑻𝝆𝝆𝝆𝝆𝝆𝝆𝛀𝛀
𝛀𝛀

 (10) 
 

𝑪𝑪 = ∫ 𝑵𝑵𝑻𝑻𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝛀𝛀
𝛀𝛀

 (11) 
 

โดยที่ 𝝆𝝆 และ 𝒄𝒄 คือความหนาแน่นมวลและ
สัมประสิทธิ์แรงต้านทานการสั่นสะเทือน 

ส าหรับการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนเพ่ือหา
ค่าความถี่ธรรมชาติ (Natural frequencies) รวมถึง
รูปร่างที่สอดคล้องกับความถี่ดังกล่าว (Mode shapes) 
นั้น เทอมที่เกี่ยวข้องกับแรงภายนอกและแรงต้านทาน
การสั่นสะเทือนจะถูกก าจัดออกไปจากสมการที่ (9) 
ซึ ่ง ลดร ูปลง เป ็นสมการอน ุพ ันธ ์แบบ เอกพ ันธ ์ 

(Homogeneous differential equation) ดังสมการ
ที่ (12)  

 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒖̅𝒖 +𝑴𝑴𝒖̈̅𝒖 = 𝟎𝟎 (12) 
 

สมการดังกล่าวมีผลเฉลยทั่วไปอยู่ในรูปของ
สมการเอ็กโปเนนเชียลที่เป็นฟังก์ชั่นของเวลาและ
ความถี่เชิงมุม (Angular frequency) เมื่อน าผลเฉลย
ทั่วไปแทนลงในสมการที่ (12) แล้วจัดรูปสมการเสีย
ใหม่จะสามารถค านวณหาค่าของความถี่ธรรมชาติได้
ด้วยการแก้สมการ Eigenvalue problem นั่นเอง 

 

[𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 − 𝝎𝝎𝟐𝟐𝑴𝑴] = 𝟎𝟎 (13) 
 

ในกรณีที่ ไม่คิดผลของแรงต้านทานการสั่น 
สะเทือน สมการการเคลื่อนที่พลศาสตร์ (9) นั้น จะถูก
หาค่าผลตอบสนองที่ต้องการภายหลังจากที่สมการ
เงื่อนไขขอบ (Prescribed boundary conditions) 
ได้ถูกน าเข้าไปรวมไว้ด้วยกัน โดยการเปลี่ยนต าแหน่ง
ของแต่ละโหนด จะถูกแบ่งออกเป็นสองกลุ่ม 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2 
โดยกลุ่มแรกเป็นกลุ่มที่ไม่ทราบค่าการเปลี่ยนต าแหน่ง
ของโหนด (Unknown nodal displacement) ในขณะ
ที่กลุ่มหลังเป็นกลุ่มที่ทราบค่าการเปลี่ยนต าแหน่งของ
โหนดหรือกล่าวได้อีกอย่างว่าเป็นกลุ่มของโหนดที่เป็น
ฐานรองรับซึ่ งทราบค่าของการเปลี่ยนต าแหน่ง 
(Prescribed nodal displacement) แล้วนั่นเอง เมื่อ
ท าการแบ่งกลุ่มของเมทริกซ์อ่ืน ๆ ให้สอดคล้องกับ
การแบ่งกลุ่มของการเปลี่ยนต าแหน่งนั้น สมการที่ (9) 
สามารถเขียนใหม่ได้เป็น 
 
 
 

[[𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏] [𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏]
[𝑲𝑲𝟐𝟐𝟐𝟐] [𝑲𝑲𝟐𝟐𝟐𝟐]

] {{𝒖𝒖𝟏𝟏}{𝒖𝒖𝟐𝟐}
} + [[𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏] [𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏]

[𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐] [𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐]
] {{𝒖̈𝒖𝟏𝟏}{𝒖̈𝒖𝟐𝟐}

} = {{𝑭𝑭𝟏𝟏}{𝑭𝑭𝟐𝟐}
} (14) 

 

[[𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏]
[𝑲𝑲𝟐𝟐𝟐𝟐]

] {𝒖𝒖𝟏𝟏} + [[𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏]
[𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐]

] {𝒖̈𝒖𝟏𝟏} = {{𝑭𝑭𝟏𝟏}{𝑭𝑭𝟐𝟐}
} − [[𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏]

[𝑲𝑲𝟐𝟐𝟐𝟐]
] {𝒖𝒖𝟐𝟐} − [[𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏]

[𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐]
] {𝒖̈𝒖𝟐𝟐} (15) 

 

	 (8)

	 	 	 	 สำ�หรับการวิเคราะห์ปัญหาพลศาสตร์

โครงสร้างและการสั่นสะเทือนน้ัน แรงที่เกิดจาก

ความเฉื่อย (Inertia forces) และแรงต้านทานการ

สั่นสะเทือน (Damping forces) จะถูกนำ�ไปคำ�นวณ

รวมไว้ ในสมการสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ด้วย ส่งผลให้

สมการที่ (8) เปลี่ยนรูปเป็นสมการดิฟเฟอเรนเชียล

ลำ�ดับที่สองเทียบกับเวลาคือ

	

( SFEM ห ม า ย ถ ึง  Smoothed Finite Element 
Methods) 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒖̅𝒖 = 𝑭̅𝑭 (8) 
 

ส าหรับการวิ เคราะห์ปัญหาพลศาสตร์
โครงสร้างและการสั่นสะเทือนนั้น แรงที่เกิดจาก
ความเฉื่อย (Inertia forces) และแรงต้านทานการ
สั่นสะเทือน (Damping forces) จะถูกน าไปค านวณ
รวมไว้ในสมการสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ด้วย ส่งผลให้
สมการที่ (8) เปลี่ยนรูปเป็นสมการดิฟเฟอเรนเชียล
ล าดับที่สองเทียบกับเวลาคือ 

 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒖̅𝒖 + 𝑪𝑪𝒖̇̅𝒖 +𝑴𝑴𝒖̈̅𝒖 = 𝑭̅𝑭 (9) 
 

เมื่อ 𝑴𝑴 และ 𝑪𝑪 คือเมทริกซ์มวล (Mass matrix) 
และเมทริกซ์ของแรงต้ านทานการสั่ นสะเทือน 
(Damping matrix) แสดงไว้ในสมการที่  (10) และ 
(11) ตามล าดับ 

𝑴𝑴 = ∫ 𝑵𝑵𝑻𝑻𝝆𝝆𝝆𝝆𝝆𝝆𝛀𝛀
𝛀𝛀

 (10) 
 

𝑪𝑪 = ∫ 𝑵𝑵𝑻𝑻𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝛀𝛀
𝛀𝛀

 (11) 
 

โดยที่ 𝝆𝝆 และ 𝒄𝒄 คือความหนาแน่นมวลและ
สัมประสิทธิ์แรงต้านทานการสั่นสะเทือน 

ส าหรับการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนเพ่ือหา
ค่าความถี่ธรรมชาติ (Natural frequencies) รวมถึง
รูปร่างที่สอดคล้องกับความถี่ดังกล่าว (Mode shapes) 
นั้น เทอมที่เกี่ยวข้องกับแรงภายนอกและแรงต้านทาน
การสั่นสะเทือนจะถูกก าจัดออกไปจากสมการที่ (9) 
ซึ ่ง ลดร ูปลง เป ็นสมการอน ุพ ันธ ์แบบ เอกพ ันธ ์ 

(Homogeneous differential equation) ดังสมการ
ที่ (12)  

 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒖̅𝒖 +𝑴𝑴𝒖̈̅𝒖 = 𝟎𝟎 (12) 
 

สมการดังกล่าวมีผลเฉลยทั่วไปอยู่ในรูปของ
สมการเอ็กโปเนนเชียลที่เป็นฟังก์ชั่นของเวลาและ
ความถี่เชิงมุม (Angular frequency) เมื่อน าผลเฉลย
ทั่วไปแทนลงในสมการที่ (12) แล้วจัดรูปสมการเสีย
ใหม่จะสามารถค านวณหาค่าของความถี่ธรรมชาติได้
ด้วยการแก้สมการ Eigenvalue problem นั่นเอง 

 

[𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 − 𝝎𝝎𝟐𝟐𝑴𝑴] = 𝟎𝟎 (13) 
 

ในกรณีที่ ไม่คิดผลของแรงต้านทานการสั่น 
สะเทือน สมการการเคลื่อนที่พลศาสตร์ (9) นั้น จะถูก
หาค่าผลตอบสนองที่ต้องการภายหลังจากที่สมการ
เงื่อนไขขอบ (Prescribed boundary conditions) 
ได้ถูกน าเข้าไปรวมไว้ด้วยกัน โดยการเปลี่ยนต าแหน่ง
ของแต่ละโหนด จะถูกแบ่งออกเป็นสองกลุ่ม 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2 
โดยกลุ่มแรกเป็นกลุ่มที่ไม่ทราบค่าการเปลี่ยนต าแหน่ง
ของโหนด (Unknown nodal displacement) ในขณะ
ที่กลุ่มหลังเป็นกลุ่มที่ทราบค่าการเปลี่ยนต าแหน่งของ
โหนดหรือกล่าวได้อีกอย่างว่าเป็นกลุ่มของโหนดที่เป็น
ฐานรองรับซึ่ งทราบค่าของการเปลี่ยนต าแหน่ง 
(Prescribed nodal displacement) แล้วนั่นเอง เมื่อ
ท าการแบ่งกลุ่มของเมทริกซ์อ่ืน ๆ ให้สอดคล้องกับ
การแบ่งกลุ่มของการเปลี่ยนต าแหน่งนั้น สมการที่ (9) 
สามารถเขียนใหม่ได้เป็น 
 
 
 

[[𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏] [𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏]
[𝑲𝑲𝟐𝟐𝟐𝟐] [𝑲𝑲𝟐𝟐𝟐𝟐]

] {{𝒖𝒖𝟏𝟏}{𝒖𝒖𝟐𝟐}
} + [[𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏] [𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏]

[𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐] [𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐]
] {{𝒖̈𝒖𝟏𝟏}{𝒖̈𝒖𝟐𝟐}

} = {{𝑭𝑭𝟏𝟏}{𝑭𝑭𝟐𝟐}
} (14) 

 

[[𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏]
[𝑲𝑲𝟐𝟐𝟐𝟐]

] {𝒖𝒖𝟏𝟏} + [[𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏]
[𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐]

] {𝒖̈𝒖𝟏𝟏} = {{𝑭𝑭𝟏𝟏}{𝑭𝑭𝟐𝟐}
} − [[𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏]

[𝑲𝑲𝟐𝟐𝟐𝟐]
] {𝒖𝒖𝟐𝟐} − [[𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏]

[𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐]
] {𝒖̈𝒖𝟐𝟐} (15) 

 

	 (9)

	 	 	 	 เมื่อ M และ C คือเมทริกซ์มวล (Mass 

matrix) และเมทรกิซข์องแรงตา้นทานการสัน่สะเทอืน 

(Damping matrix) แสดงไว้ ในสมการที ่(10) และ (11) 

ตามลำ�ดับ

	

( SFEM ห ม า ย ถ ึง  Smoothed Finite Element 
Methods) 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒖̅𝒖 = 𝑭̅𝑭 (8) 
 

ส าหรับการวิ เคราะห์ปัญหาพลศาสตร์
โครงสร้างและการสั่นสะเทือนนั้น แรงที่เกิดจาก
ความเฉื่อย (Inertia forces) และแรงต้านทานการ
สั่นสะเทือน (Damping forces) จะถูกน าไปค านวณ
รวมไว้ในสมการสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ด้วย ส่งผลให้
สมการที่ (8) เปลี่ยนรูปเป็นสมการดิฟเฟอเรนเชียล
ล าดับที่สองเทียบกับเวลาคือ 

 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒖̅𝒖 + 𝑪𝑪𝒖̇̅𝒖 +𝑴𝑴𝒖̈̅𝒖 = 𝑭̅𝑭 (9) 
 

เมื่อ 𝑴𝑴 และ 𝑪𝑪 คือเมทริกซ์มวล (Mass matrix) 
และเมทริกซ์ของแรงต้ านทานการสั่ นสะเทือน 
(Damping matrix) แสดงไว้ในสมการที่  (10) และ 
(11) ตามล าดับ 

𝑴𝑴 = ∫ 𝑵𝑵𝑻𝑻𝝆𝝆𝝆𝝆𝝆𝝆𝛀𝛀
𝛀𝛀

 (10) 
 

𝑪𝑪 = ∫ 𝑵𝑵𝑻𝑻𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝛀𝛀
𝛀𝛀

 (11) 
 

โดยที่ 𝝆𝝆 และ 𝒄𝒄 คือความหนาแน่นมวลและ
สัมประสิทธิ์แรงต้านทานการสั่นสะเทือน 

ส าหรับการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนเพ่ือหา
ค่าความถี่ธรรมชาติ (Natural frequencies) รวมถึง
รูปร่างที่สอดคล้องกับความถี่ดังกล่าว (Mode shapes) 
นั้น เทอมที่เกี่ยวข้องกับแรงภายนอกและแรงต้านทาน
การสั่นสะเทือนจะถูกก าจัดออกไปจากสมการที่ (9) 
ซึ ่ง ลดร ูปลง เป ็นสมการอน ุพ ันธ ์แบบ เอกพ ันธ ์ 

(Homogeneous differential equation) ดังสมการ
ที่ (12)  

 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒖̅𝒖 +𝑴𝑴𝒖̈̅𝒖 = 𝟎𝟎 (12) 
 

สมการดังกล่าวมีผลเฉลยทั่วไปอยู่ในรูปของ
สมการเอ็กโปเนนเชียลที่เป็นฟังก์ชั่นของเวลาและ
ความถี่เชิงมุม (Angular frequency) เมื่อน าผลเฉลย
ทั่วไปแทนลงในสมการที่ (12) แล้วจัดรูปสมการเสีย
ใหม่จะสามารถค านวณหาค่าของความถี่ธรรมชาติได้
ด้วยการแก้สมการ Eigenvalue problem นั่นเอง 

 

[𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 − 𝝎𝝎𝟐𝟐𝑴𝑴] = 𝟎𝟎 (13) 
 

ในกรณีที่ ไม่คิดผลของแรงต้านทานการสั่น 
สะเทือน สมการการเคลื่อนที่พลศาสตร์ (9) นั้น จะถูก
หาค่าผลตอบสนองที่ต้องการภายหลังจากที่สมการ
เงื่อนไขขอบ (Prescribed boundary conditions) 
ได้ถูกน าเข้าไปรวมไว้ด้วยกัน โดยการเปลี่ยนต าแหน่ง
ของแต่ละโหนด จะถูกแบ่งออกเป็นสองกลุ่ม 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2 
โดยกลุ่มแรกเป็นกลุ่มที่ไม่ทราบค่าการเปลี่ยนต าแหน่ง
ของโหนด (Unknown nodal displacement) ในขณะ
ที่กลุ่มหลังเป็นกลุ่มที่ทราบค่าการเปลี่ยนต าแหน่งของ
โหนดหรือกล่าวได้อีกอย่างว่าเป็นกลุ่มของโหนดที่เป็น
ฐานรองรับซึ่ งทราบค่าของการเปลี่ยนต าแหน่ง 
(Prescribed nodal displacement) แล้วนั่นเอง เมื่อ
ท าการแบ่งกลุ่มของเมทริกซ์อ่ืน ๆ ให้สอดคล้องกับ
การแบ่งกลุ่มของการเปลี่ยนต าแหน่งนั้น สมการที่ (9) 
สามารถเขียนใหม่ได้เป็น 
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ส าหรับการวิ เคราะห์ปัญหาพลศาสตร์
โครงสร้างและการสั่นสะเทือนนั้น แรงที่เกิดจาก
ความเฉื่อย (Inertia forces) และแรงต้านทานการ
สั่นสะเทือน (Damping forces) จะถูกน าไปค านวณ
รวมไว้ในสมการสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ด้วย ส่งผลให้
สมการที่ (8) เปลี่ยนรูปเป็นสมการดิฟเฟอเรนเชียล
ล าดับที่สองเทียบกับเวลาคือ 
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เมื่อ 𝑴𝑴 และ 𝑪𝑪 คือเมทริกซ์มวล (Mass matrix) 
และเมทริกซ์ของแรงต้ านทานการสั่ นสะเทือน 
(Damping matrix) แสดงไว้ในสมการที่  (10) และ 
(11) ตามล าดับ 
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โดยที่ 𝝆𝝆 และ 𝒄𝒄 คือความหนาแน่นมวลและ
สัมประสิทธิ์แรงต้านทานการสั่นสะเทือน 

ส าหรับการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนเพ่ือหา
ค่าความถี่ธรรมชาติ (Natural frequencies) รวมถึง
รูปร่างที่สอดคล้องกับความถี่ดังกล่าว (Mode shapes) 
นั้น เทอมที่เกี่ยวข้องกับแรงภายนอกและแรงต้านทาน
การสั่นสะเทือนจะถูกก าจัดออกไปจากสมการที่ (9) 
ซึ ่ง ลดร ูปลง เป ็นสมการอน ุพ ันธ ์แบบ เอกพ ันธ ์ 

(Homogeneous differential equation) ดังสมการ
ที่ (12)  

 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒖̅𝒖 +𝑴𝑴𝒖̈̅𝒖 = 𝟎𝟎 (12) 
 

สมการดังกล่าวมีผลเฉลยทั่วไปอยู่ในรูปของ
สมการเอ็กโปเนนเชียลที่เป็นฟังก์ชั่นของเวลาและ
ความถี่เชิงมุม (Angular frequency) เมื่อน าผลเฉลย
ทั่วไปแทนลงในสมการที่ (12) แล้วจัดรูปสมการเสีย
ใหม่จะสามารถค านวณหาค่าของความถี่ธรรมชาติได้
ด้วยการแก้สมการ Eigenvalue problem นั่นเอง 

 

[𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 − 𝝎𝝎𝟐𝟐𝑴𝑴] = 𝟎𝟎 (13) 
 

ในกรณีที่ ไม่คิดผลของแรงต้านทานการสั่น 
สะเทือน สมการการเคลื่อนที่พลศาสตร์ (9) นั้น จะถูก
หาค่าผลตอบสนองที่ต้องการภายหลังจากที่สมการ
เงื่อนไขขอบ (Prescribed boundary conditions) 
ได้ถูกน าเข้าไปรวมไว้ด้วยกัน โดยการเปลี่ยนต าแหน่ง
ของแต่ละโหนด จะถูกแบ่งออกเป็นสองกลุ่ม 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2 
โดยกลุ่มแรกเป็นกลุ่มที่ไม่ทราบค่าการเปลี่ยนต าแหน่ง
ของโหนด (Unknown nodal displacement) ในขณะ
ที่กลุ่มหลังเป็นกลุ่มที่ทราบค่าการเปลี่ยนต าแหน่งของ
โหนดหรือกล่าวได้อีกอย่างว่าเป็นกลุ่มของโหนดที่เป็น
ฐานรองรับซึ่ งทราบค่าของการเปลี่ยนต าแหน่ง 
(Prescribed nodal displacement) แล้วนั่นเอง เมื่อ
ท าการแบ่งกลุ่มของเมทริกซ์อ่ืน ๆ ให้สอดคล้องกับ
การแบ่งกลุ่มของการเปลี่ยนต าแหน่งนั้น สมการที่ (9) 
สามารถเขียนใหม่ได้เป็น 
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	 (11)

	 	 	 	 โดยที ่p และ c คือความหนาแนน่มวลและ

สัมประสิทธิ์แรงต้านทานการสั่นสะเทือน
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	 	 	 	 สำ�หรับการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนเพื่อ

หาค่าความถ่ีธรรมชาติ (Natural frequencies)

รวมถึงรูปร่างที่สอดคล้องกับความถ่ีดังกล่าว (Mode 

shapes) นั้น เทอมที่เกี่ยวข้องกับแรงภายนอกและ

แรงต้านทานการสั่นสะเทือนจะถูกกำ�จัดออกไป

จากสมการที่ (9) ซึ่งลดรูปลงเป็นสมการอนุพันธ์แบบ

เอกพันธ์ (Homogeneous differential equation) 

ดังสมการที่ (12) 
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ส าหรับการวิ เคราะห์ปัญหาพลศาสตร์
โครงสร้างและการสั่นสะเทือนนั้น แรงที่เกิดจาก
ความเฉื่อย (Inertia forces) และแรงต้านทานการ
สั่นสะเทือน (Damping forces) จะถูกน าไปค านวณ
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𝑴𝑴 = ∫ 𝑵𝑵𝑻𝑻𝝆𝝆𝝆𝝆𝝆𝝆𝛀𝛀
𝛀𝛀

 (10) 
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โดยที่ 𝝆𝝆 และ 𝒄𝒄 คือความหนาแน่นมวลและ
สัมประสิทธิ์แรงต้านทานการสั่นสะเทือน 
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ซึ ่ง ลดร ูปลง เป ็นสมการอน ุพ ันธ ์แบบ เอกพ ันธ ์ 

(Homogeneous differential equation) ดังสมการ
ที่ (12)  

 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒖̅𝒖 +𝑴𝑴𝒖̈̅𝒖 = 𝟎𝟎 (12) 
 

สมการดังกล่าวมีผลเฉลยทั่วไปอยู่ในรูปของ
สมการเอ็กโปเนนเชียลที่เป็นฟังก์ชั่นของเวลาและ
ความถี่เชิงมุม (Angular frequency) เมื่อน าผลเฉลย
ทั่วไปแทนลงในสมการที่ (12) แล้วจัดรูปสมการเสีย
ใหม่จะสามารถค านวณหาค่าของความถี่ธรรมชาติได้
ด้วยการแก้สมการ Eigenvalue problem นั่นเอง 

 

[𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 − 𝝎𝝎𝟐𝟐𝑴𝑴] = 𝟎𝟎 (13) 
 

ในกรณีที่ ไม่คิดผลของแรงต้านทานการสั่น 
สะเทือน สมการการเคลื่อนที่พลศาสตร์ (9) นั้น จะถูก
หาค่าผลตอบสนองที่ต้องการภายหลังจากที่สมการ
เงื่อนไขขอบ (Prescribed boundary conditions) 
ได้ถูกน าเข้าไปรวมไว้ด้วยกัน โดยการเปลี่ยนต าแหน่ง
ของแต่ละโหนด จะถูกแบ่งออกเป็นสองกลุ่ม 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2 
โดยกลุ่มแรกเป็นกลุ่มที่ไม่ทราบค่าการเปลี่ยนต าแหน่ง
ของโหนด (Unknown nodal displacement) ในขณะ
ที่กลุ่มหลังเป็นกลุ่มที่ทราบค่าการเปลี่ยนต าแหน่งของ
โหนดหรือกล่าวได้อีกอย่างว่าเป็นกลุ่มของโหนดที่เป็น
ฐานรองรับซึ่ งทราบค่าของการเปลี่ยนต าแหน่ง 
(Prescribed nodal displacement) แล้วนั่นเอง เมื่อ
ท าการแบ่งกลุ่มของเมทริกซ์อ่ืน ๆ ให้สอดคล้องกับ
การแบ่งกลุ่มของการเปลี่ยนต าแหน่งนั้น สมการที่ (9) 
สามารถเขียนใหม่ได้เป็น 
 
 
 

[[𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏] [𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏]
[𝑲𝑲𝟐𝟐𝟐𝟐] [𝑲𝑲𝟐𝟐𝟐𝟐]

] {{𝒖𝒖𝟏𝟏}{𝒖𝒖𝟐𝟐}
} + [[𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏] [𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏]

[𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐] [𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐]
] {{𝒖̈𝒖𝟏𝟏}{𝒖̈𝒖𝟐𝟐}

} = {{𝑭𝑭𝟏𝟏}{𝑭𝑭𝟐𝟐}
} (14) 

 

[[𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏]
[𝑲𝑲𝟐𝟐𝟐𝟐]

] {𝒖𝒖𝟏𝟏} + [[𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏]
[𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐]

] {𝒖̈𝒖𝟏𝟏} = {{𝑭𝑭𝟏𝟏}{𝑭𝑭𝟐𝟐}
} − [[𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏]

[𝑲𝑲𝟐𝟐𝟐𝟐]
] {𝒖𝒖𝟐𝟐} − [[𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏]

[𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐]
] {𝒖̈𝒖𝟐𝟐} (15) 

 

	 (12)

	 	 	 	 สมการดังกล่าวมีผลเฉลยทั่วไปอยู่ในรูป

ของสมการเอก็โปเนนเชยีลทีเ่ปน็ฟงัก์ชัน่ของเวลาและ

ความถี่เชิงมุม (Angular frequency) เมื่อนำ�ผลเฉลย

ท่ัวไปแทนลงในสมการท่ี (12) แล้วจัดรูปสมการเสียใหม่

จะสามารถคำ�นวณหาค่าของความถ่ีธรรมชาติได้ด้วย

การแก้สมการ Eigenvalue problem นั่นเอง

	

( SFEM ห ม า ย ถ ึง  Smoothed Finite Element 
Methods) 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒖̅𝒖 = 𝑭̅𝑭 (8) 
 

ส าหรับการวิ เคราะห์ปัญหาพลศาสตร์
โครงสร้างและการสั่นสะเทือนนั้น แรงที่เกิดจาก
ความเฉื่อย (Inertia forces) และแรงต้านทานการ
สั่นสะเทือน (Damping forces) จะถูกน าไปค านวณ
รวมไว้ในสมการสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ด้วย ส่งผลให้
สมการที่ (8) เปลี่ยนรูปเป็นสมการดิฟเฟอเรนเชียล
ล าดับที่สองเทียบกับเวลาคือ 

 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒖̅𝒖 + 𝑪𝑪𝒖̇̅𝒖 +𝑴𝑴𝒖̈̅𝒖 = 𝑭̅𝑭 (9) 
 

เมื่อ 𝑴𝑴 และ 𝑪𝑪 คือเมทริกซ์มวล (Mass matrix) 
และเมทริกซ์ของแรงต้ านทานการสั่ นสะเทือน 
(Damping matrix) แสดงไว้ในสมการที่  (10) และ 
(11) ตามล าดับ 

𝑴𝑴 = ∫ 𝑵𝑵𝑻𝑻𝝆𝝆𝝆𝝆𝝆𝝆𝛀𝛀
𝛀𝛀

 (10) 
 

𝑪𝑪 = ∫ 𝑵𝑵𝑻𝑻𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝛀𝛀
𝛀𝛀

 (11) 
 

โดยที่ 𝝆𝝆 และ 𝒄𝒄 คือความหนาแน่นมวลและ
สัมประสิทธิ์แรงต้านทานการสั่นสะเทือน 

ส าหรับการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนเพ่ือหา
ค่าความถี่ธรรมชาติ (Natural frequencies) รวมถึง
รูปร่างที่สอดคล้องกับความถี่ดังกล่าว (Mode shapes) 
นั้น เทอมที่เกี่ยวข้องกับแรงภายนอกและแรงต้านทาน
การสั่นสะเทือนจะถูกก าจัดออกไปจากสมการที่ (9) 
ซึ ่ง ลดร ูปลง เป ็นสมการอน ุพ ันธ ์แบบ เอกพ ันธ ์ 

(Homogeneous differential equation) ดังสมการ
ที่ (12)  

 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒖̅𝒖 +𝑴𝑴𝒖̈̅𝒖 = 𝟎𝟎 (12) 
 

สมการดังกล่าวมีผลเฉลยทั่วไปอยู่ในรูปของ
สมการเอ็กโปเนนเชียลที่เป็นฟังก์ชั่นของเวลาและ
ความถี่เชิงมุม (Angular frequency) เมื่อน าผลเฉลย
ทั่วไปแทนลงในสมการที่ (12) แล้วจัดรูปสมการเสีย
ใหม่จะสามารถค านวณหาค่าของความถี่ธรรมชาติได้
ด้วยการแก้สมการ Eigenvalue problem นั่นเอง 

 

[𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 − 𝝎𝝎𝟐𝟐𝑴𝑴] = 𝟎𝟎 (13) 
 

ในกรณีที่ ไม่คิดผลของแรงต้านทานการสั่น 
สะเทือน สมการการเคลื่อนที่พลศาสตร์ (9) นั้น จะถูก
หาค่าผลตอบสนองที่ต้องการภายหลังจากที่สมการ
เงื่อนไขขอบ (Prescribed boundary conditions) 
ได้ถูกน าเข้าไปรวมไว้ด้วยกัน โดยการเปลี่ยนต าแหน่ง
ของแต่ละโหนด จะถูกแบ่งออกเป็นสองกลุ่ม 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2 
โดยกลุ่มแรกเป็นกลุ่มที่ไม่ทราบค่าการเปลี่ยนต าแหน่ง
ของโหนด (Unknown nodal displacement) ในขณะ
ที่กลุ่มหลังเป็นกลุ่มที่ทราบค่าการเปลี่ยนต าแหน่งของ
โหนดหรือกล่าวได้อีกอย่างว่าเป็นกลุ่มของโหนดที่เป็น
ฐานรองรับซึ่ งทราบค่าของการเปลี่ยนต าแหน่ง 
(Prescribed nodal displacement) แล้วนั่นเอง เมื่อ
ท าการแบ่งกลุ่มของเมทริกซ์อ่ืน ๆ ให้สอดคล้องกับ
การแบ่งกลุ่มของการเปลี่ยนต าแหน่งนั้น สมการที่ (9) 
สามารถเขียนใหม่ได้เป็น 
 
 
 

[[𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏] [𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏]
[𝑲𝑲𝟐𝟐𝟐𝟐] [𝑲𝑲𝟐𝟐𝟐𝟐]

] {{𝒖𝒖𝟏𝟏}{𝒖𝒖𝟐𝟐}
} + [[𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏] [𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏]

[𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐] [𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐]
] {{𝒖̈𝒖𝟏𝟏}{𝒖̈𝒖𝟐𝟐}

} = {{𝑭𝑭𝟏𝟏}{𝑭𝑭𝟐𝟐}
} (14) 

 

[[𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏]
[𝑲𝑲𝟐𝟐𝟐𝟐]

] {𝒖𝒖𝟏𝟏} + [[𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏]
[𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐]

] {𝒖̈𝒖𝟏𝟏} = {{𝑭𝑭𝟏𝟏}{𝑭𝑭𝟐𝟐}
} − [[𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏]

[𝑲𝑲𝟐𝟐𝟐𝟐]
] {𝒖𝒖𝟐𝟐} − [[𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏]

[𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐]
] {𝒖̈𝒖𝟐𝟐} (15) 

 

	 (13)

	 	 	 	 ในกรณีที่ ไม่คิดผลของแรงต้านทานการ

สั่นสะเทือน สมการการเคลื่อนที่พลศาสตร์ (9) น้ัน

จะถูกหาคา่ผลตอบสนองทีต่อ้งการภายหลงัจากทีส่มการ

เงื่อนไขขอบ (Prescribed boundary conditions)

ได้ถูกนำ�เข้าไปรวมไว้ด้วยกัน โดยการเปลี่ยนตำ�แหน่ง

ของแต่ละโหนด จะถูกแบ่งออกเป็นสองกลุ่ม u1, u2

โดยกลุม่แรกเปน็กลุม่ที่ไมท่ราบคา่การเปลีย่นตำ�แหน่ง

ของโหนด (Unknown nodal displacement) ในขณะที่

กลุม่หลงัเปน็กลุม่ทีท่ราบคา่การเปลีย่นตำ�แหน่งของโหนด

หรือกล่าวได้อีกอย่างว่าเป็นกลุ่มของโหนดที่เป็นฐาน

รองรับซึง่ทราบคา่ของการเปลีย่นตำ�แหน่ง (Prescribed

nodal displacement) แลว้น่ันเอง เมื่อทำ�การแบง่กลุม่

ของเมทรกิซอ์ื่นๆ ให้สอดคลอ้งกับการแบง่กลุม่ของการ

เปลีย่นตำ�แหน่งน้ัน สมการที ่(9) สามารถเขยีนใหมไ่ดเ้ปน็

	

( SFEM ห ม า ย ถ ึง  Smoothed Finite Element 
Methods) 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒖̅𝒖 = 𝑭̅𝑭 (8) 
 

ส าหรับการวิ เคราะห์ปัญหาพลศาสตร์
โครงสร้างและการสั่นสะเทือนนั้น แรงที่เกิดจาก
ความเฉื่อย (Inertia forces) และแรงต้านทานการ
สั่นสะเทือน (Damping forces) จะถูกน าไปค านวณ
รวมไว้ในสมการสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ด้วย ส่งผลให้
สมการที่ (8) เปลี่ยนรูปเป็นสมการดิฟเฟอเรนเชียล
ล าดับที่สองเทียบกับเวลาคือ 

 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒖̅𝒖 + 𝑪𝑪𝒖̇̅𝒖 +𝑴𝑴𝒖̈̅𝒖 = 𝑭̅𝑭 (9) 
 

เมื่อ 𝑴𝑴 และ 𝑪𝑪 คือเมทริกซ์มวล (Mass matrix) 
และเมทริกซ์ของแรงต้ านทานการสั่ นสะเทือน 
(Damping matrix) แสดงไว้ในสมการที่  (10) และ 
(11) ตามล าดับ 

𝑴𝑴 = ∫ 𝑵𝑵𝑻𝑻𝝆𝝆𝝆𝝆𝝆𝝆𝛀𝛀
𝛀𝛀

 (10) 
 

𝑪𝑪 = ∫ 𝑵𝑵𝑻𝑻𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝛀𝛀
𝛀𝛀

 (11) 
 

โดยที่ 𝝆𝝆 และ 𝒄𝒄 คือความหนาแน่นมวลและ
สัมประสิทธิ์แรงต้านทานการสั่นสะเทือน 

ส าหรับการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนเพ่ือหา
ค่าความถี่ธรรมชาติ (Natural frequencies) รวมถึง
รูปร่างที่สอดคล้องกับความถี่ดังกล่าว (Mode shapes) 
นั้น เทอมที่เกี่ยวข้องกับแรงภายนอกและแรงต้านทาน
การสั่นสะเทือนจะถูกก าจัดออกไปจากสมการที่ (9) 
ซึ ่ง ลดร ูปลง เป ็นสมการอน ุพ ันธ ์แบบ เอกพ ันธ ์ 

(Homogeneous differential equation) ดังสมการ
ที่ (12)  

 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒖̅𝒖 +𝑴𝑴𝒖̈̅𝒖 = 𝟎𝟎 (12) 
 

สมการดังกล่าวมีผลเฉลยทั่วไปอยู่ในรูปของ
สมการเอ็กโปเนนเชียลที่เป็นฟังก์ชั่นของเวลาและ
ความถี่เชิงมุม (Angular frequency) เมื่อน าผลเฉลย
ทั่วไปแทนลงในสมการที่ (12) แล้วจัดรูปสมการเสีย
ใหม่จะสามารถค านวณหาค่าของความถี่ธรรมชาติได้
ด้วยการแก้สมการ Eigenvalue problem นั่นเอง 

 

[𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 − 𝝎𝝎𝟐𝟐𝑴𝑴] = 𝟎𝟎 (13) 
 

ในกรณีที่ ไม่คิดผลของแรงต้านทานการสั่น 
สะเทือน สมการการเคลื่อนที่พลศาสตร์ (9) นั้น จะถูก
หาค่าผลตอบสนองที่ต้องการภายหลังจากที่สมการ
เงื่อนไขขอบ (Prescribed boundary conditions) 
ได้ถูกน าเข้าไปรวมไว้ด้วยกัน โดยการเปลี่ยนต าแหน่ง
ของแต่ละโหนด จะถูกแบ่งออกเป็นสองกลุ่ม 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2 
โดยกลุ่มแรกเป็นกลุ่มที่ไม่ทราบค่าการเปลี่ยนต าแหน่ง
ของโหนด (Unknown nodal displacement) ในขณะ
ที่กลุ่มหลังเป็นกลุ่มที่ทราบค่าการเปลี่ยนต าแหน่งของ
โหนดหรือกล่าวได้อีกอย่างว่าเป็นกลุ่มของโหนดที่เป็น
ฐานรองรับซึ่ งทราบค่าของการเปลี่ยนต าแหน่ง 
(Prescribed nodal displacement) แล้วนั่นเอง เมื่อ
ท าการแบ่งกลุ่มของเมทริกซ์อ่ืน ๆ ให้สอดคล้องกับ
การแบ่งกลุ่มของการเปลี่ยนต าแหน่งนั้น สมการที่ (9) 
สามารถเขียนใหม่ได้เป็น 
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[𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐] [𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐]
] {{𝒖̈𝒖𝟏𝟏}{𝒖̈𝒖𝟐𝟐}

} = {{𝑭𝑭𝟏𝟏}{𝑭𝑭𝟐𝟐}
} (14) 

 

[[𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏]
[𝑲𝑲𝟐𝟐𝟐𝟐]

] {𝒖𝒖𝟏𝟏} + [[𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏]
[𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐]

] {𝒖̈𝒖𝟏𝟏} = {{𝑭𝑭𝟏𝟏}{𝑭𝑭𝟐𝟐}
} − [[𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏]

[𝑲𝑲𝟐𝟐𝟐𝟐]
] {𝒖𝒖𝟐𝟐} − [[𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏]

[𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐]
] {𝒖̈𝒖𝟐𝟐} (15) 

 

	 (14)

	

( SFEM ห ม า ย ถ ึง  Smoothed Finite Element 
Methods) 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒖̅𝒖 = 𝑭̅𝑭 (8) 
 

ส าหรับการวิ เคราะห์ปัญหาพลศาสตร์
โครงสร้างและการสั่นสะเทือนนั้น แรงที่เกิดจาก
ความเฉื่อย (Inertia forces) และแรงต้านทานการ
สั่นสะเทือน (Damping forces) จะถูกน าไปค านวณ
รวมไว้ในสมการสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์ด้วย ส่งผลให้
สมการที่ (8) เปลี่ยนรูปเป็นสมการดิฟเฟอเรนเชียล
ล าดับที่สองเทียบกับเวลาคือ 

 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒖̅𝒖 + 𝑪𝑪𝒖̇̅𝒖 +𝑴𝑴𝒖̈̅𝒖 = 𝑭̅𝑭 (9) 
 

เมื่อ 𝑴𝑴 และ 𝑪𝑪 คือเมทริกซ์มวล (Mass matrix) 
และเมทริกซ์ของแรงต้ านทานการสั่ นสะเทือน 
(Damping matrix) แสดงไว้ในสมการที่  (10) และ 
(11) ตามล าดับ 

𝑴𝑴 = ∫ 𝑵𝑵𝑻𝑻𝝆𝝆𝝆𝝆𝝆𝝆𝛀𝛀
𝛀𝛀

 (10) 
 

𝑪𝑪 = ∫ 𝑵𝑵𝑻𝑻𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝛀𝛀
𝛀𝛀

 (11) 
 

โดยที่ 𝝆𝝆 และ 𝒄𝒄 คือความหนาแน่นมวลและ
สัมประสิทธิ์แรงต้านทานการสั่นสะเทือน 

ส าหรับการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนเพ่ือหา
ค่าความถี่ธรรมชาติ (Natural frequencies) รวมถึง
รูปร่างที่สอดคล้องกับความถี่ดังกล่าว (Mode shapes) 
นั้น เทอมที่เกี่ยวข้องกับแรงภายนอกและแรงต้านทาน
การสั่นสะเทือนจะถูกก าจัดออกไปจากสมการที่ (9) 
ซึ ่ง ลดร ูปลง เป ็นสมการอน ุพ ันธ ์แบบ เอกพ ันธ ์ 

(Homogeneous differential equation) ดังสมการ
ที่ (12)  

 

𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝒖̅𝒖 +𝑴𝑴𝒖̈̅𝒖 = 𝟎𝟎 (12) 
 

สมการดังกล่าวมีผลเฉลยทั่วไปอยู่ในรูปของ
สมการเอ็กโปเนนเชียลที่เป็นฟังก์ชั่นของเวลาและ
ความถี่เชิงมุม (Angular frequency) เมื่อน าผลเฉลย
ทั่วไปแทนลงในสมการที่ (12) แล้วจัดรูปสมการเสีย
ใหม่จะสามารถค านวณหาค่าของความถี่ธรรมชาติได้
ด้วยการแก้สมการ Eigenvalue problem นั่นเอง 

 

[𝑲̅𝑲𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 − 𝝎𝝎𝟐𝟐𝑴𝑴] = 𝟎𝟎 (13) 
 

ในกรณีที่ ไม่คิดผลของแรงต้านทานการสั่น 
สะเทือน สมการการเคลื่อนที่พลศาสตร์ (9) นั้น จะถูก
หาค่าผลตอบสนองที่ต้องการภายหลังจากที่สมการ
เงื่อนไขขอบ (Prescribed boundary conditions) 
ได้ถูกน าเข้าไปรวมไว้ด้วยกัน โดยการเปลี่ยนต าแหน่ง
ของแต่ละโหนด จะถูกแบ่งออกเป็นสองกลุ่ม 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2 
โดยกลุ่มแรกเป็นกลุ่มที่ไม่ทราบค่าการเปลี่ยนต าแหน่ง
ของโหนด (Unknown nodal displacement) ในขณะ
ที่กลุ่มหลังเป็นกลุ่มที่ทราบค่าการเปลี่ยนต าแหน่งของ
โหนดหรือกล่าวได้อีกอย่างว่าเป็นกลุ่มของโหนดที่เป็น
ฐานรองรับซึ่ งทราบค่าของการเปลี่ยนต าแหน่ง 
(Prescribed nodal displacement) แล้วนั่นเอง เมื่อ
ท าการแบ่งกลุ่มของเมทริกซ์อ่ืน ๆ ให้สอดคล้องกับ
การแบ่งกลุ่มของการเปลี่ยนต าแหน่งนั้น สมการที่ (9) 
สามารถเขียนใหม่ได้เป็น 
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[[𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏]
[𝑲𝑲𝟐𝟐𝟐𝟐]

] {𝒖𝒖𝟏𝟏} + [[𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏]
[𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐]

] {𝒖̈𝒖𝟏𝟏} = {{𝑭𝑭𝟏𝟏}{𝑭𝑭𝟐𝟐}
} − [[𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏]

[𝑲𝑲𝟐𝟐𝟐𝟐]
] {𝒖𝒖𝟐𝟐} − [[𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏]

[𝑴𝑴𝟐𝟐𝟐𝟐]
] {𝒖̈𝒖𝟐𝟐} (15) 

 

	 (15)
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𝒖𝒖𝒏𝒏 = 𝒖̅𝒖𝒏𝒏 + 𝜷𝜷𝚫𝚫𝒕𝒕𝟐𝟐𝒖̈𝒖𝒏𝒏 , 𝒖𝒖𝒏̇𝒏 = 𝒖̅𝒖𝒏̇𝒏 + 𝜸𝜸𝚫𝚫𝒕𝒕𝟐𝟐𝒖̈𝒖𝒏𝒏 (18) 
 

(𝜷𝜷∆𝒕𝒕
𝟐𝟐𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏 + 𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏)(𝒖𝒖𝟏̈𝟏)𝒏𝒏 = (𝑭𝑭𝟏𝟏)𝒏𝒏 − 𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏𝒖̅𝒖𝟏𝟏𝟏𝟏 − 𝑲𝑲𝟏𝟏𝟏𝟏(𝒖𝒖𝟐𝟐)𝒏𝒏 − 𝑴𝑴𝟏𝟏𝟏𝟏(𝒖̈𝒖𝟐𝟐)𝒏𝒏 (19) 

 
เมื่อท าการย้ายกลุ่มของเมทริกซ์ที่ทราบค่า

ของการเปลี่ยนต าแหน่งของโหนด 𝑢𝑢2 ไปไว้ด้าน
ขวามือของสมการ จะได้สมการที่ (15) ซ่ึงสามารถหา
ค่าการเปลี่ยนต าแหน่งของ 𝑢𝑢1 ได้ด้วยการแก้สมการ
แถวแรกดังแสดงในสมการที่ (16) นั่นเอง ส าหรับค่า
ของแรงปฏิกิริยาที่ไม่ทราบค่านั้น สามารถหาได้จาก
การแก้สมการที่ (15) ในแถวที่สองนั่นเอง 
 

2.3 การอินทิเกรตเชิงตัวเลขตามเวลา 
(Numerical time integration) 
 สมการที่ (16) เป็นสมการอนุพันธ์ล าดับสอง
เทียบกับเวลา การแก้สมการดังกล่าวสามารถท าได้
ด้วยการอินทิเกรตเชิงตัวเลขต่าง ๆ เช่น Houboldt’s 
method [17] และ Alpha method [18] ในบรรดา
วิธีเหล่านี้ การอินทิเกรตโดยตรง (Direct integrations) 
จัดว่าเป็นวิธีที่ได้รับความนิยมมากกว่าวิธีอ่ืน ซ่ึงสามารถ
แบ่งย่อยออกได้เป็นสองแบบหลัก ๆ ได้แก่ Explicit 
and Implicit time integration methods วิธีแรกเป็น
การหาค่าผลตอบสนองที่สนใจ ณ เวลา 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 
ซึ่งปรากฏอยู่ด้านขวาของสมการเพียงอย่างเดียว วิธีที่
เป็นที่นิยมส าหรับ Explicit method นั้น เรียกว่า 
Central difference method [19] ในขณะที่วิธีหลัง
นั้น ผลตอบสนองที่ต้องการทราบค่า ณ เวลา 𝑡𝑡 =
𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 นั้นจะปรากฏอยู่ทั้งสองด้านของสมการท าให้
มีความยุ่งยากในการแก้ปัญหามากกว่าวิธีแรก  

ดังที่ได้กล่าวมาแล้ว ถึงแม้ว่าจะมีความยุ่งยาก
มากกว่าวิธีแรกก็ตาม Implicit method สามารถ
น าไปประยุกต์ใช้กับปัญหาได้กว้างขวางกว่าจึงจัดว่า
เป็นวิธีมาตรฐานและเป็นที่นิยมใช้กันอย่างแพร่หลาย
ในโปรแกรมไฟไนท์เอลิเมนต์ส าเร็จรูปทั่ว ๆ ไป เช่น 
ANSYS, ABAQUS, AUTODESK, MIDAS, SAP2000 
และอ่ืน ๆ อีกมากมาย การอินทิเกรตเชิงตัวเลขวิธีน้ี 
แบ่ งย่ อยออกได้ เป็นสองวิ ธี ตามผู้ คิ ดค้น ได้ แก่  
Newmark’s method [20] และ Wilson’s method 
[16] ส าหรับงานวิจัยในครั้งนี้ เลือกใช้วิธี Implicit 
time integration method ข อ ง  Newmark ใ น
การวิเคราะห์สองปัญหาตัวอย่างที่ได้กล่าวมาแล้ว
ข้างต้น สมการที่ (16) ณ เวลาที่ 𝑡𝑡𝑛𝑛 = 𝑛𝑛∆𝑡𝑡 สามารถ
เขียนได้ดังสมการที่ (17) เมื่อทราบค่าของ 𝑢𝑢0, 𝑢̈𝑢0 =
0 ณ เวลาเริ่มต้น ค่าของการเคลื่อนที่และความเร็ว
สามารถค านวณได้ด้วยสมการที่ (18) เมื่อค่าของ 𝛽𝛽, 𝛾𝛾 

คือค่าคงที่  ซึ่งควบคุมความมีเสถียรภาพของการ
อินทิเกรต โดยปกติแล้วค่าดังกล่าวถูกก าหนดให้มีค่า
เท่ากับ 0.25 และ 0.5 ตามล าดับ ค่าของ 𝑢̅𝑢𝑛𝑛 และ 𝑢̅𝑢𝑛̇𝑛 

ท านายค่าของการเคลื่อนที่และความเร็ว ณ เวลาก่อน
เวลาปัจจุบัน (n-1) หากท าการแทนค่าสมการที่ (18) 
ลงในสมการที่ (17) แล้วจัดเรียงเทอมเสียใหม่จะได้ดัง
สมการที่ (19) จากสมการดังกล่าว ท าให้สามารถหา
ค่าของความเร่ง ณ เวลาปัจจุบันได้ เมื่อทราบค่า
ความเร่ง ณ เวลาปัจจุบันแล้ว ก็สามารถค านวณหาค่า

	 (16)
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เป็นวิธีมาตรฐานและเป็นที่นิยมใช้กันอย่างแพร่หลาย
ในโปรแกรมไฟไนท์เอลิเมนต์ส าเร็จรูปทั่ว ๆ ไป เช่น 
ANSYS, ABAQUS, AUTODESK, MIDAS, SAP2000 
และอ่ืน ๆ อีกมากมาย การอินทิเกรตเชิงตัวเลขวิธีน้ี 
แบ่ งย่ อยออกได้ เป็นสองวิ ธี ตามผู้ คิ ดค้น ได้ แก่  
Newmark’s method [20] และ Wilson’s method 
[16] ส าหรับงานวิจัยในครั้งนี้ เลือกใช้วิธี Implicit 
time integration method ข อ ง  Newmark ใ น
การวิเคราะห์สองปัญหาตัวอย่างที่ได้กล่าวมาแล้ว
ข้างต้น สมการที่ (16) ณ เวลาที่ 𝑡𝑡𝑛𝑛 = 𝑛𝑛∆𝑡𝑡 สามารถ
เขียนได้ดังสมการที่ (17) เมื่อทราบค่าของ 𝑢𝑢0, 𝑢̈𝑢0 =
0 ณ เวลาเริ่มต้น ค่าของการเคลื่อนที่และความเร็ว
สามารถค านวณได้ด้วยสมการที่ (18) เมื่อค่าของ 𝛽𝛽, 𝛾𝛾 

คือค่าคงที่  ซึ่งควบคุมความมีเสถียรภาพของการ
อินทิเกรต โดยปกติแล้วค่าดังกล่าวถูกก าหนดให้มีค่า
เท่ากับ 0.25 และ 0.5 ตามล าดับ ค่าของ 𝑢̅𝑢𝑛𝑛 และ 𝑢̅𝑢𝑛̇𝑛 

ท านายค่าของการเคลื่อนที่และความเร็ว ณ เวลาก่อน
เวลาปัจจุบัน (n-1) หากท าการแทนค่าสมการที่ (18) 
ลงในสมการที่ (17) แล้วจัดเรียงเทอมเสียใหม่จะได้ดัง
สมการที่ (19) จากสมการดังกล่าว ท าให้สามารถหา
ค่าของความเร่ง ณ เวลาปัจจุบันได้ เมื่อทราบค่า
ความเร่ง ณ เวลาปัจจุบันแล้ว ก็สามารถค านวณหาค่า

	 (19)
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	 	 	 	 เมื่อทำ�การย้ายกลุ่มของเมทริกซ์ที่ทราบ

ค่าของการเปลี่ยนตำ�แหน่งของโหนด u2 ไปไว้ด้าน

ขวามือของสมการ จะได้สมการที่ (15) ซึ่งสามารถหา

ค่าการเปลี่ยนตำ�แหน่งของ u1 ได้ด้วยการแก้สมการ

แถวแรกดังแสดงในสมการที่ (16) น่ันเอง สำ�หรับ

คา่ของแรงปฏิกิริยาที่ไม่ทราบคา่น้ัน สามารถหาได้จาก

การแก้สมการที่ (15) ในแถวที่สองนั่นเอง

		  2.3	การอินทิเกรตเชิงตัวเลขตามเวลา 

(Numerical time integration)

	 	 	 	 สมการที ่(16) เปน็สมการอนุพนัธ์ลำ�ดบัสอง

เทียบกับเวลา การแก้สมการดังกล่าวสามารถทำ�ได้

ด้วยการอินทิเกรตเชิงตัวเลขต่างๆ เช่น Houboldt’s 

method [17] และ Alpha method [18] ในบรรดา

วิธีเหล่าน้ี การอินทิเกรตโดยตรง (Direct integrations) 

จัดวา่เปน็วธีิที่ได้รบัความนิยมมากกวา่วธีิอื่น ซึง่สามารถ

แบง่ยอ่ยออกได้เปน็สองแบบหลกัๆ ไดแ้ก่ Explicit and 

Implicit time integration methods วิธีแรกเป็น

การหาค่าผลตอบสนองที่สนใจ ณ เวลา t = t + Δt

ซึง่ปรากฏอยูด้่านขวาของสมการเพยีงอยา่งเดยีว วธีิที่

เป็นที่นิยมสำ�หรับ Explicit method น้ัน เรียกว่า 

Central difference method [19] ในขณะท่ีวิธีหลังน้ัน

ผลตอบสนองที่ต้องการทราบค่า ณ เวลา t = t + Δt 

น้ันจะปรากฏอยู่ทั้งสองด้านของสมการทำ�ให้มีความ

ยุ่งยากในการแก้ปัญหามากกว่าวิธีแรก

				    ดังที่ ได้กล่าวมาแล้ว ถึงแม้ว่าจะมีความ

ยุ่งยากมากกว่าวิธีแรกก็ตาม Implicit method

สามารถนำ�ไปประยุกต์ ใช้กับปัญหาได้กว้างขวางกว่า

จึงจัดว่าเป็นวิธีมาตรฐานและเป็นที่นิยมใช้กันอย่าง

แพร่หลายในโปรแกรมไฟไนท์เอลิเมนต์สำ�เร็จรูป

ทั่วๆ ไป เช่น ANSYS, ABAQUS, AUTODESK, 

MIDAS, SAP2000 และอื่นๆ อกีมากมาย การอนิทเิกรต

เชงิตวัเลขวธีิน้ี แบง่ยอ่ยออกไดเ้ปน็สองวธีิตามผู้คดิคน้

ได้แก่ Newmark’s method [20] และ Wilson’s 

method [16] สำ�หรับงานวิจัยในคร้ังน้ี เลือกใช้วิธี 

Implicit time integration method ของ Newmark 

ในการวิเคราะห์สองปัญหาตัวอย่างที่ ได้กล่าวมาแล้ว

ข้างต้น สมการที่ (16) ณ เวลาที่ tn = nΔt สามารถ

เขียนได้ดังสมการที่ (17) เมื่อทราบค่าของ u0, u0

..
  = 0

ณ เวลาเริม่ตน้ คา่ของการเคลื่อนทีแ่ละความเร็วสามารถ

คำ�นวณได้ด้วยสมการที่ (18) เมื่อค่าของ β, γ คือ

คา่คงที ่ซึง่ควบคมุความมีเสถียรภาพของการอนิทเิกรต 

โดยปกติแล้วค่าดังกล่าวถกูกำ�หนดให้มีค่าเท่ากบั 0.25 

และ 0.5 ตามลำ�ดับ ค่าของ un และ un

.
 ทำ�นายค่าของ

การเคลื่อนที่และความเร็ว ณ เวลาก่อนเวลาปัจจุบัน 

(n-1) หากทำ�การแทนค่าสมการที่ (18) ลงในสมการที่ 

(17) แล้วจัดเรียงเทอมเสียใหม่จะได้ดังสมการที่ (19) 

จากสมการดังกล่าว ทำ�ให้สามารถหาค่าของความเร่ง

ณ เวลาปัจจุบันได้ เมื่อทราบค่าความเร่ง ณ เวลา

ปัจจุบันแล้ว ก็สามารถคำ�นวณหาค่าของความเร็ว

รวมทัง้การเคลื่อนที ่ณ เวลาปจัจุบนัไดด้ว้ยสมการที ่(18)

นั่นเอง

		  2.4	A Lumped mass matrix

	 	 	 	 เพื่อความง่ายของการคำ�นวณในขณะที่

ยังคงมีประสิทธิภาพและความแม่นยำ�สูง การศึกษา

ครัง้น้ี เลอืกใชก้ารคำ�นวณ mass matrix แบบ Lumped 

mass แทนการใช้ Consistent mass เพื่อหลีกเลี่ยง

ความยุง่ยากในการอนิทเิกรตของฟงัก์ชัน่การประมาณ

ภายใน (Shape functions) ของเอลเิมนต์รปูทรงสีห่น้า 

ในขณะเดียวกันคา่ความแม่นยำ�ของผลลพัธ์ที่ได้จากการ

ใช้ Lumped mass matrix มีความแม่นยำ�กว่าการใช้ 

Consistent mass matrix สำ�หรบัการวเิคราะห์ปญัหา

ด้านพลศาสตร์อย่างมีนัยสำ�คัญ [3] สมการสำ�หรับ

การคำ�นวณหา Lumped mass matrix ของเอลิเมนต์

ทรงสี่หน้า (Q4) แสดงได้ดังสมการที่ (20)
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การวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบอิสระและแบบแรงกระทำ�ด้วยวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์

รูปหลายเหลี่ยมที่แบ่งโดเมนย่อยภายในเซลสำ�หรับปัญหาใน 2 มิติ

	

ของความเร็ว รวมทั้งการเคลื่อนที่ ณ เวลาปัจจุบันได้
ด้วยสมการที่ (18) นั่นเอง 
 

2.4 A Lumped mass matrix 
เพ่ือความง่ายของการค านวณในขณะที่ยังคง

มีประสิทธิภาพและความแม่นย าสูง การศึกษาครั้งนี้ 
เลือกใช้การค านวณ mass matrix แบบ Lumped 
mass แทนการใช้ Consistent mass เพ่ือหลีกเลี่ยง
ความยุ่งยากในการอินทิเกรตของฟังก์ชั่นการประมาณ
ภายใน (Shape functions) ของเอลิเมนต์รูปทรง
สี่หน้า ในขณะเดียวกันค่าความแม่นย าของผลลัพธ์ที่
ได้จากการใช้ Lumped mass matrix มีความแม่นย า
กว่าการใช้ Consistent mass matrix ส าหรับการ
วิเคราะห์ปัญหาด้านพลศาสตร์อย่างมีนัยส าคัญ [3] 
สมการส าหรับการค านวณหา  Lumped mass 
matrix ของเอลิเมนต์ทรงสี่หน้า (Q4) แสดงได้ดัง
สมการที ่(20) 

𝑴𝑴𝒊𝒊
𝒆𝒆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆𝑨𝑨𝒊𝒊

𝒆𝒆

𝟒𝟒 𝑰𝑰 (20) 
 

เมื่อ 𝜌𝜌, 𝑡𝑡, 𝐴𝐴𝑖𝑖
𝑒𝑒  และ 𝐼𝐼 คือความหนาแน่นมวล

ของวัตถุ (mass density) ความหนาของเอลิเมนต์ 
(element thickness) พ้ืนที่ของเอลิเมนต์ (element 
area) และ เมทริกซ์อัตลักษณ์ (Identity matrix) ที่มี
ขนาด 8X8 ตามล าดับ (เลข 4 ในสมการหมายถึง
จ านวนโหนดของเอลิเมนต์) 
 
3. การวิเคราะห์เชิงตัวเลข (Numerical simulation) 

ตัวอย่างส าหรับการวิเคราะห์ในครั้งนี้ถูกปรับปรุง
มาจากคานย่ืนปลายของ Cook (Cook’s beam) ซึ่ง
มีรูเจาะเส้นผ่านศูนย์กลางขนาด 10, 8, และ 6 หน่วย
ตามล าดับ และใช้เป็นตัวอย่างส าหรับการวิเคราะห์
การสั่นสะเทือนทั้งสองแบบ เพ่ือความสะดวกขนาด
ของคานในรูปดังกล่าวนั้น ถูกก าหนดให้ไม่มีหน่วย 
ในขณะที่ค่าโมดูลัสยืดหยุ่นและอัตราส่วนปัวซองถูก

ก า หนด ให้ มี ค่ า เ ท่ า กั บ  3x106 MPa และ  0.28 
ตามล าดับ ความหนาของคานถูกก าหนดให้มีค่า
เท่ากับ 1 หน่วยเพ่ือให้สอดคล้องกับเงื่อนไขการเป็น
ปัญหาความเค้นในระนาบ 2 มิติ (2D Plane stress 
problem) ซ้ายมือของคานเป็นฐานรองรับแบบยึด
หมุน (Hinges) ในขณะที่มีแรงเฉือนกระท าในแนวดิ่ง
ขนาด 100 หน่วย ณ บริเวณปลายคานด้านขวามือ 
รูปทรงทางเรขาคณิตของคานจะถูกแบ่งออกเป็น
เอลิเมนต์ย่อยแบบรูปทรงหลายเหลี่ยมที่มีจ านวนของ
เอลิเมนต์แตกต่างกัน ดังแสดงในภาพที่ 2  

 

 
 

ภาพที่ 2 Cook’s beam 
 

เนื่องจากคานที่ถูกปรับปรุงดังกล่าวไม่สามารถ
หาผลเฉลยแม่นตรง (Exact solution) เพ่ือใช้เป็นค่า
อ้างอิงส าหรับการเปรียบเทียบในการวิเคราะห์ด้วย
วิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์แบบใช้เอลิเมนต์รูปหลาย
เหลี่ยมได้ จึงจ าเป็นที่จะต้องใช้โปรแกรมไฟไนท์
เ อล ิเมนต์ที่มีอยู่ เ พ่ือหาค่าอ้างอิงดังกล่าว ในที่นี้  
ผู้เขียนจึงใช้โปรแกรม ANSYS STUDENT VERSION 
2021 R2 ซ่ึงเป็นรุ่นที่นักศึกษาในมหาวิทยาลัยต่าง ๆ 
สามารถใช้งานได้ฟรี ท าการวิเคราะห์โดยใช้เอลิเมนต์
แบบ Q4 จ านวนที่มากพอเพ่ือให้มั่นใจว่าผลเฉลยที่ได้
มีค่าเข้าใกล้ผลเฉลยแม่นตรง (close-to-exact solution) 
มากที่สุด จ านวน Q4 เอลิเมนต์และโหนดที่ใช้มีจ านวน
ทั้งสิ้น 25,102 เอลิเมนต์และ 25,603 โหนด 
 

	 (20)

	 	 	 	 เมื่อ p, t, Ai

e

และ I คือความหนาแน่น

มวลของวตัถุ (mass density) ความหนาของเอลเิมนต์

(element thickness) พืน้ทีข่องเอลเิมนต ์(element area)

และ เมทริกซ์อัตลักษณ์ (Identity matrix) ที่มีขนาด 

8x8 ตามลำ�ดบั (เลข 4 ในสมการหมายถึงจำ�นวนโหนด

ของเอลิเมนต์)

3.	 การวเิคราะห์เชงิตวัเลข (Numerical simulation)

	 	 ตวัอยา่งสำ�หรับการวเิคราะห์ในคร้ังน้ีถูกปรบัปรุง

มาจากคานยื่นปลายของ Cook (Cook’s beam) ซึ่ง

มีรูเจาะเส้นผ่านศูนย์กลางขนาด 10, 8, และ 6 หน่วย

ตามลำ�ดับ และใช้เป็นตัวอย่างสำ�หรับการวิเคราะห์

การส่ันสะเทือนท้ังสองแบบ เพื่อความสะดวกขนาดของ

คานในรูปดังกล่าวน้ัน ถูกกำ�หนดให้ไม่มีหน่วย ในขณะท่ี

ค่าโมดูลัสยืดหยุ่นและอัตราส่วนปัวซองถูกกำ�หนดให้มี

คา่เทา่กับ 3x10
6
 MPa และ 0.28 ตามลำ�ดบั ความหนา

ของคานถูกกำ�หนดให้มีค่าเท่ากับ 1 หน่วยเพื่อให้

สอดคลอ้งกับเงื่อนไขการเปน็ปญัหาความเคน้ในระนาบ 

2 มิติ (2D Plane stress problem) ซ้ายมือของคาน

เป็นฐานรองรับแบบยึดหมุน (Hinges) ในขณะที่มี

แรงเฉอืนกระทำ�ในแนวดิง่ขนาด 100 หน่วย ณ บริเวณ

ปลายคานด้านขวามือ รูปทรงทางเรขาคณิตของคาน

จะถูกแบง่ออกเปน็เอลเิมนตย์อ่ยแบบรูปทรงหลายเหลีย่ม

ทีม่จีำ�นวนของเอลเิมนตแ์ตกตา่งกัน ดงัแสดงในภาพที ่2 

	 	 เนื่องจากคานที่ถูกปรับปรุงดังกล่าวไม่สามารถ

หาผลเฉลยแม่นตรง (Exact solution) เพื่อใช้เป็นค่า

อ้างอิงสำ�หรับการเปรียบเทียบในการวิเคราะห์ด้วยวิธี

สมทูไฟไนทเ์อลเิมนตแ์บบใชเ้อลเิมนตร์ปูหลายเหลีย่มได ้

จึงจำ�เป็นที่จะต้องใช้ โปรแกรมไฟไนท์เอลิเมนต์ที่มีอยู่

เพื่อหาคา่อา้งองิดงักลา่ว ในทีน้ี่ ผู้เขยีนจึงใช้ โปรแกรม 

ANSYS STUDENT VERSION 2021 R2 ซึ่งเป็นรุ่น

ที่นักศึกษาในมหาวิทยาลัยต่างๆ สามารถใช้งานได้ฟรี 

ทำ�การวิเคราะห์โดยใช้เอลิเมนต์แบบ Q4 จำ�นวนที่

มากพอเพื่อให้มัน่ใจวา่ผลเฉลยที่ไดม้คีา่เขา้ใกลผ้ลเฉลย

แมน่ตรง (close-to-exact solution) มากทีส่ดุ จำ�นวน 

Q4 เอลิเมนต์และโหนดที่ใช้มีจำ�นวนทั้งสิ้น 25,102

เอลิเมนต์และ 25,603 โหนด

		  3.1	การวเิคราะห์ความถ่ีธรรมชาติ (Natural 

frequency)

	 	 	 	 ความถ่ีธรรมชาติของคานตัวอย่างจำ�นวน 

4 ค่าแรก ที่ ได้จากการวิเคราะห์ด้วยวิธีสมูทไฟไนท์

เอลิเมนต์แบบใช้เอลิเมนต์รูปหลายเหล่ียม ซ่ึงถูกสร้างข้ึน

จากขบวนการสร้างโครงตาข่ายด้วย DistMesh สามารถ

แสดงไดด้งัตารางที ่1 โดยรวมคา่สำ�หรับใช้ ในการอา้งองิ

จากโปรแกรม ANSYS ไว้ด้วย

ตารางที่ 1	 ความถ่ีธรรมชาติทัง้ 4 คา่เปรยีบเทยีบกับ

ค่าอ้างอิง

ของความเร็ว รวมทั้งการเคลื่อนที่ ณ เวลาปัจจุบันได้
ด้วยสมการที่ (18) นั่นเอง 
 

2.4 A Lumped mass matrix 
เพ่ือความง่ายของการค านวณในขณะที่ยังคง

มีประสิทธิภาพและความแม่นย าสูง การศึกษาครั้งนี้ 
เลือกใช้การค านวณ mass matrix แบบ Lumped 
mass แทนการใช้ Consistent mass เพ่ือหลีกเลี่ยง
ความยุ่งยากในการอินทิเกรตของฟังก์ชั่นการประมาณ
ภายใน (Shape functions) ของเอลิเมนต์รูปทรง
สี่หน้า ในขณะเดียวกันค่าความแม่นย าของผลลัพธ์ที่
ได้จากการใช้ Lumped mass matrix มีความแม่นย า
กว่าการใช้ Consistent mass matrix ส าหรับการ
วิเคราะห์ปัญหาด้านพลศาสตร์อย่างมีนัยส าคัญ [3] 
สมการส าหรับการค านวณหา  Lumped mass 
matrix ของเอลิเมนต์ทรงสี่หน้า (Q4) แสดงได้ดัง
สมการที ่(20) 

𝑴𝑴𝒊𝒊
𝒆𝒆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆𝑨𝑨𝒊𝒊

𝒆𝒆

𝟒𝟒 𝑰𝑰 (20) 
 

เมื่อ 𝜌𝜌, 𝑡𝑡, 𝐴𝐴𝑖𝑖
𝑒𝑒  และ 𝐼𝐼 คือความหนาแน่นมวล

ของวัตถุ (mass density) ความหนาของเอลิเมนต์ 
(element thickness) พ้ืนที่ของเอลิเมนต์ (element 
area) และ เมทริกซ์อัตลักษณ์ (Identity matrix) ที่มี
ขนาด 8X8 ตามล าดับ (เลข 4 ในสมการหมายถึง
จ านวนโหนดของเอลิเมนต์) 
 
3. การวิเคราะห์เชิงตัวเลข (Numerical simulation) 

ตัวอย่างส าหรับการวิเคราะห์ในครั้งนี้ถูกปรับปรุง
มาจากคานย่ืนปลายของ Cook (Cook’s beam) ซึ่ง
มีรูเจาะเส้นผ่านศูนย์กลางขนาด 10, 8, และ 6 หน่วย
ตามล าดับ และใช้เป็นตัวอย่างส าหรับการวิเคราะห์
การสั่นสะเทือนทั้งสองแบบ เพ่ือความสะดวกขนาด
ของคานในรูปดังกล่าวนั้น ถูกก าหนดให้ไม่มีหน่วย 
ในขณะที่ค่าโมดูลัสยืดหยุ่นและอัตราส่วนปัวซองถูก

ก า หนด ให้ มี ค่ า เ ท่ า กั บ  3x106 MPa และ  0.28 
ตามล าดับ ความหนาของคานถูกก าหนดให้มีค่า
เท่ากับ 1 หน่วยเพ่ือให้สอดคล้องกับเงื่อนไขการเป็น
ปัญหาความเค้นในระนาบ 2 มิติ (2D Plane stress 
problem) ซ้ายมือของคานเป็นฐานรองรับแบบยึด
หมุน (Hinges) ในขณะที่มีแรงเฉือนกระท าในแนวดิ่ง
ขนาด 100 หน่วย ณ บริเวณปลายคานด้านขวามือ 
รูปทรงทางเรขาคณิตของคานจะถูกแบ่งออกเป็น
เอลิเมนต์ย่อยแบบรูปทรงหลายเหลี่ยมที่มีจ านวนของ
เอลิเมนต์แตกต่างกัน ดังแสดงในภาพที่ 2  

 

 
 

ภาพที่ 2 Cook’s beam 
 

เนื่องจากคานที่ถูกปรับปรุงดังกล่าวไม่สามารถ
หาผลเฉลยแม่นตรง (Exact solution) เพ่ือใช้เป็นค่า
อ้างอิงส าหรับการเปรียบเทียบในการวิเคราะห์ด้วย
วิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์แบบใช้เอลิเมนต์รูปหลาย
เหลี่ยมได้ จึงจ าเป็นที่จะต้องใช้โปรแกรมไฟไนท์
เ อล ิเมนต์ที่มีอยู่ เ พ่ือหาค่าอ้างอิงดังกล่าว ในที่นี้  
ผู้เขียนจึงใช้โปรแกรม ANSYS STUDENT VERSION 
2021 R2 ซ่ึงเป็นรุ่นที่นักศึกษาในมหาวิทยาลัยต่าง ๆ 
สามารถใช้งานได้ฟรี ท าการวิเคราะห์โดยใช้เอลิเมนต์
แบบ Q4 จ านวนที่มากพอเพ่ือให้มั่นใจว่าผลเฉลยที่ได้
มีค่าเข้าใกล้ผลเฉลยแม่นตรง (close-to-exact solution) 
มากที่สุด จ านวน Q4 เอลิเมนต์และโหนดที่ใช้มีจ านวน
ทั้งสิ้น 25,102 เอลิเมนต์และ 25,603 โหนด 
 

ภาพที่ 2 Cook’s beam

3.1  กา ร วิ เ ค ร าะห์ ความถี่ ธ ร รมชาติ  
(Natural frequency) 
 ความถี่ธรรมชาติของคานตัวอย่างจ านวน 4 
ค่าแรก ที่ได้จากการวิเคราะห์ด้วยวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์
แบบใช้เอลิเมนต์รูปหลายเหลี่ยม ซึ่งถูกสร้างขึ้นจาก
ขบวนการสร้างโครงตาข่ายด้วย DistMesh สามารถ
แสดงได้ดังตารางที่ 1 โดยรวมค่าส าหรับใช้ในการอ้างอิง
จากโปรแกรม ANSYS ไว้ด้วย 
 

ตารางท่ี 1 ความถี่ธรรมชาติทั้ง 4 ค่าเปรียบเทียบกับ
ค่าอ้างอิง 
 

  Natural frequencies (rad/s) 
Element Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4 
145 475.12 1171.6 1326.3 2233.1 
431 470.65 1157.3 1303.7 2178.2 
1477 466.37 1152.1 1296.5 2154.6 
5520 465.73 1150.4 1294.2 2146.9 
21680 465.10 1149.6 1293.4 2143.1 
Ref. 464.52 1149.1 1292.8 2142.4 
Error (%) -0.125 -0.04 -0.05 -0.03 
 

จากตารางที่ 1 พบว่า ค่าความถี่ธรรมชาติ
แรกทั้ง 4 มีค่าลู่เข้าใกล้ค่าความถี่ธรรมชาติอ้างอิง 
เมื่ อจ านวนของเอลิ เมนต์หลายเหลี่ ยมเ พ่ิมขึ้ น
เช่นเดียวกันกับที่พบในวิธี ไฟไนท์ เอลิ เมนต์  ค่ า
มาตรฐานความคลาดเคลื่อน (Error norm) ของ
ความถี่ธรรมชาติดังกล่าว เมื่อจ านวนของเอลิเมนต์มี
ค่าความละเอียดมากสุด 21,680 เมื่อเทียบกับค่าอ้างอิง
มีค่าเป็น 0.125, 0.04, 0.05 และ 0.03 เปอร์เซ็นต์
ตามล าดับ ซึ่งจัดว่ามีค่าน้อยมากและพิจารณาได้ว่า
เทียบเท่ากับค่าอ้างอิงได้อย่างไม่มีความแตกต่างกัน
อย่างมีนัยส าคัญ โหมดการเปลี่ยนรูปร่างของคาน
ตัวอย่างที่สอดคล้องกับความถี่ธรรมชาติทั้ง 4 ค่านั้น 
(Mode shapes) สามารถแสดงได้ในภาพที่ 3 จะสังเกต
ได้ว่าการเปลี่ยนรูปร่างทั้งหมดนั้น สอดคล้องกับ
การเปลี่ยนรูปร่างทางกายภาพที่สามารถเกิดขึ้นได้จริง 

โดยไม่ปรากฏว่ามีค่าของ spurious nonzero energy 
modes หรือการเปลี่ยนรูปร่างทางกายภาพที่ไม่
สอดคล้องกับความเป็นจริง อันเนื่องมาจากผลของ
ความผิดพลาดจากการค านวณเชิงตัวเลขให้เห็นเลย
นั่นเอง  

 
 

ภาพที่ 3 รูปร่างที่สอดคล้องกับความถี่ธรรมชาติ  
4 โหมดแรก (The first four mode shapes) 

 

 ส าหรับการลู่เข้าสู่ผลเฉลยที่ใกล้ค่าผลเฉลย
แม่นตรงนั้น ท าการวาดกราฟความสัมพันธ์ระหว่าง
จ านวนเอลิเมนต์หลายเหลี่ยมกับความถี่ธรรมชาติ
โหมดแรก ดังแสดงในภาพที่ 4 ค่าของความถ่ีธรรมชาติ
ในโหมดแรกที่จ านวนเอลิเมนต์ต่าง ๆ เทียบกับค่า
อ้างอิงจากรูปดังกล่าว อาจจ าแนกออกได้เป็นสองส่วน 
ส่วนแรกนั้นพบว่าการลู่เข้าในช่วงของจ านวนเอลิเมนต์
รูปหลายเหลี่ยมตั้งแต่ 145-1477 มีอัตราการลู่เข้าที่
สูงมาก แต่เมื่อท าการเพิ่มจ านวนของเอลิเมนต์หลักให้
มีความละเอียดมากขึ้น อัตราการลู่เข้าจะช้ากว่า
ช่วงแรก 
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	 	 	 	 จากตารางท่ี 1 พบว่า ค่าความถ่ีธรรมชาติแรก

ทัง้ 4 มีคา่ลูเ่ขา้ใกลค้า่ความถ่ีธรรมชาตอิา้งองิ เมื่อจำ�นวน

ของเอลิเมนต์หลายเหลี่ยมเพิ่มขึ้นเช่นเดียวกันกับ

ทีพ่บในวธีิไฟไนทเ์อลเิมนต ์คา่มาตรฐานความคลาดเคลื่อน

(Error norm) ของความถ่ีธรรมชาตดิงักลา่ว เมื่อจำ�นวน

ของเอลิเมนต์มีค่าความละเอียดมากสุด 21,680 เมื่อ

เทียบกับค่าอ้างอิงมีค่าเป็น 0.125, 0.04, 0.05 และ 

0.03 เปอร์เซ็นต์ตามลำ�ดับ ซึ่งจัดว่ามีค่าน้อยมากและ

พจิารณาไดว้า่เทยีบเทา่กับคา่อา้งองิไดอ้ยา่งไมม่คีวาม

แตกต่างกันอย่างมีนัยสำ�คัญ โหมดการเปลี่ยนรูปร่าง

ของคานตัวอย่างที่สอดคล้องกับความถ่ีธรรมชาติทั้ง

4 ค่านั้น (Mode shapes) สามารถแสดงได้ ในภาพที่ 3 

จะสังเกตได้ว่าการเปล่ียนรูปร่างท้ังหมดน้ัน สอดคล้องกับ

การเปล่ียนรูปร่างทางกายภาพท่ีสามารถเกิดข้ึนได้จริง

โดยไม่ปรากฏว่ามีค่าของ spurious nonzero energy 

modes หรือการเปล่ียนรูปร่างทางกายภาพท่ีไม่สอดคล้อง

กับความเปน็จริง อนัเนื่องมาจากผลของความผิดพลาด

จากการคำ�นวณเชิงตัวเลขให้เห็นเลยนั่นเอง 

โหมดแรก ดงัแสดงในภาพที ่4 คา่ของความถ่ีธรรมชาติ

ในโหมดแรกที่จำ�นวนเอลิเมนต์ต่างๆ เทียบกับค่า

อา้งองิจากรปูดงักลา่ว อาจจำ�แนกออกไดเ้ปน็สองสว่น

สว่นแรกน้ันพบวา่การลูเ่ขา้ในชว่งของจำ�นวนเอลเิมนต์

รูปหลายเหลี่ยมต้ังแต่ 145-1477 มีอัตราการลู่เข้า

ท่ีสูงมาก แต่เมื่อทำ�การเพ่ิมจำ�นวนของเอลิเมนต์หลักให้มี

ความละเอยีดมากขึน้ อตัราการลูเ่ขา้จะชา้กวา่ชว่งแรก

3.1  กา ร วิ เ ค ร าะห์ ความถี่ ธ ร รมชาติ  
(Natural frequency) 
 ความถี่ธรรมชาติของคานตัวอย่างจ านวน 4 
ค่าแรก ที่ได้จากการวิเคราะห์ด้วยวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์
แบบใช้เอลิเมนต์รูปหลายเหลี่ยม ซึ่งถูกสร้างขึ้นจาก
ขบวนการสร้างโครงตาข่ายด้วย DistMesh สามารถ
แสดงได้ดังตารางที่ 1 โดยรวมค่าส าหรับใช้ในการอ้างอิง
จากโปรแกรม ANSYS ไว้ด้วย 
 

ตารางท่ี 1 ความถี่ธรรมชาติทั้ง 4 ค่าเปรียบเทียบกับ
ค่าอ้างอิง 
 

  Natural frequencies (rad/s) 
Element Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4 
145 475.12 1171.6 1326.3 2233.1 
431 470.65 1157.3 1303.7 2178.2 
1477 466.37 1152.1 1296.5 2154.6 
5520 465.73 1150.4 1294.2 2146.9 
21680 465.10 1149.6 1293.4 2143.1 
Ref. 464.52 1149.1 1292.8 2142.4 
Error (%) -0.125 -0.04 -0.05 -0.03 
 

จากตารางท่ี 1 พบว่า ค่าความถี่ธรรมชาติ
แรกทั้ง 4 มีค่าลู่เข้าใกล้ค่าความถี่ธรรมชาติอ้างอิง 
เมื่ อจ านวนของเอลิ เมนต์หลายเหลี่ ยมเ พ่ิมขึ้ น
เช่นเดียวกันกับที่พบในวิธี ไฟไนท์ เอลิ เมนต์  ค่ า
มาตรฐานความคลาดเคลื่อน (Error norm) ของ
ความถี่ธรรมชาติดังกล่าว เมื่อจ านวนของเอลิเมนต์มี
ค่าความละเอียดมากสุด 21,680 เมื่อเทียบกับค่าอ้างอิง
มีค่าเป็น 0.125, 0.04, 0.05 และ 0.03 เปอร์เซ็นต์
ตามล าดับ ซึ่งจัดว่ามีค่าน้อยมากและพิจารณาได้ว่า
เทียบเท่ากับค่าอ้างอิงได้อย่างไม่มีความแตกต่างกัน
อย่างมีนัยส าคัญ โหมดการเปลี่ยนรูปร่างของคาน
ตัวอย่างที่สอดคล้องกับความถี่ธรรมชาติทั้ง 4 ค่านั้น 
(Mode shapes) สามารถแสดงได้ในภาพที่ 3 จะสังเกต
ได้ว่าการเปลี่ยนรูปร่างทั้งหมดนั้น สอดคล้องกับ
การเปลี่ยนรูปร่างทางกายภาพที่สามารถเกิดขึ้นได้จริง 

โดยไม่ปรากฏว่ามีค่าของ spurious nonzero energy 
modes หรือการเปลี่ยนรูปร่างทางกายภาพที่ไม่
สอดคล้องกับความเป็นจริง อันเนื่องมาจากผลของ
ความผิดพลาดจากการค านวณเชิงตัวเลขให้เห็นเลย
นั่นเอง  

 
 

ภาพที่ 3 รูปร่างที่สอดคล้องกับความถี่ธรรมชาติ  
4 โหมดแรก (The first four mode shapes) 

 

 ส าหรับการลู่เข้าสู่ผลเฉลยที่ใกล้ค่าผลเฉลย
แม่นตรงนั้น ท าการวาดกราฟความสัมพันธ์ระหว่าง
จ านวนเอลิเมนต์หลายเหลี่ยมกับความถี่ธรรมชาติ
โหมดแรก ดังแสดงในภาพที่ 4 ค่าของความถ่ีธรรมชาติ
ในโหมดแรกที่จ านวนเอลิเมนต์ต่าง ๆ เทียบกับค่า
อ้างอิงจากรูปดังกล่าว อาจจ าแนกออกได้เป็นสองส่วน 
ส่วนแรกนั้นพบว่าการลู่เข้าในช่วงของจ านวนเอลิเมนต์
รูปหลายเหลี่ยมตั้งแต่ 145-1477 มีอัตราการลู่เข้าที่
สูงมาก แต่เมื่อท าการเพิ่มจ านวนของเอลิเมนต์หลักให้
มีความละเอียดมากข้ึน อัตราการลู่เข้าจะช้ากว่า
ช่วงแรก 
 

ภาพที่ 3 รูปร่างที่สอดคล้องกับความถี่ธรรมชาติ 

4 โหมดแรก (The first four mode shapes)

	 สำ�หรับการลู่เข้าสู่ผลเฉลยที่ใกล้ค่าผลเฉลย

แม่นตรงน้ัน ทำ�การวาดกราฟความสัมพันธ์ระหว่าง

จำ�นวนเอลิเมนต์หลายเหลี่ยมกับความถ่ีธรรมชาติ

ภาพที่ 4 การลู่เข้าหาผลเฉลยที่มีค่าใกล้ผลเฉลย

แม่นตรงของความถี่ธรรมชาติโหมดที่ 1

		  3.2	การวเิคราะห์ผลตอบสนองตอ่แรงตามเวลา 

(Transient periodic response)

	 	 	 	 ขั้นตอนน้ีเป็นการวิเคราะห์ผลตอบสนอง

ของคานซึ่งมีรูปทรงเรขาคณิตและคุณสมบัติทางวัสดุ

เหมือนกับตัวอย่างในหัวข้อที่แล้ว ต่างกันตรงที่แรง

กระทำ�ทีป่ลายคานดา้นอสิระน้ัน ถูกกำ�หนดให้มคีา่แปรผัน

ตามเวลาแบบรูปสามเหลี่ยม (Linear triangular time 

variation) P = 100 X F(t) โดย F(t) เป็นฟังก์ชั่นที่

ขึน้กับเวลาโดยมคีา่เริม่ตน้เทา่กับศนูยท์ีเ่วลา t = 0 แลว้

จึงมีคา่เพิม่ขึน้แบบเสน้ตรงเปน็ 1 ทีเ่วลา t = 0.1 ลดลง

เป็น -1 ณ เวลา t = 0.3 แล้วจึงกลับมาเท่ากับศูนย์

เมื่อเวลา t = 0.4 วินาที ดังแสดงในภาพที่ 5 (b)

ฟังก์ช่ันท่ีข้ึนกับเวลาน้ีจะถูกนำ�ไปใช้กับแรงเฉือนท่ีกระทำ�

เป็นเวลา 0.8 วินาที สำ�หรับเวลาที่ใช้ ในการวิเคราะห์ 

(Δt) และจำ�นวนครั้งของการวิเคราะห์ (Time steps) 

กำ�หนดให้มีค่าเท่ากับ 0.0001 วินาทีและ 500 ครั้ง

ตามลำ�ดับ จุด A ถูกกำ�หนดให้ ใช้เป็นจุดสำ�หรับ

 
 

ภาพที่ 4 การลู่เข้าหาผลเฉลยที่มีค่าใกล้ผลเฉลย 
แม่นตรงของความถ่ีธรรมชาติโหมดที่ 1 

 
3.2 การวิเคราะห์ผลตอบสนองต่อแรงตาม

เวลา (Transient periodic response) 
 ขั้นตอนนี้เป็นการวิเคราะห์ผลตอบสนองของ
คานซึ่งมีรูปทรงเรขาคณิตและคุณสมบัติทางวัสดุ
เหมือนกับตัวอย่างในหัวข้อที่แล้ว ต่างกันตรงที่แรง
กระท าที่ปลายคานด้านอิสระนั้น ถูกก าหนดให้มีค่า
แปรผันตามเวลาแบบรูปสามเหลี่ยม (Linear triangular 
time variation) P = 100 X F(t) โดย F(t) เป็นฟังก์ชั่น
ที่ขึ้นกับเวลาโดยมีค่าเริ่มต้นเท่ากับศูนย์ที่เวลา t = 0 
แล้วจึงมีค่าเพ่ิมข้ึนแบบเส้นตรงเป็น 1 ที่เวลา t = 0.1 
ลดลงเป็น -1 ณ เวลา t = 0.3 แล้วจึงกลับมาเท่ากับ
ศูนย์เมื่อเวลา t = 0.4 วินาที ดังแสดงในภาพที่ 5 (b) 
ฟังก์ชั่นที่ขึ้นกับเวลานี้จะถูกน าไปใช้กับแรงเฉือนที่
กระท าเป็นเวลา 0.8 วินาที ส าหรับเวลาที่ใช้ในการ
วิเคราะห์ (∆𝑡𝑡) และจ านวนครั้งของการวิเคราะห์  
(Time steps) ก าหนดให้มีค่าเท่ากับ 0.0001 วินาที
และ 500 ครั้งตามล าดับ จุด A ถูกก าหนดให้ใช้เป็น
จุดส าหรับการวิเคราะห์ผลตอบสนองการเคลื่อนที่ใน
แนวดิ่งที่แปรเปลี่ยนไปตามฟังก์ชั่นของเวลา การสร้าง
โครงตาข่ายหลักรูปหลายเหลี่ยมใช้หลักการเดียวที่ได้
กล่าวถึงไปแล้วโดยมีจ านวนของเอลิเมนต์เท่ากับ 431, 
1,477, 5,520 และ 21,680 (เทียบเท่ากับการก าหนด

ขนาดของ Mesh ในการเขียนโปรแกรมเท่ากับ 2, 1, 
0.5 และ 0.25 ตามล าดับ) ส าหรับสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์
และ 25,102 ส าหรับผลเฉลยที่ใกล้เคียงผลเฉลยแม่น
ตรงค านวณโดยไฟไนท์เอลิเมนต์ตามล าดับ 
 

 
 

ภาพที่ 5 โมเดลการวิเคราะห์ผลตอบสนอง 
ของแรงตามเวลา 

 
การเคลื่อนที่ ในแนวดิ่ งของจุด A ที่มีต่อ

ผลตอบสนองต่อแรงกระท าที่เป็นฟังก์ชั่นของเวลา
จากการวิเคราะห์ถูกน ามาแสดงในรูปของกราฟ
เปรียบเทียบกับค่าที่ใช้ในการอ้างอิง ดังแสดงในภาพ
ที่ 6 ผลที่ได้แสดงให้เห็นว่าค่าที่ได้จากการวิเคราะห์
ด้วยวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์แบบเอลิเมนต์รูปหลาย
เหลี่ยม ซึ่งท าการแบ่งโดเมนสม่ าเสมอด้วยเอลิเมนต์
แบบ Q4 น้ัน สามารถวิเคราะห์ผลตอบสนองตาม
เวลาของคานตัวอย่างได้อย่างมีประสิทธิภาพ โดย
พบว่า เมื่อใช้จ านวนเอลิเมนต์หลักรูปหลายเหลี่ยม
เท่ากับ 5,520 เอลิเมนต์ (ภาพที่ 6 (c)) ค่าการเคลื่อนที่
ในแนวดิ่งที่มากที่สุดของจุด A เกิดขึ้น ณ เวลา t = 
0.0731 s. ซึ่งมีค่าเท่ากับ 3.085x10-5 ไม่มีความแตกต่าง
กับผลเฉลยที่มีค่าใกล้เคียงผลเฉลยแม่นตรง 3.075x10-5 
ณ เวลาเดียวกัน อย่างมีนัยส าคัญโดยค่าความ
คลาดเคลื่อนดังกล่าว มีค่าเพียง 0.4 เปอร์เซ็นต ์
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การวิเคราะห์การสั่นสะเทือนแบบอิสระและแบบแรงกระทำ�ด้วยวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์

รูปหลายเหลี่ยมที่แบ่งโดเมนย่อยภายในเซลสำ�หรับปัญหาใน 2 มิติ

การวิเคราะห์ผลตอบสนองการเคลื่อนที่ในแนวด่ิงที่

แปรเปลี่ยนไปตามฟังก์ชั่นของเวลา การสร้างโครง

ตาข่ายหลักรูปหลายเหลี่ยมใช้หลักการเดียวที่ ได้

กลา่วถึงไปแลว้โดยมจีำ�นวนของเอลเิมนตเ์ทา่กับ 431, 

1,477, 5,520 และ 21,680 (เทียบเท่ากับการกำ�หนด

ขนาดของ Mesh ในการเขียนโปรแกรมเท่ากับ 2, 1, 

0.5 และ 0.25 ตามลำ�ดบั) สำ�หรบัสมทูไฟไนทเ์อลเิมนต์

และ 25,102 สำ�หรับผลเฉลยที่ใกล้เคียงผลเฉลย

แม่นตรงคำ�นวณโดยไฟไนท์เอลิเมนต์ตามลำ�ดับ

ภาพที่ 5 โมเดลการวิเคราะห์ผลตอบสนอง

ของแรงตามเวลา

	 	 	 	 การเคลื่อนที่ในแนวดิ่งของจุด A ที่มีต่อ

ผลตอบสนองต่อแรงกระทำ�ที่เป็นฟังก์ชั่นของเวลา

จากการวิเคราะห์ถูกนำ�มาแสดงในรูปของกราฟ

เปรียบเทียบกับค่าท่ีใช้ ในการอ้างอิง ดังแสดงในภาพท่ี 6

ผลที่ไดแ้สดงใหเ้หน็วา่ค่าที่ไดจ้ากการวเิคราะหด์ว้ยวธิี

สมูทไฟไนท์เอลิเมนต์แบบเอลิเมนต์รูปหลายเหลี่ยม

ซึง่ทำ�การแบง่โดเมนสม่ำ�เสมอดว้ยเอลเิมนตแ์บบ Q4 น้ัน

สามารถวิเคราะห์ผลตอบสนองตามเวลาของคาน

ตวัอยา่งไดอ้ยา่งมปีระสทิธิภาพ โดยพบวา่ เมื่อใชจ้ำ�นวน

เอลิเมนต์หลักรูปหลายเหลี่ยมเท่ากับ 5,520 เอลิเมนต์

(ภาพที่ 6 (c)) ค่าการเคลื่อนที่ในแนวดิ่งที่มากที่สุด

ของจุด A เกิดข้ึน ณ เวลา t = 0.0731 s. ซ่ึงมีค่าเท่ากับ

3.085x10
-5
 ไม่มีความแตกต่างกับผลเฉลยท่ีมีค่าใกล้เคียง

ผลเฉลยแมน่ตรง 3.075x10
-5
 ณ เวลาเดยีวกัน อยา่งมี

นัยสำ�คัญโดยค่าความคลาดเคลื่อนดังกล่าว มีค่าเพียง 

0.4 เปอร์เซ็นต์์

 
 

ภาพที่ 4 การลู่เข้าหาผลเฉลยที่มีค่าใกล้ผลเฉลย 
แม่นตรงของความถ่ีธรรมชาติโหมดที่ 1 

 
3.2 การวิเคราะห์ผลตอบสนองต่อแรงตาม

เวลา (Transient periodic response) 
 ขั้นตอนนี้เป็นการวิเคราะห์ผลตอบสนองของ
คานซึ่งมีรูปทรงเรขาคณิตและคุณสมบัติทางวัสดุ
เหมือนกับตัวอย่างในหัวข้อที่แล้ว ต่างกันตรงที่แรง
กระท าที่ปลายคานด้านอิสระนั้น ถูกก าหนดให้มีค่า
แปรผันตามเวลาแบบรูปสามเหลี่ยม (Linear triangular 
time variation) P = 100 X F(t) โดย F(t) เป็นฟังก์ชั่น
ที่ขึ้นกับเวลาโดยมีค่าเริ่มต้นเท่ากับศูนย์ที่เวลา t = 0 
แล้วจึงมีค่าเพ่ิมข้ึนแบบเส้นตรงเป็น 1 ที่เวลา t = 0.1 
ลดลงเป็น -1 ณ เวลา t = 0.3 แล้วจึงกลับมาเท่ากับ
ศูนย์เมื่อเวลา t = 0.4 วินาที ดังแสดงในภาพที่ 5 (b) 
ฟังก์ชั่นที่ขึ้นกับเวลานี้จะถูกน าไปใช้กับแรงเฉือนที่
กระท าเป็นเวลา 0.8 วินาที ส าหรับเวลาที่ใช้ในการ
วิเคราะห์ (∆𝑡𝑡) และจ านวนครั้งของการวิเคราะห์  
(Time steps) ก าหนดให้มีค่าเท่ากับ 0.0001 วินาที
และ 500 ครั้งตามล าดับ จุด A ถูกก าหนดให้ใช้เป็น
จุดส าหรับการวิเคราะห์ผลตอบสนองการเคลื่อนที่ใน
แนวดิ่งที่แปรเปลี่ยนไปตามฟังก์ชั่นของเวลา การสร้าง
โครงตาข่ายหลักรูปหลายเหลี่ยมใช้หลักการเดียวที่ได้
กล่าวถึงไปแล้วโดยมีจ านวนของเอลิเมนต์เท่ากับ 431, 
1,477, 5,520 และ 21,680 (เทียบเท่ากับการก าหนด

ขนาดของ Mesh ในการเขียนโปรแกรมเท่ากับ 2, 1, 
0.5 และ 0.25 ตามล าดับ) ส าหรับสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์
และ 25,102 ส าหรับผลเฉลยที่ใกล้เคียงผลเฉลยแม่น
ตรงค านวณโดยไฟไนท์เอลิเมนต์ตามล าดับ 
 

 
 

ภาพที่ 5 โมเดลการวิเคราะห์ผลตอบสนอง 
ของแรงตามเวลา 

 
การเคลื่อนที่ ในแนวดิ่ งของจุด A ที่มีต่อ

ผลตอบสนองต่อแรงกระท าที่เป็นฟังก์ชั่นของเวลา
จากการวิเคราะห์ถูกน ามาแสดงในรูปของกราฟ
เปรียบเทียบกับค่าท่ีใช้ในการอ้างอิง ดังแสดงในภาพ
ที่ 6 ผลที่ได้แสดงให้เห็นว่าค่าที่ได้จากการวิเคราะห์
ด้วยวิธีสมูทไฟไนท์เอลิเมนต์แบบเอลิเมนต์รูปหลาย
เหลี่ยม ซึ่งท าการแบ่งโดเมนสม่ าเสมอด้วยเอลิเมนต์
แบบ Q4 นั้น สามารถวิเคราะห์ผลตอบสนองตาม
เวลาของคานตัวอย่างได้อย่างมีประสิทธิภาพ โดย
พบว่า เมื่อใช้จ านวนเอลิเมนต์หลักรูปหลายเหลี่ยม
เท่ากับ 5,520 เอลิเมนต์ (ภาพที่ 6 (c)) ค่าการเคลื่อนที่
ในแนวดิ่งที่มากที่สุดของจุด A เกิดขึ้น ณ เวลา t = 
0.0731 s. ซึ่งมีค่าเท่ากับ 3.085x10-5 ไม่มีความแตกต่าง
กับผลเฉลยที่มีค่าใกล้เคียงผลเฉลยแม่นตรง 3.075x10-5 
ณ เวลาเดียวกัน อย่างมีนัยส าคัญโดยค่าความ
คลาดเคลื่อนดังกล่าว มีค่าเพียง 0.4 เปอร์เซ็นต ์
 
 
 

ภาพที่ 6 ผลตอบสนองการเคลื่อนที่ในแนวดิ่งของ

จุด A ซึ่งรับแรงกระทำ�ที่แปรเปลี่ยนตามเวลา

 
 

ภาพที่ 6 ผลตอบสนองการเคลื่อนที่ในแนวดิ่งของจุด A ซึ่งรับแรงกระท าที่แปรเปลี่ยนตามเวลา 
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4.	 สรุปและวจิารณ์ผล (Conclusions and discussion)
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โดยมีรูเจาะวงกลม ซึ่งมีขนาดต่างกันจำ�นวน 3 รูเจาะ

ได้ถูกใช้เป็นตัวอย่างสำ�หรับการวิเคราะห์ปัญหาพลศาสตร์

เพื่อหาคา่ความถ่ีธรรมชาตริวมทัง้ผลตอบสนองต่อแรง

ที่ขึ้นอยู่กับเวลาของการเคลื่อนที่ในแนวดิ่ง ณ จุดที่
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เปลีย่นให้เปน็รปูหลายเหลีย่มในภายหลงั เอลเิมนตห์ลกั

รูปหลายเหลี่ยมเหล่านั้น ถูกแบ่งออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย

รูปทรงสี่หน้าเพื่อสร้างเอลิเมนต์ย่อยที่มีความต่อเนื่อง

สม่ำ�เสมอต่อไป โดยจำ�นวนของเอลิเมนต์ย่อยสม่ำ�เสมอน้ัน

สอดคล้องกับจำ�นวนเอลิเมนต์น้อยสุด (เท่ากับจำ�นวนโหนด

ของเอลิเมนต์หลักรูปหลายเหลี่ยม) ที่ต้องการสำ�หรับ 

สมูทไฟไนท์เอลิเมนต์แบบการสร้างเอลิเมนต์ย่อย

จากการแบ่งเอลิเมนต์หลัก

	 	 ผลการวิเคราะห์ความถี่ธรรมชาติแรกทั้ง 4 ค่า

ของวิธีที่เสนอ พบว่ามีค่ามาตรฐานความคลาดเคลื่อน 

(Error norm) เท่ากับ 0.125, 0.04, 0.05 และ 0.03 

สำ�หรับเอลิเมนต์หลักรูปหลายเหลี่ยมจำ�นวน 21,680 

อัตราการลู่เข้าหาผลท่ีใช้ ในการอ้างอิงมีค่าสูงในช่วงแรก

และลดลงในช่วงท้าย

	 	 สำ�หรับในกรณีของการวิเคราะห์ผลตอบสนอง

ตอ่แรงทีข่ึน้กับเวลาสำ�หรับการเคลื่อนที่ในแนวดิง่ของ

จุด A ที่ถูกกำ�หนดไว้ ในคานนั้น พบว่าผลที่ได้จากวิธี

สมทูไฟไนทเ์อลเิมนตรู์ปหลายเหลีย่ม มคีา่สอดคลอ้งกับ

ผลเฉลยที่ใกลเ้คยีงผลเฉลยแมน่ตรง (Close-to-exact 

solution) ด้วยการใช้จำ�นวนเอลิเมนต์รูปหลายเหล่ียมเพียง

5,520 เอลิเมนต์ โดยมีค่ามาตรฐานความคลาดเคลื่อน

เพียง 0.4 เปอร์เซ็นต์
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