
460

วารสารวิชาการพระจอมเกล้าพระนครเหนือ ปีที่ 22 ฉบับที่ 2 พ.ค. - ส.ค. 2555
The Journal  of  KMUTNB.,  Vol .  22,  No.  2 ,  May.  -  Aug.  2012

					   
1	 ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ีมหาวทิยาลยัสงขลานครนิทร ์

วิทยาเขตปัตตานี โทรศัพท์ 07-331-2179, E-mail: iarthit@bunga.pn.psu.ac.th

รับเมื่อ 23 พฤษภาคม 2554 ตอบรับเมื่อ 23 สิงหาคม 2554

อิโต้สโตแคสติกอินทิกรัลและการประยุกต์

Itô Stochastic Integral and Their Application

อาทิตย์ อินทรสิทธิ1์

Arthit Intarasit1

บทคัดย่อ

บทความนีน้ำ�เสนอความรูเ้บือ้งตน้ของกระบวนการ 
สโตแคสติกและบทนิยามของการเคลื่อนที่แบบบราวน์
พร้อมด้วยสมบัติที่สำ�คัญ เพื่ออภิปรายถึงการนิยามอิโต้
สโตแคสตกิอนิทกิรลัทีซ่บัซ้อนไดท้บทวนรมีนัน์อินทกิรลั
และรมัีนน-์สตลีตเ์ชสอนิทกิรลั ในบทการประยกุตท์างการ
เงนิได้อภปิรายถงึสมการเชงิอนุพนัธส์โตแคสติกอโิต้และได ้
นำ�เสนอตวัแบบการเคลือ่นทีแ่บบบราวน์เชงิเรขาคณติซึง่เป็น 
ตัวแบบที่นิยมใช้อธิบายพฤติกรรมของราคาหุ้นใน
ตลาดหลักทรัพย์

คำ�สำ�คัญ: การเคลื่อนที่แบบบราวน์ อิโต้สโตแคสติก 
อนิทกิรลั รมีนันอ์นิทกิรลั รมีนัน-์สตลีตเ์ชส 
อนิทกิรลั สมการเชงิอนพัุนธส์โตแคสตกิอิโต้

Abstract
This article introduces basic concepts of  

stochastic process and a definition of Brownian  
motion with its important properties. Definition of  
complicated Itô Stochastic Integral is discussed. Riemann  
integral and Riemann-Stieljes integral are reviewed.  
Regarding financial application, Itô stochastic  
differential equation is described and Geometric 
Brownian motions which are popularly used to  

describe behaviors of stock price in stock exchange 
market. 

Keywords:	 Brownian Motion, Itô Stochastic Integral, 
Riemann Integral, Riemann-Stieljes  
Integral, Itô Stochastic Differential Equation

1. บทนำ�
ปัจจุบันได้มีการศึกษาวิจัยและพัฒนาองค์ความรู้ 

พื้นฐานสาขาวิศวกรรมการเงนิหรอืคณติศาสตรป์ระยกุต์ 
ทางการเงินอย่างแพร่หลายและต่อเน่ืองนับต้ังแต่  
ศาสตราจารย์ แบลค๊ โชล และเมอรต์นั ไดร้บัรางวลัโนเบล
สาขาเศรษฐศาสตร์ในปี ค.ศ. 1995 จากงานวิจัยในการ 
สร้างสูตรการตั้งราคายูโรเปียนออปชัน [1], [2] งานวิจัย 
ทางคณิตศาสตร์การเงินที่สำ�คัญอย่างยิ่งงานหนึ่ง 
ในช่วงแรกๆ คือการนิยามอินทิกรัลของฟังก์ชันใดๆ  
เมือ่เทยีบกบัการเคลือ่นทีแ่บบบราวน ์ในบทความนีจ้ะได ้
อภปิรายถงึความพยายามของนกัคณติศาสตรใ์นการนยิาม 
อนิทิกรลัดงักลา่ว กอ่นอืน่จะขอกลา่วถงึกระบวนสโตแคสตกิ 
ที่มีบทบาทอย่างมากในทางคณิตศาสตร์การเงินและ 
วศิวกรรมศาสตร ์กระบวนสโตแคสติกดังกล่าวคอืการเคล่ือนท่ี 
แบบบราวนแ์ละจะไดท้บทวนบทนยิามของรมีนันอิ์นทกิรลั 
พร้อมด้วยรีมันน์-สตีลต์เชสอินทิกรัล ต่อจากนั้นจะได้ 
อภิปรายถึงอิโต้สโตแคสติกอินทิกรัล และบทแทรกอิโต้ 
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พร้อมการประยุกต์ในทางการเงิน อันจะเป็นความรู้ 
พื้นฐานในการศึกษาคณิตศาสตร์การเงินสำ�หรับผู้สนใจ
ต่อไปนี้

2. กระบวนการสโตแคสติกและการเคล่ือนท่ีแบบบราวน์
ให ้   เปน็ปรภิมูคิวามนา่จะเปน็กระบวนการ 

สโตแคสติก X คือหมู่ของตัวแปรสุ่ม

 
ที่นิยามบนปริภูมิความน่าจะเป็นข้างต้น ถ้า 

 หรอื  สำ�หรบั  เรยีก วา่  
กระบวนการสโตแคสติกที่มีเวลาต่อเนื่อง ถ้า T เป็น
เซตจำ�กัดหรือเซตอนันต์นับได้ เรียก X ว่ากระบวนการ 
สโตแคสติกท่ีมีเวลาดิสครีต (Discrete Times) ดัชนี t 
ของกระบวนการสโตแคสติก X นี้ คือ เวลา 

กล่าวได้ว่า กระบวนการสโตแคสติก X คือฟังก์ชัน
สองตัวแปร เมื่อตรึงค่าเวลาขณะหน่ึง  จะได้ 
ตัวแปรสุ่ม (Random Variable)    
สำ�หรบั  แตเ่มือ่ตรงึค่าผลลพัธ์อยา่งสุม่ (Random 
Outcome)   จะไดฟ้งักช์นัของเวลา   
สำ�หรับ  เรียกฟังก์ชันนี้ว่าแนววิถีหรือวิถีตัวอย่าง 
(Realization, Trajectory or Sample Path) ของกระบวนการ 
สโตแคสติก X 

กระบวนการสโตแคสตกิ X มสีว่นเพิม่นิง่ (Stationary 
Increments) ถ้า 

 

สำ�หรับทุก   
สัญกรณ์  หมายถึง การมีสมบัติความมีเอกลักษณ์ของ
การแจกแจง

การที่กระบวนการสโตแคสติก X มีส่วนเพิ่มน่ิง  
หมายถงึ การแจกแจกของสว่นเพิม่  ไมข่ึน้ 
กับเวลา s หรอื t แต่ขึน้กบัชว่งเวลา h หรอือาจกลา่วไดว้า่  
ฟังก์ชันความหนาแน่นของความน่าจะเป็นของส่วนเพ่ิม 
ไม่เปลี่ยนแปลงตามเวลา

กระบวนการสโตแคสติก X มีส่วนเพิ่มอิสระ  
(Independent Increments) ถ้าทุกๆ การเลือกค่า  
เมื่อ  และ  เมื่อ  เป็นเซตของ
จำ�นวนนับ

 

เป็นตัวแปรสุ่มอิสระ นั่นคือ 

 

กระบวนการสโตแคสตกิ  เรยีกวา่ การเคลือ่นที ่
แบบบราวน ์(มาตรฐาน) ((Standard) Brownian Motion) 
หรอืกระบวนการวเีนอร ์(Wiener Process) ถา้สอดคลอ้ง
กับเงื่อนไขต่อไปนี้

i) 	 เริม่ตน้ทีศ่นูย ์กลา่วคอื   เกอืบทกุแหง่  
(Almost Everywhere) นั้นคือ 

 
เกือบทุกแห่งสำ�หรับ   

ii) 		กระบวนการ  มีส่วนเพิ่มนิ่งและอิสระ
iii)	สำ�หรับทุก   มีการแจกแจงปกติ

ที่มีค่าเฉลี่ยและความแปรปรวนเท่ากับ 1 และ 0 ตาม
ลำ�ดับ (เขียนแทนด้วยสัญกรณ์ ) 

iv) 	เมื่อตรึงค่า  ค่าหนึ่ง วิถีตัวอย่างของ
การเคลื่อนที่แบบบราวน์ต่อเนื่องไม่มีการกระโดด

มขีอ้นา่สงัเกตวา่ในบางครัง้จะใชส้ญักรณ ์  แทน 
เพื่อเน้นว่าเป็นตัวแปรสุ่ม กล่าวคือ สำ�หรับค่า   

คา่หนึง่   เมือ่  คอืเซตของจำ�นวนจรงิ 
	 ในกรณีท่ัวไปสามารถพิสูจน์ได้ว่า สำ�หรับ 

เซตของจำ�นวนเต็มบวก (Øk-
sendal [3])

 (2.1)
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เมื่อ  คือฟังก์ชันค่าคาดหมายของตัวแปรสุ่ม  
พร้อมด้วยฟังก์ชันความหนาแน่น  ซึ่งนิยามโดย  

เน่ืองจากการเคลือ่นทีแ่บบบราวน ์ มสีว่นเพิม่นิง่ 
จึงได้

 		  (2.2)

นั้นคือ สำ�หรับ  ส่วนเพิ่ม  และ  
มีการแจกแจง  เช่นเดียวกัน

มขีอ้นา่สงัเกตวา่ ในกรณท่ัีวไปเอกลกัษณก์ารแจกแจง
ในสมการ (2.2) ไมเ่ปน็จรงิสำ�หรบัทกุวถิตีวัอยา่ง นัน้คอื 
สำ�หรับบางค่า แล้ว

 
วิถีตัวอย่างของการเคลื่อนที่แบบบราวน์มีสมบัติที่

สำ�คัญอีกสองประการ ประการแรกวิถีตัวอย่างของการ
เคลื่อนที่แบบราวน์ไม่มีจุดใดเลยที่สามารถหาอนุพันธ์ได้ 
ทั้งนี้เพราะว่าลิมิตของ

 

ไม่มีอยู่จริง เมื่อ  คือฟังก์ชันความแปรปรวน
ของตัวแปรสุ่ม ซึ่งนิยามดังนี้ 

 
เมื่อ  

สมบัตปิระการท่ีสอง คือวถีิตวัอย่างของการเคล่ือนที่
แบบบราวนม์กีารแปรผนัอยา่งไมม่ขีอบเขต (Unbounded 
Variation) บนช่วงจำ�กัดใดๆ กล่าวคือ

 

เม่ือพิจารณาซูพรีมันข้างต้นนี้บนทุกการแบ่งกั้น  
(Partition)  
บนช่วง [0,T] ที่จะเป็นไปได้ 

ด้วยสมบัติทั้งสองประการนี้จึงไม่สามารถนิยาม 
อนิทกิรัลของฟงัก์ชนัใดๆ เมือ่เทยีบกับการเคลือ่นทีแ่บบ
บราวน์โดยใช้วิธีอินทิกรัลแบบดั้งเดิม (รีมันน์อินทิกรัล
หรือรีมันน์-สตีลต์เชสอินทิกรัล) ได้ ดังจะได้อภิปราย
ในหัวข้อถัดไป

3. รีมันน์อินทิกรัล
รีมันน์-สตีลต์เชสอินทิกรัลและอิโต้สโตแคสติก 

อินทิกรัลมีแนวคิดมาจากการศึกษารีมันน์อินทิกรัล  
ในหัวข้อนี้จึงได้ทบทวนแนวคิดเบื้องต้นเรื่องรีมันน์ 
อินทิกรัล

พิจารณาฟังก์ชันค่าจริง f ที่นิยามบนช่วงปิด  
[0,1] เราสามารถพิจารณาฟังก์ชันค่าจริง f ที่นิยามบน
ช่วงปิด   ได้ในทำ�นองเดียวกัน

พิจารณาการแบ่งกั้นบนช่วงปิด [0,1] ดังนี้

 
เมื่อ  และนิยาม

 ใหก้ารแบ่งก้ันระหวา่งกลาง (Intermediate Partition)  
 บนการแบ่งกั้น  คือ ค่าใดๆ  ซึ่ง    

สำ�หรับ  
ผลบวกรีมันน์ (Riemann Sum) สำ�หรับผลแบ่งกั้น 

 และการแบ่งกั้นระหว่างกลาง  นิยามดังนี้
 

(3.1)

กล่าวได้ว่า ผลบวกรีมันน์เป็นค่าเฉลี่ยน้ำ�หนักของ
ค่า  ทีส่อดคลอ้งกับความยาว  ในแตล่ะชว่งเวลา

 
ให้ mesh ของการแบ่งกั้น  ลู่เข้าสู่ศูนย์ นั้นคือ
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สังเกตว่า  ขึ้นกับค่าของ n 

ถ้าลิมิต

 
มีอยู่จริงเมื่อ  และ S ไม่ขึ้นกับการแบ่ง
กั้นใดๆ  และการแบ่งกั้นระหว่างกลาง  แล้วเรียก 
S ว่ารีมันน์อินทิกรัล (Riemann Integral) ของฟังก์ชัน f 
บนช่วงปิด  และเขียนแทนด้วย

 
ถ้า f เปน็ฟงัก์ชนัทีเ่รยีบ (Smooth) เพยีงพอ กลา่วคอื  

f เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์อันดับหน่ึงได้ทุกจุดบนช่วง
ปิด [0,1] และอนุพันธ์อันดับหนึ่งเป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง
บนช่วงปิด [0,1] 

4. รีมันน์-สตีลต์เชสอินทิกรัล
ในหัวข้อนี้จะได้ให้นิยามที่เที่ยงตรงของรีมันน์- 

สตลีตเ์ชสอนิทกิรลั ในทำ�นองเดยีวกนักบัรมีนันอ์นิทกิรลั 
พิจารณาการแบ่งกั้นบนช่วงปิด  ดังนี้

 
เมื่อ และนิยามการแบ่งกั้นระหว่างกลาง  บน
การแบ่งกั้น  คือ 

 
ให้ f และ g เป็นฟังก์ชันค่าจริงบนช่วงปิด  และนิยาม

 
ผลบวกรีมันน์-สตีลต์เชสอินทิกรัล (Riemann-

Stieltjes Sum) สำ�หรับผลแบ่งกั้น  และการแบ่งกั้น
ระหว่างกลาง  นิยามดังนี้

 
	

นั้นคือ ผลบวกรีมันน์เป็นค่าเฉลี่ยน้ำ�หนักของ 
ค่า ที่สอดคล้องกับส่วนเพิ่ม  ของฟังก์ชัน g  
ในแต่ละช่วงเวลา  

ถ้าลิมิต

 

มีอยู่จริง เมื่อ  และ S  ไม่ขึ้นกับการ
แบ่งกั้นใดๆ  และการแบ่งกั้นระหว่างกลาง  แล้ว
เรยีก S วา่รมีนัน-์สตลีตเ์ชสอนิทกิรลั (Riemann-Stieltjes 
Integral) ของฟงัก์ชนั f เมือ่เทยีบกับฟงัก์ชนั g บนชว่งปดิ 

 และเขียนแทนด้วย

(4.1)
	
ตอ่ไปนีเ้ปน็เงือ่นไขอยา่งเขม้ทีท่ำ�ใหร้มีนัน-์สตลีตเ์ชส 

อินทิกรัลมีอยู่จริง
i) ถ้าฟังก์ชัน f และ g ไม่มีภาวะไม่ต่อเนื่องที่จุด

เดียวกัน  
ii) สมมุติฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องและสมมุติ

ฟังก์ชัน g มีการแปรผันแบบมีขอบเขต กล่าวคือ

 

เมื่อพิจารณาซูพรีมันข้างต้นนี้บนทุกผลแบ่งกั้น  บน
ช่วงปิด  

ถา้เงือ่นไข i) และ ii) เปน็จรงิแลว้รมีนัน-์สตลีตเ์ชส 
อินทิกรัล (4.1) มีอยู่จริง

อย่างไรก็ตามเราทราบแล้วว่าวิถีตัวอย่างของการ
เคลื่อนที่แบบบราวน์มีการแปรผันอย่างไม่มีขอบเขต  
ดังนั้นจึงไม่สามารถใช้รีมันน์-สตีลต์เชสอินทิกรัลเพื่อ 
นิยามอินทิกรัล 

 
ได้ ทั้งนี้เพราะเงื่อนไข 

ii) ไม่เป็นจริง
อยา่งไรกต็ามการแปรผนัอยา่งมขีอบเขตของฟงักช์นั 

g ไม่เป็นเงื่อนไขจำ�เป็นที่จะทำ�ให้รีมันน์-สตีลต์เชส 
อินทิกรัล (4.1) มีอยู่จริง
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กอ่นทีจ่ะให้กลา่วถงึเงือ่นไขอยา่งออ่นทีท่ำ�ใหร้มีนัน-์ 
สตีลต์เชสอินทิกรัลมีอยู่จริงจะขอกล่าวถึงบทนิยามของ
ฟังก์ชันที่มีการแปรผัน p แบบมีขอบเขต

ฟังก์ชันค่าจริง h  บนช่วงปิด  เป็นฟังก์ชันที่
มีการแปรผัน p แบบมีขอบเขต (Bounded p -variation 
สำ�หรับค่า  บางค่าถ้า

 

เมื่อพิจารณาซูพรีมันข้างต้นนี้บนทุกผลแบ่งก้ัน  
บนช่วงปิด 

เงือ่นไขอยา่งออ่นทีท่ำ�ใหร้มีนัน-์สตลีตเ์ชสอนิทกิรลั
มีอยู่จริงมีดังต่อไปนี้

i’)	 ถ้าฟังก์ชัน f และ g ไม่มีภาวะไม่ต่อเนื่องที่จุด
เดียวกัน 

ii’) ถ้า f เป็นฟังก์ชันที่มีการแปรผัน p แบบมี
ขอบเขตและ g เป็นฟังก์ชันที่มีการแปรผัน q แบบมี
ขอบเขตสำ�หรับ  และ  บางจำ�นวนที่ทำ�ให้

 
ถา้เงือ่นไข i’) และ ii’) เปน็จรงิแลว้รมีนัน์-สตลีตเ์ชส 

อินทิกรัล (4.1) มีอยู่จริง
การเคลื่อนที่แบบบราวน์  มีการแปรผัน 

p แบบมีขอบเขตบนช่วงจำ�กัดใดๆ ช่วงหนึ่งสำ�หรับ
ค่า  และเป็นการแปรผัน p แบบไม่มีขอบเขต
สำ�หรับค่า  [4] ดังนั้นสำ�หรับฟังก์ชันเชิงกำ�หนด  
f (t) บนช่วงปิด  หรือวิถีตัวอย่างของกระบวนการ 
สโตแคสติก  เมื่อ  สามารถนิยาม 
อนิทกิรลัของฟงักช์นั f เมือ่เทยีบกบัวถิตีวัอยา่งหนึง่ของ
การเคล่ือนทีแ่บบบราวน ์  โดยใชร้มีนัน-์สตลีตเ์ชส 
อินทิกรัล (Riemann-Stieltjes Integral) ได้ นั้นคือ

 			   (4.2)

มอียูจ่รงิ เมือ่ใหฟ้งักช์นั f มีการแปรผนั q แบบมีขอบเขต
สำ�หรับค่า  

ในกรณี   ฟังก์ชัน f มีการแปรผันแบบ 

มีขอบเขต ดังนั้นจึงสามารถนิยามรีมันน์-สตีลต์เชส  
อินทิกรัล (4.1) ได้เช่นกัน ดังนี้จึงกล่าวได้ว่าในกรณีท่ี  
f เป็นฟังก์ชันเชิงกำ�หนดหรือเป็นวิถีตัวอย่างหนึ่งของ
กระบวนการสโตแคสตกิ ถา้ f หาอนพุนัธไ์ดแ้ละอนพุนัธม์ี
ขอบเขตบนช่วงปดิ  แลว้ รีมนัน์-สตลีตเ์ชสอนิทกิรัล  
(4.2) มอียจูรงิสำ�หรบัทกุวถิตีวัอยา่งของการเคลือ่นทีแ่บบ
บราวน์  ด้วยเหตุนี้เราจึงสามารถนิยามรีมันน์- 
สตีลต์เชสอินทิกรัลต่อไปนี้ได้

เมื่อ  
กลา่วคือเราสามารถนยิาม   สำ�หรบั

ปรพิทัธใ์ดๆ f เปน็รมีนัน์-สตีลต์เชสอนิทกิรลัเมือ่เทยีบกบั 
วิถีตัวอย่างหนึ่งของการเคลื่อนที่แบบบราวน์ แต่ไม่
เป็นจริงสำ�หรับในกรณีของอิโต้สโตแคสติกอินทิกรัลที่มี 
รูปแบบดังนี้

 
เงื่อนไขที่เพียงพอที่ทำ�ให้  มีอยู่จริงคือ  

 แต่เพราะว่าการเคลื่อนที่แบบบราวน์มีการ
แปรผัน p แบบมีขอบเขตเมื่อ  และมีการแปรผัน 
p แบบไม่มีขอบเขตเมื่อ  ตามที่ทราบแล้ว ดังนั้น 
เงือ่นไขทีเ่พียงพอ  สำ�หรับการมีจริงของ  
ไม่เป็นจริง

5. อิโต้สโตแคสติกอินทิกรัล
ให ้    เปน็ปรภิมูคิวามนา่จะเปน็ กระบวนการ 

สโตแคสตกิทีจ่ะศกึษาตอ่ไปนีเ้ปน็กระบวนการสโตแคสตกิ 
ที่นิยามบนปริภูมิความน่าจะเป็นนี้

ในหัวข้อนี้จะได้ศึกษาการนิยามอินทิกรัลของ 
การเคลื่อนท่ีแบบบราวน์เมื่อเทียบกับการเคลื่อนท่ีแบบ 
บราวน์ด้วยเช่นกัน เรียกว่า อิโต้สโตแคสติกอินทิกรัล 
(Itô Stochastic Integral) เขียนได้ดังนี้

 			   	 (5.1)
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ในหวัขอ้ทีแ่ลว้เราทราบแลว้วา่ สำ�หรบั   และ
การแบง่ก้ัน  ทีเ่หมาะสมการแบง่กัน้หนึง่ วถิตีวัอยา่งแบบ
บราวนว์ถิตีวัอย่างหนึง่ไมส่ามารถนยิาม   
ไดโ้ดยใชว้ธิกีารอนิทเิกรตแบบรมีนัน-์สตลีตเ์ชสอนิทกิรลั
ได้ อย่างไรก็ตามเราสามารถนิยามอินทิกรัล (5.1) เป็น 
ลิมิตของการลู่เข้าในค่ากำ�ลังสองเฉลี่ยได้

เราจะกล่าวว่า ลำ�ดับของตัวแปรสุ่ม  ลู่เข้าใน  
 หรือลู่เข้าในค่ากำ�ลังสองเฉลี่ย (Mean Square  

Convergence) สู่  ถ้า

 
สำ�หรับ  และ

 
เมื่อ  

เพื่อนิยามอินทิกรัล (5.1) เป็นลิมิตของการลู่เข้าใน
คา่กำ�ลงัสองเฉลีย่ พจิารณาฟงักช์นัคา่จรงิใดๆ f บนชว่ง
ปดิ  โดยไม่เปน็การเสยีนยัทัว่ไปเราสามารถพจิารณา
ฟงักช์นั f บนชว่งปดิ  ไดเ้ชน่กนั พจิารณาการแบง่ก้ัน 
บนช่วงปิด  เป็นดังนี้

 

เม่ือ  และนยิามสว่นเพิม่ของฟงักช์นั f บนชว่งปดิ 
ที่มีการแบ่งกั้นนี้คือ

 
และนิยาม

 
ให้การแบ่งกั้นระหว่างกลาง  บนการแบ่งกั้น  

คอื คา่ใดๆ  มีคา่เทา่กบัจดุปลายซา้ยของชว่ง  
นั้นคือ  สำ�หรับ  

ผลบวกรีมันน์-สตีลต์เชส (Riemann-Stieltjes 
Integral) สำ�หรับการแบ่งกั้น  และการแบ่งกั้นระหว่าง
กลาง  นิยามดังนี้

 (5.2)

มีข้อสังเกตว่าการแบ่งกั้นระหว่างกลาง  ของ 
อิโต้สโตแคสติกอินทิกรัลนั้น ค่า  คือ จุดปลายซ้าย
ของช่วง  จึงกล่าวได้ว่าค่า  ในการแบ่งกั้น
ระหว่างกลาง  ที่แตกต่างกันจะก่อให้เกิดสโตแคสติก 
อินทิกรัลต่างชนิดกัน

จากสูตรทวินาม

 
จึงได้ว่า

 

(5.3)

เราสามารถพสิจูนไ์ดว้า่  ลูเ่ขา้ในลูเ่ขา้ในคา่กำ�ลงั
สองเฉลี่ยสู่  เมื่อ  ทั้งนี้โดยบท
นิยามการลู่เข้ากำ�ลังสองเฉลี่ยเราจะต้องแสดงให้ได้ว่า

 

	 เม่ือแทน  ดว้ยสมการ (5.3) ดงันัน้เราจะตอ้งแสดง 
ใหไ้ดว่้า     เมือ่     จากความ 
สัมพันธ์ที่ว่า 

 

ถ้าสามารถพิสูจน์ได้ว่า   เมื่อ 
 ก็เป็นการพิสูจน์ว่า  เมื่อ 
 

	 เพื่อคำ�นวณค่า  จึงคำ�นวณ  
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ซึ่งทำ�ได้ดังนี้
เพราะว่าการเคลื่อนที่เชิงบราวน์มีส่วนเพิ่มนิ่งและ

อิสระจึงได้ว่า

 

ดังนั้น

 

จากความสัมพันธ์ที่ว่า

 
จึงได้

 

และการเคลือ่นท่ีแบบบราวนม์สีว่นเพิม่น่ิงและสมการ (2.1)  
จึงได้

ดังนั้น

 
ให้

 
จึงได้ว่า

 

สรุปจึงได้ว่า  เมื่อ  

ถ้าลำ�ดับของตัวแปรสุ่ม  ลู่เข้าในค่ากำ�ลังสอง
เฉลีย่แลว้ลำ�ดับของตวัแปรสุม่นีจ้ะลูเ่ขา้ในความนา่จะเป็น  
(Converge in Probability) ด้วย [5]

จงึกลา่วไดว้า่ ฟงักช์นัลมิติ  เปน็ฟงักช์นั
ลกัษณะเฉพาะของการเคลือ่นท่ีแบบบราวน ์และเรยีกว่า 
การแปรผันกำ�ลังสอง (Quadratic Variation) ของการ
เคลื่อนที่แบบบราวน์บนช่วงปิด  

จากการพิสูจน์ข้างต้นได้ว่า   
ลู่เข้ากำ�ลังสองเฉลี่ยสู่  เมื่อ   
ดังนั้นเราควรใช้ค่าลิมิตนี้เป็นค่าของอิโต้สโตแคสติก 
อินทิกรัล (5.1) อย่างไรก็ตามสามารถแสดงได้ว่าอิโต้ 
สโตแคสติกอินทิกรัล (5.1) มีค่าเท่ากับ   
ดังรายละเอียดต่อไปนี้

บทแทรกอิโต้อย่างง่าย

ให ้f  เปน็ฟงักช์นัทีห่าอนพุนัธไ์ดถ้งึอนัดบัสองอยา่ง
ตอ่เนื่อง (Twice Continuously Differentiable) สูตรอิโต้
รูปแบบอย่างง่ายคือ เมื่อ  

 
(5.4)

อินทิกรัลพจน์แรกทางขวามือของสมการ (5.4) คือ 
อโิตส้โตแคสตกิอนิทิกรัลของฟงักชั์น  สว่นอนิทิกรัล 
พจนท์ีส่องทางขวามือของสมการ (5.4) คอืรมัีนนอ์นิทกิรลั 
ของฟังก์ชัน  

เลอืก  ได้วา่  และ  
โดยบทแทรกอิโต้อย่างง่ายได้ว่า สำ�หรับ  จึงได้

 
เมื่อ  จึงได้

 

การนิยามอิโต้สโตแคสติกอินทิกรัลให้เป็นลิมิตของ
การลูเ่ขา้กำ�ลงัสองเฉลีย่สำ�หรบัผลบวกรมัีนน-์สตลีตเ์ชส
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ท่ีเหมาะสมนัน้เปน็แนวความคดิทีใ่ชใ้นการนยิามอนิทกิรลั 
ของฟังก์ชันใดๆ เมื่อเทียบกับการเคลื่อนที่แบบบราวน์
ด้วย ผู้สนใจสามารถศึกษาเพิ่มเติมได้จากหนังสือของ 
Thomas [5] 

7. การประยุกต์ทางการเงิน
ตัวแบบการเคลื่อนที่แบบบราวน์เชิงเรขาคณิต 

(Geometric Brownian Motion Model) เป็นตัวแบบที่
ใชอ้ธบิายพฤตกิรรมราคาหุน้ท่ีไดรั้บความนยิมอยา่งมาก
ตวัแบบหนึง่ในทางคณติศาสตรก์ารเงนิและวศิวกรรมการ
เงิน ตัวแบบการเคลื่อนที่แบบบราวน์เชิงเรขาคณิตเป็น
สมการเชงิอนุพนัธ์สโตแคสตกิชนดิหนึง่ ดังนัน้ในหวัขอ้นี ้
จะได้นำ�เสนอแนวความคิดเบื้องต้นของสมการเชิง 
อนุพันธ์สโตแคสติกและการประยุกต์

พิจารณาสมการเชิงอนุพันธ์ที่มีรูปแบบดังนี้

 	  (7.1)

พรอ้มเงือ่นไขเริม่ตน้    เมือ่  
เป็นการเคลื่อนที่แบบบราวน์  และ   เป็น
ฟังก์ชันเชิงกำ�หนด สังเกตว่าพจน์ที่สองทางขวามือของ
สมการ (7.1) คอืพจนท่ี์แสดงถงึสัญญาณรบกวนอยา่งสุม่ 
(Random Noise)

สมการ (7.1) มีความหมายว่าการเปลี่ยนแปลง  

 เกิดจากผลคณูของการเปลีย่นแปลง
ของเวลากบัตวัประกอบ  รวมกบัผลคณูของการ
เปลี่ยนแปลงของ  กับตัวประกอบ 

 อย่างไรก็ตามเราทราบแล้วว่าไม่มีวิถีตัวอย่าง
ใดๆ ของการเคลือ่นทีแ่บบบราวนท์ีห่าอนพุนัธไ์ด ้ดงันัน้
สมการ (7.1) ควรจะมีความหมายอย่างไร

โดยใช้ความรู้ด้านอิโต้แคสคูลัส (Itô Calculus) 
เรากำ�หนดให้สมการ (7.1) เป็นสมการเชิงอนุพันธ์ของ
สมการเชิงอินทิกรัลสโตแคสติก (Stochastic Integral 
Equation) ต่อไปนี้

 (7.2)

เมื่ออินทิกรัลพจน์แรกทางขวามือคือรีมันน์ 
อินทิกรัลและพจน์ท่ีสองทางขวามือคืออิโต้สโตแคสติก 
อินทิกรัล เรียกสมการ (7.2) ว่า สมการเชิงอนุพันธ์ 
สโตแคสติกอิโต ้(Itô Stochastic Differential Equation)  
การที่เรียกสมการ (7.2) ว่าสมการเชิงอนุพันธ์นั้นเนื่อง 
มาจากสญัลกัษณ์ในสมการ (7.1) อยา่งไรกต็ามเราทราบแลว้ 
วา่สมการ (7.1) เปน็รปูแบบเชงิอนพุนัธข์องอโิตส้โตแคสตกิ 
อินทิกรัล ซึ่งไม่มีความหมายเช่นเดียวกับสมการเชิง
อนพุนัธท์ีศ่กึษาในทางคณติศาสตรแ์ตอ่ยา่งใด นอกจากนี ้
เราเรียกการเคลื่อนที่แบบบราวน์ ซึ่งในพจน์ทางขวามือ 
ของสมการ (7.2) ว่ากระบวนการขับเคล่ือน (Driving 
Process) ของสมการเชิงอนุพันธ์สโตแคสติกอิโต้ (7.2)

ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์สโตแคสติกอิโต้ 
(7.2) มีอยู่สองชนิด ได้แก่ ผลเฉลยอย่างอ่อน (Weak 
Solution) และผลเฉลยอย่างเข้ม (Strong Solution)  
ผลเฉลยที่จะกล่าวถึงในที่นี้คือผลเฉลยอย่างเข้ม

กระบวนการสโตแคสติก  จะเป็น 
ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์สโตแคสติกอิโต้ (7.2) 
ถ้าสอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี้

● ผลเฉลย X กลมกลืน (Adapted) กับการ
เคลือ่นทีแ่บบบราวน ์ซึง่หมายถงึ X1 เปน็ฟงักช์นัของ BS  
เมื่อ 

● อินทิกรัลพจน์แรกและพจน์ที่สองทางขวามือ
ของสมการ (7.2) ต้องนิยามโดยรีมันน์อินทิกรัลและอิโต้ 
สโตแคสติกอินทิกรัลตามลำ�ดับ

● 	ผลเฉลย X เป็นฟังก์ชันที่มีวิถีตัวอย่างการ
เคลื่อนที่แบบบราวน์แฝงอยู่และมีฟังก์ชันสัมประสิทธิ์คือ 

 และ 
ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์สโตแคสติกอิโต้ 

(7.2) ที่สอดคล้องกับเงื่อนไขข้างต้นทั้ง 3 ประการนี้ว่า 
กระบวนการแพร่กระจาย (Diffusion Process) และเมื่อ
แทนค่า  และ  ในสมการ (7.2) 
จะได้การเคลื่อนที่แบบบราวน์ นั้นคือการเคลื่อนที่แบบ
บราวน์ก็เป็นกระบวนการแพร่กระจายเช่นกัน

เง่ือนไขเพียงพอในการมีอยู่จริงและความเป็นหนึ่ง
เดียวของผลเฉลย X ของสมการเชิงอนุพันธ์สโตแคสติก 
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อิโต้ (7.2) เป็นดังนี้
สมมตุวิา่เงือ่นไขเริม่ต้น  สอดคลอ้ง  

และเป็นอิสระจาก  และสมมุติอีกด้วยว่าสำ�หรับ 

 และ  ฟังก์ชันสัมประสิทธิ์  
และ  สอดคล้องกับเงื่อนไข ดังต่อไปนี้

● เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง
●	สอดคล้องกับเงื่อนไขลิพชิทซ์ (Lipschitz  

Condition) ดังนี้

 
แล้วสมการเชิงอนุพันธ์สโตแคสติกอิโต้ (7.2) จะมีผล
เฉลย บนช่วง  ได้เพียงหนึ่งเดียว (Unique) 
(Øksendal [5])

บทแทรกอิโต้ภาคขยาย

ให้  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ย่อยได้ถึง
อันดับสองอย่างต่อเนื่อง แล้วสำ�หรับ  

 
(7.3)

เมือ่ fi  คอื อนพุนัธข์องฟงักช์นั f เมือ่เทยีบกบัตวัแปรที ่i 

ตวัอยา่ง พจิารณาการเคลือ่นทีแ่บบบราวนเ์ชงิเรขาคณติ
ที่มีรูปแบบดังนี้

 	 (7.4)

สำ�หรับค่าคงตัว  และ  
เพื่อประยุกต์ใช้บทแทรกอิโต้ภาคขยายจึงให้

 
และคำ�นวณ

 

โดยบทแทรกอิโต้ภาคขยายได้ว่ากระบวนการ 
(7.4) สอดคล้องกับสมการเชิงอนุพันธ์สโตแคสติกอิโต้ 
ที่มีรูปแบบดังนี้

 
เรียกสมการนี้ว่า กระบวนการอิโต้ (Itô Process)

การเคลื่อนที่แบบบราวน์เชิงเรขาคณิต (7.4) เป็น
ตัวแบบอย่างง่ายที่นิยมใช้ในการอธิบายพฤติกรรมราคา
หุ้นในตลาดหลักทรัพย์ 

8. สรุป
บทความวิชาการฉบับนี้ได้กล่าวถึงความรู้เบื้องต้น 

ของกระบวนการสโตแคสตกิ การเคลือ่นทีแ่บบบราวนเ์ปน็ 
กระบวนการสโตแคสตกิอยา่งหนึง่ซึง่มบีทบาทสำ�คญัทาง
วิศวกรรมการเงินและทางคณติศาสตร์ประยุกต ์วิถตีวัอย่าง 
ของการเคลื่อนที่แบบบราวน์ไม่มีจุดใดเลยที่สามารถหา
อนพุนัธไ์ดแ้ละมกีารแปรผนัอยา่งไมม่ขีอบเขต ดว้ยสมบตั ิ
ทัง้สองประการนีจ้งึไมส่ามารถนยิามอนิทกิรลัของฟงักช์นั
ใดๆ เมื่อเทียบกับการเคล่ือนที่แบบบราวน์โดยใช้วิธี 
อินทิกรัลแบบดั้งเดิม (รีมันน์อินทิกรัลหรือรีมันน์- 
สตีลต์เชสอนิทกิรลั) อย่างไรก็ตามเรานิยามอนิทกิรลัของการ
เคลือ่นทีแ่บบบราวนเ์มือ่เทยีบกบัการเคลือ่นทีแ่บบบราวน ์
เป็นลิมิตของการลู่เข้ากำ�ลังสองเฉลี่ยสำ�หรับผลบวก 
รีมันน์-สตีลต์เชสและเรียกอินทิกรัลดังกล่าวนี้ว่า อิโต้ 
สโตแคสติกอินทิกรัล ทั้งน้ีโดยบทแทรกอิโต้อย่างง่าย 
สามารถแสดงไดว้า่ อโิต้สโตแคสติกอนิทกิรลั   
มคีา่เทา่กบั ในบทการประยุกตท์างการเงนิ 
ได้อภิปรายถึงสมการเชิงอนุพันธ์สโตแคสติกอิโต้และ 
ไดน้ำ�เสนอตัวแบบการเคลือ่นท่ีแบบบราวนเ์ชงิเรขาคณติ
ซึง่เปน็ตวัแบบทีน่ยิมใชอ้ธบิายพฤตกิรรมของราคาหุน้ใน
ตลาดหลักทรัพย์
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