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บทคัดย่อ
	 บทความวิชาการฉบับน้ีนำ�เสนอแนวคิดเก่ียวกับการก่อเกิดแบบรูปตามธรรมชาติและการก่อเกิดแบบรูปท่ีพบ
ในห้องปฏิบัติการ การสร้างแบบรูปควอซิ ความสัมพันธ์ระหว่างลำ�ดับฟีโบนักชีและจำ�นวนทองคำ� การจัดเรียง 
ของเมล็ดดอกทานตะวันและประสิทธิภาพของการจัดเรียงของเมล็ดดอกทานตะวันภายใต้เงื่อนไขบางประการ 
จะแสดงให้เห็นว่าการจัดเรียงของเมล็ดดอกทานตะวันเป็นการจัดเรียงที่มีประสิทธิภาพในแง่ท่ีมีเมล็ดหนาแน่น 
และทำ�ให้พื้นที่ว่างเหลือน้อยที่สุด 
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Abstract
	 In this article, we propose ideas of pattern formation in nature and in laboratories, examples of quasipattern  
formation, relation between Fibonacci sequence and golden number, arrangement of sunflower seeds, and 
efficiency of arrangement of sunflower seeds. Under some conditions, such arrangement presents the dense 
packing of seeds and the least free space.  
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1. บทนำ�
	 มนษุยพ์ยายามอธบิายปรากฏการณต์า่งๆ ทีเ่กิดข้ึน 
ตามธรรมชาติหรือเกิดขึ้นจากการทดลองด้วยการสร้าง
ตัวแบบหรือแบบรูปท่ีเหมาะสมภายใต้ข้อจำ�กัดหรือ
สมมติฐานบางประการ
	 นักวิทยาศาสตร์ได้สังเกตการเจริญเติบโตของ 
เมล็ดดอกทานตะวันและพบว่าการเรียงตัวของเมล็ด 
ดอกทานตะวนัมีแบบรปูเป็นเสน้เวยีนก้นหอย นอกจากนี ้
ยังค้นพบว่าจำ�นวนเส้นเวียนก้นหอยของการจัดเรียง
เมล็ดบนดอกทานตะวันมีความสัมพันธ์กับลำ�ดับฟีโบนักชี  
โดยจำ�นวนเส้นเวียนก้นหอยของการจัดเรียงเมล็ด
ดอกทานตะวันทั้งในทิศทวนเข็มและตามเข็มนาฬิกา 
จะเป็นจำ�นวนที่เรียงต่อกันในลำ�ดับฟีโบนักชีอีกด้วย [1]
	 นักคณิตศาสตร์พยายามสร้างตัวแบบของแบบ
รูปเพื่ออธิบายตำ�แหน่งและการจัดเรียงของเมล็ด 
ดอกทานตะวันในช่วงระยะการเจริญเติบโต ในบทความ
วิชาการฉบับนี้จะกล่าวถึงการศึกษาตัวแบบของการ
สร้างแบบรูปการจัดเรียงของเมล็ดดอกทานตะวันของ 
โวเกลซึง่พบข้อเทจ็จริงทีว่า่เม่ือเลอืกใหอ้ตัราสว่นระหว่าง
เมล็ดท่ีเกิดขึ้นใหม่สองเมล็ดใดๆ เป็นอัตราส่วนทองคำ�
แล้วตัวแบบของโวเกลจะสามารถสร้างแบบรูปของ 
การจัดเรียงเมล็ดดอกทานตะวันที่คล้ายกับของจริงมาก
ทีส่ดุ [2] การศกึษาเรือ่งนีเ้ป็นประโยชนใ์นการศึกษาและ
วจิยัตอ่ยอดในเรือ่งการบรรจสุิง่ของตา่งๆ ลงในภาชนะให้
มีประสิทธิภาพมากที่สุดอีกด้วย

2. การก่อเกิดแบบรูป
	 การก่อเกิดแบบรูป (Pattern Formation) หมายถึง 
การศึกษาหรืออธิบายพฤติกรรมของโครงสร้างที่ทำ�ให้
เกิดการจัดเรียงตัวของแบบรูป (Pattern) ในธรรมชาติ 
และในห้องปฏิบัติการ ตัวอย่างการก่อเกิดแบบรูปใน
ธรรมชาติ เช่น ระลอกทราย (Sand Ripples) ที่เกิดจาก
ลมพัดหรือคลื่นทะเลซัดเข้าฝั่ง รูปหกเหล่ียมของรังผึ้ง 
การจัดเรียงแบบเส้นเวียนก้นหอย (Spiral) ของเมล็ด
ดอกทานตะวัน ลายเป็นทางยาวบนผิวหนังของม้าลาย  
เป็นต้น
	 ส่วนตัวอย่างแบบรูปในห้องปฏิบัติการ ได้แก่ เส้น

	

เวียนก้นหอยที่เกิดจากปฏิกิริยาทางเคมี ทัศนศาสตร์
แบบไม่เชิงเส้น (Nonlinear Optics) ออสซิลลอนส์ 
(Os−Cillons) ชั้นซึ่งประกอบด้วยเม็ดเล็กๆ ที่มีการสั่น  
(Vi−Brated Granular Layers) หรือแบบรูปควอซิ  
(Quasi Pattern) ในการทดลองคล่ืนของฟาราเดย์ เป็นตน้
	 ในรูปที ่1 ได้แสดงตวัอยา่งแบบรปู (ก) ออสซลิลอนส ์ 
[3] (ข) ระลอกทราย [4] และ (ค) รูปหกเหลี่ยมของรังผึ้ง  
[5]
	 ในหัวข้อถัดไปจะยกตัวอย่างการสร้างแบบรูป 
ควอซิ ซึ่งเป็นแบบรูปท่ีเกิดขึ้นในการทดลองคล่ืนของ
ฟาราเดย์

3. ตัวอย่างการสร้างแบบรูปควอซิ
	 แบบรูปควอซิ หมายถึง แบบรูปท่ีมีลักษณะเช่น
เดียวกันซ้อนทับกัน 2 ชั้น ด้วยมุมต่างๆ โดยที่แบบรูป 
แต่ละชั้นอาจจะมีขนาดเท่ากันหรือต่างกันก็ได้ ในท่ีนี้
จะกล่าวถึงแบบรูปควอซิแบบรูปหกเหลี่ยมท่ีซ้อนกัน 
2 ชั้น โดยเม่ือลากเส้นตรงระหว่างจุดยอดตรงกันข้าม
ของรูปหกเหล่ียมแต่ละรูปแล้วจะตัดกันท่ีจุดเดียวกัน 
ดังรูป 2 (ก) เรียกรูปหกเหล่ียมที่มีลักษณะเช่นนี้ว่า  
6−โฟลด (6−folds) ดังรูปที่ 2 (ข)

 3 

1. ความน า 
มนุษย์พยายามอธิบายปรากฏการณ์ต่างๆ ที่

เกิดขึ้นตามธรรมชาติหรือเกิดขึ้นจากการทดลองด้วย
การสรา้งตวัแบบหรอืแบบรปูทีเ่หมาะสมภายใต้ขอ้จ ากดั
หรอืสมมตฐิานบางประการ 

นักวิทยาศาสตร์ได้ส ังเกตการเจริญเติบโตของ
เมล็ดดอกทานตะวนัและพบว่าการเรียงตัวของเมล็ด
ดอกทานตะวันมีแบบรูป เ ป็นเ ส้น เ วียนก้นหอย 
นอกจากน้ียงัคน้พบว่าจ านวนเส้นเวยีนก้นหอยของการ
จัดเรียงเมล็ดบนดอกทานตะวันมีความสัมพันธ์กับ
ล าดบัฟีโบนักชี โดยจ านวนเส้นเวยีนก้นหอยของการ
จดัเรยีงเมลด็ดอกทานตะวนัทัง้ในทศิทวนเขม็และตาม
เขม็นาฬกิาจะเป็นจ านวนทีเ่รยีงต่อกนัในล าดบัฟีโบนักชี
อกีดว้ย [1] 

นกัคณิตศาสตรพ์ยายามสร้างตวัแบบของแบบรูป
เพื่ออธิบายต าแหน่งและการจัดเรียงของเมล็ดดอก
ทานตะวันในช่วงระยะการเจริญเติบโต ในบทความ
วิชาการฉบับน้ีจะกล่าวถึงการศึกษาตัวแบบของการ
สรา้งแบบรปูการจดัเรยีงของเมลด็ดอกทานตะวนัของโว
เกลซึง่พบขอ้เทจ็จรงิทีว่่าเมื่อเลอืกให้อตัราส่วนระหว่าง
เมลด็ที่เกดิขึ้นใหม่สองเมลด็ใดๆ เป็นอตัราส่วนทองค า
แลว้ตวัแบบของโวเกลจะสามารถสร้างแบบรูปของการ
จดัเรยีงเมลด็ดอกทานตะวนัทีค่ลา้ยกบัของจรงิมากที่สุด 
[2] การศกึษาเรื่องน้ีเป็นประโยชน์ในการศกึษาและวจิยั
ต่อยอดในเรื่องการบรรจุสิง่ของต่างๆ ลงในภาชนะให้มี
ประสทิธภิาพมากทีสุ่ดอกีดว้ย 

 
2. การก่อเกิดแบบรปู 

การก่อเกดิแบบรูป (Pattern Formation) หมายถึง 
การศกึษาหรอือธบิายพฤติกรรมของโครงสร้างที่ท าให้
เกดิการจดัเรยีงตวัของแบบรูป (Pattern) ในธรรมชาต ิ
และในห้องปฏิบัติการ ตัวอย่างการก่อเกิดแบบรูปใน
ธรรมชาติ เช่น ระลอกทราย (Sand Ripples) ที่เกดิจาก
ลมพดัหรอืคลื่นทะเลซดัเข้าฝ ั ่่ง รูปหกเหลี่ยมของรงัผึ้ง 
การจดัเรียงแบบเส้นเวียนก้นหอย (Spiral) ของเมล็ด
ดอกทานตะวนั ลายเป็นทางยาวบนผวิหนังของม้าลาย 
เป็นต้น 

ส่วนตวัอย่างแบบรปูในห้องปฏิบตัิการ ได้แก่ เส้น
เวียนก้นหอยที่เกิดจากปฏิกริิยาทางเคมี ทศันศาสตร์
แบบไม่เชงิเส้น (Nonlinear Optics) ออสซลิลอนส์ (Os-

Cillons) ชัน้ซึ่งประกอบด้วยเมด็เลก็ๆ ที่มกีารสัน่ (Vi-

Brated Granular Layers) หรือแบบรูปควอซ ิ(Quasi 

Pattern) ในการทดลองคลื่นของฟาราเดย ์เป็นต้น 
 

 
 
 
 
 
 
 
  (ก)       (ข) 

 
 
 
 
 
 
 
 

      (ค) 

รปูท่ี 1 ตวัอย่างของแบบรปู 
 
ในรูปที่ 1 ได้แสดงตัวอย่างแบบรูป (ก) ออสซิล

ลอนส์ [3] (ข) ระลอกทราย [4] และ (ค) รูปหกเหลี่ยม
ของรงัผึง้ [5] 

ในหวัขอ้ถดัไปจะยกตวัอย่างการสรา้งแบบรูปควอซ ิ
ซึง่เป็นแบบรปูทีเ่กดิขึน้ในการทดลองคลื่นของฟาราเดย ์

 
3. ตวัอย่างการสร้างแบบรปูควอซิ 

แบบรปูควอซ ิ(Quasipattern) หมายถึง แบบรูปที่
มลีกัษณะเช่นเดยีวกนัซ้อนทบักนั 2 ชัน้ ด้วยมุมต่างๆ 
โดยทีแ่บบรปูแต่ละชัน้อาจจะมขีนาดเท่ากนัหรอืต่างกนั
กไ็ด ้ในทีน้ี่จะกล่าวถงึแบบรูปควอซแิบบรูปหกเหลี่ยมที่
ซ้อนกัน 2 ชัน้โดยเมื่อลากเส้นตรงระหว่างจุดยอด
ตรงกนัขา้มของรปูหกเหลีย่มแต่ละรูปแล้วจะตดักนัที่จุด
เดียวกนั ดงัรูป 2 (ก) เรียกรูปหกเหลี่ยมที่มีลกัษณะ
เช่นน้ีว่า 6-โฟลด (6-folds) ดงัรปูที ่2 (ข) 

 3 

1. ความน า 
มนุษย์พยายามอธิบายปรากฏการณ์ต่างๆ ที่

เกิดขึ้นตามธรรมชาติหรือเกิดขึ้นจากการทดลองด้วย
การสรา้งตวัแบบหรอืแบบรปูทีเ่หมาะสมภายใต้ขอ้จ ากดั
หรอืสมมตฐิานบางประการ 

นักวิทยาศาสตร์ได้ส ังเกตการเจริญเติบโตของ
เมล็ดดอกทานตะวนัและพบว่าการเรียงตัวของเมล็ด
ดอกทานตะวันมีแบบรูป เ ป็นเ ส้น เ วียนก้นหอย 
นอกจากน้ียงัคน้พบว่าจ านวนเส้นเวยีนก้นหอยของการ
จัดเรียงเมล็ดบนดอกทานตะวันมีความสัมพันธ์กับ
ล าดบัฟีโบนักชี โดยจ านวนเส้นเวยีนก้นหอยของการ
จดัเรยีงเมลด็ดอกทานตะวนัทัง้ในทศิทวนเขม็และตาม
เขม็นาฬกิาจะเป็นจ านวนทีเ่รยีงต่อกนัในล าดบัฟีโบนักชี
อกีดว้ย [1] 

นกัคณิตศาสตรพ์ยายามสร้างตวัแบบของแบบรูป
เพื่ออธิบายต าแหน่งและการจัดเรียงของเมล็ดดอก
ทานตะวันในช่วงระยะการเจริญเติบโต ในบทความ
วิชาการฉบับน้ีจะกล่าวถึงการศึกษาตัวแบบของการ
สรา้งแบบรปูการจดัเรยีงของเมลด็ดอกทานตะวนัของโว
เกลซึง่พบขอ้เทจ็จรงิทีว่่าเมื่อเลอืกให้อตัราส่วนระหว่าง
เมลด็ที่เกดิขึ้นใหม่สองเมลด็ใดๆ เป็นอตัราส่วนทองค า
แลว้ตวัแบบของโวเกลจะสามารถสร้างแบบรูปของการ
จดัเรยีงเมลด็ดอกทานตะวนัทีค่ลา้ยกบัของจรงิมากที่สุด 
[2] การศกึษาเรื่องน้ีเป็นประโยชน์ในการศกึษาและวจิยั
ต่อยอดในเรื่องการบรรจุสิง่ของต่างๆ ลงในภาชนะให้มี
ประสทิธภิาพมากทีสุ่ดอกีดว้ย 

 
2. การก่อเกิดแบบรปู 

การก่อเกดิแบบรูป (Pattern Formation) หมายถึง 
การศกึษาหรอือธบิายพฤติกรรมของโครงสร้างที่ท าให้
เกดิการจดัเรยีงตวัของแบบรูป (Pattern) ในธรรมชาต ิ
และในห้องปฏิบัติการ ตัวอย่างการก่อเกิดแบบรูปใน
ธรรมชาติ เช่น ระลอกทราย (Sand Ripples) ที่เกดิจาก
ลมพดัหรอืคลื่นทะเลซดัเข้าฝ ั ่่ง รูปหกเหลี่ยมของรงัผึ้ง 
การจดัเรียงแบบเส้นเวียนก้นหอย (Spiral) ของเมล็ด
ดอกทานตะวนั ลายเป็นทางยาวบนผวิหนังของม้าลาย 
เป็นต้น 

ส่วนตวัอย่างแบบรปูในห้องปฏิบตัิการ ได้แก่ เส้น
เวียนก้นหอยที่เกิดจากปฏิกริิยาทางเคมี ทศันศาสตร์
แบบไม่เชงิเส้น (Nonlinear Optics) ออสซลิลอนส์ (Os-

Cillons) ชัน้ซึ่งประกอบด้วยเมด็เลก็ๆ ที่มกีารสัน่ (Vi-

Brated Granular Layers) หรือแบบรูปควอซ ิ(Quasi 

Pattern) ในการทดลองคลื่นของฟาราเดย ์เป็นต้น 
 

 
 
 
 
 
 
 
  (ก)       (ข) 

 
 
 
 
 
 
 
 

      (ค) 

รปูท่ี 1 ตวัอย่างของแบบรปู 
 
ในรูปที่ 1 ได้แสดงตัวอย่างแบบรูป (ก) ออสซิล

ลอนส์ [3] (ข) ระลอกทราย [4] และ (ค) รูปหกเหลี่ยม
ของรงัผึง้ [5] 

ในหวัขอ้ถดัไปจะยกตวัอย่างการสรา้งแบบรูปควอซ ิ
ซึง่เป็นแบบรปูทีเ่กดิขึน้ในการทดลองคลื่นของฟาราเดย ์

 
3. ตวัอย่างการสร้างแบบรปูควอซิ 

แบบรปูควอซ ิ(Quasipattern) หมายถึง แบบรูปที่
มลีกัษณะเช่นเดยีวกนัซ้อนทบักนั 2 ชัน้ ด้วยมุมต่างๆ 
โดยทีแ่บบรปูแต่ละชัน้อาจจะมขีนาดเท่ากนัหรอืต่างกนั
กไ็ด ้ในทีน้ี่จะกล่าวถงึแบบรูปควอซแิบบรูปหกเหลี่ยมที่
ซ้อนกัน 2 ชัน้โดยเมื่อลากเส้นตรงระหว่างจุดยอด
ตรงกนัขา้มของรปูหกเหลีย่มแต่ละรูปแล้วจะตดักนัที่จุด
เดียวกนั ดงัรูป 2 (ก) เรียกรูปหกเหลี่ยมที่มีลกัษณะ
เช่นน้ีว่า 6-โฟลด (6-folds) ดงัรปูที ่2 (ข) 

                  (ก)		  (ข)

(ค)
รูปที่ 1 ตัวอย่างของแบบรูป 
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	 (ก) 	 (ข)
รปูที ่3 เวกเตอร์ k1, k2  และ k3 ทีท่ำ�มุมตอ่กันเทา่กับ 120o 

รูปที่ 4 เวกเตอร์ k1,...,k5 และ k6 ที่ก่อเกิดรูปหกเหลี่ยม

	 ในการสร้างรูปหกเหลี่ยมซ้อนกัน 2 ชั้น ดังรูปที่ 2  
มีขั้นตอนในการสร้าง 2 ขั้นตอนดังนี้
	 ขั้นที่ 1 การสร้างรูปหกเหลี่ยมรูปภายใน
	 พิจารณาวงกลมรัศมี 1 หน่วย ซึ่งหมายถึงวงกลม
รัศมี 1 หน่วยที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุดกำ�เนิด
	 ในการสร้างรูปหกเหลี่ยมจะสร้างเวกเตอร์จำ�นวน 3 
เวกเตอร์ที่มีขนาด 1 หน่วยดังนี้
	 กำ�หนดให ้k1 ซึง่เป็นเวกเตอร ์i ซึง่หมายถงึเวกเตอร ์
ที่มีจุดเริ่มต้น ณ จุดกำ�เนิดและมีจุดปลายอยู่ที่จุด (1,0) 
โดยมีขนาดเท่ากับ 1 หน่วย
	 จากนัน้สร้าง k2 ซึง่เป็นเวกเตอรท์ีมี่จดุเร่ิมตน้ ณ จดุ 
กำ�เนิดและทำ�มุม 120o กับ k1 โดยท่ี k2 มีจุดปลายคือ 

 และสร้าง k3 ซึ่งมีจุดเริ่มต้น ณ จุดกำ�เนิด
เช่นเดียวกันโดยทำ�มุม 120o กับ k2 และจะทำ�มุม 120o  
กับ k1 ด้วยโดยท่ี k3  มีจุดปลาย คือ = 
ดังรูปท่ี 3 (ก) แสดงตำ�แหน่งท่ีอยู่ของเวกเตอร์ k1, k2  
และ k3

	 เม่ือลากส่วนของเสน้ตรงเชือ่มระหวา่งจดุปลายของ
เวกเตอร์ทั้งสามจะเกิดเป็นรูปสามเหลี่ยม ดังรูปที่ 3 (ก) 
นอกจากนี้ยังได้ว่า k1+ k2+ k3= 0  ดังรูปที ่3 (ข)

	 ถา้ k เป็นเวกเตอร์ใดๆ แลว้สงัยุค (Conjugate) ของ 
k หมายถึงเวกเตอร์ที่มีขนาดเดียวกันกับ k แต่มีทิศทาง 
ตรงกันข้ามกับ k 
	 สร้าง k 4 โดยกำ�หนดใหเ้ป็นสงัยคุของ k1 โดยจดุปลาย 
ของ k4 คือ (−1,0)
	 สร้าง k5 โดยกำ�หนดให้เป็นสังยุคของ k2 โดยจุด
ปลายของ k5 คือ 
	 สร้าง k6 โดยกำ�หนดให้เป็นสังยุคของ k3 โดยจุด
ปลายของ k6 คือ 
	 เม่ือลากส่วนของเส้นตรงเชื่อมระหว่างจุดปลาย 
ของเวกเตอร์ท้ังหกจะได้เป็นรปูหกเหลีย่มภายในวงกลม  
ดังรูปที่ 4
	 ขั้นตอนที่ 2 การสร้างรูปหกเหลี่ยมภายนอก
	 ขั้นตอนในการสร้างรูปหกเหล่ียมซ้อนทับรูป 
หกเหลี่ยมที่ได้สร้างมาก่อนหน้านี้ เป็นดังนี้
	 พิจารณาวงกลมที่มีรัศมี q หน่วยโดยท่ี q>1 ซึ่ง 
หมายถงึ วงกลมซอ้นทบันอกวงกลมรศัมี 1 หนว่ย ก่อนหนา้
	 กำ�หนดให ้ 1 เป็นเวกเตอรท์ีมี่ขนาด q หนว่ย โดยมี
จุดเริ่มต้น ณ จุดกำ�เนิดและทำ�มุมกับเวกเตอร์ k1 เท่ากับ  
30o ซึ่งมีจุดปลายอยู่ที่ 	

	 ตอ่ไปสร้างเวกเตอร ์  2   เป็นเวกเตอร์ทีมี่ขนาด   q   หนว่ย  
โดยมีจุดเริ่มต้น ณ จุดกำ�เนิด และทำ�มุม 120o กับ 
เวกเตอร์ 2  ซึ่งมีจุดปลายอยู่ที่   
	 สร้างเวกเตอร ์ 3 เป็นเวกเตอร์ทีมี่ขนาด  q  หนว่ย โดยมี 
จุดเร่ิมต้น ณ จุดกำ�เนิด และทำ�มุม 120o กับเวกเตอร์  

2 หรือ 1 ซึ่งจะได้ (0, −q) เป็นจุดปลายของ 3   

ต่อจากนั้นสร้างเวกเตอร์ 4 โดยกำ�หนดให้เป็นสังยุค
ของเวกเตอร์ 1 จึงได้  เป็นจุดปลาย 

         (ก)			     (ข)
รูปที่ 2 รูปหกเหลี่ยมซ้อนกัน 2 ชั้น



397

วารสารวชิาการพระจอมเกล้าพระนครเหนอื ปีที ่27 ฉบับที ่2   เม.ย. − มิ.ย. 2560
The Journal of KMUTNB., Vol. 27, No. 2, Apr. − Jun. 2017

ของ 4 และสรา้งเวกเตอร์ 5 โดยกำ�หนดใหเ้ป็นสังยุคของ 
เวกเตอร์ 2 ซึ่งจะได้  เป็นจุดปลายของ 5 
	 ท้ายสุดสร้างเวกเตอร์ 6 โดยกำ�หนดให้เป็นสังยุค 
ของเวกเตอร์ 3 ซึ่งจะได้ (0,q) เป็นจุดปลายของ 6 
	 เม่ือลากเส้นเชื่อมระหว่างจุดปลายของเวกเตอร์ 
ทั้ง 6 นี้ ดังรูปที่ 5 จะเกิดเป็นรูปหกเหลี่ยมรูปใหม่ซ้อน
ทับรูปหกเหลี่ยมรูปแรก ซึ่งรูปที่แสดงในรูปที่ 5 คือ รูปที ่
ได้กล่าวไปแล้วในรูปที่ 2 (ก)

4. ความสัมพันธ์ระหว่างลำ�ดับฟีโบนักชีและจำ�นวน 

ทองคำ�

	 เลโอนาร์โด ฟีโบนักชี (Leonardo Fibonacci)  
นักคณิตศาสตร์ชาวอิตาเลียนในยุคกลางท่ีรู้จักในชื่อว่า
ฟีโบนักชีได้ศึกษาการเพิ่มขึ้นของจำ�นวนของกระต่าย
ภายใต้สมมติฐานเชิงอุดมคติบางประการ พบว่าจำ�นวน
กระต่ายรุ่นต่อรุ่นอยู่ในรูปของลำ�ดับท่ีรู้จักกันในเวลา 
ต่อมาว่า ลำ�ดับฟีโบนักชี โดยจะเรียกตัวเลขในลำ�ดับ 
ฟีโบนักชีว่า จำ�นวนฟีโบนักชี

รูปที่ 5 รูปหกเหล่ียม 2 รูปท่ีซ้อนทับกันซึ่งก่อเกิดจาก
เวกเตอร์ทั้ง 12 เวกเตอร์

	 จำ�นวนฟีโบนักชีในรูปของความสัมพันธ์เวียนเกิด 
นิยามดังนี้ จำ�นวนฟีโบนักชีตัวใหม่เกิดจากผลรวม 
ของสองพจน์ก่อนหน้า เมื่อกำ�หนดค่าเริ่มต้น F(0) = 0,  
F(1)  =  1 และ F(n)  =  F(n−1)+ F(n−2) เม่ือ  n  =  2,3,4,....  
	 ลำ�ดับฟีโบนักชีที่ประกอบด้วยจำ�นวนฟีโบนักชี 14  
ตัวแรกเป็นดังนี้ 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144 
และ 233
	 เม่ือสร้างลำ�ดับใหม่ที่เกิดจากเศษส่วนของจำ�นวน 
ฟีโบนักชีที่อยู่ในรูปของ ผลหารของจำ�นวนฟีโบนักชี
ใดๆ กับพจน์ก่อนหน้า เช่น 8/5, 13/8 และ 21/13 แล้ว  
จะมีแนวโน้มเข้าใกล้ลิมิตจำ�กัด เมื่อจำ�นวนฟีโบนักชีมีอยู ่
เป็นจำ�นวนมาก นั่นคือเมื่อกำ�หนดให้     
แลว้      เม่ือ  n→∞  โดยที ่  
เรียกจำ�นวนนี้ว่าจำ�นวนทองคำ� (Golden Number) ซึ่ง
รู้จักกันในการศึกษาของชาวกรีกในเรื่องสัดส่วนและ
เรขาคณิตของรูปห้าเหลี่ยมปกติ
	 ถ้าแบ่งส่วนโค้งของรูปวงกลมออกเป็น 2 ส่วนโค้ง 
โดยให้ความยาวของส่วนโค้งทั้งสองเป็นสัดส่วนของ 
จำ�นวนทองคำ� แล้วมุมในส่วนโค้งท่ีมีความยาวท่ีส้ันกว่า 
เป็น 137.5o ซึง่มีคา่เทา่กับ   เรเดียน มุมดังกลา่วนี ้
รู้จักและเรียกกันว่า มุมทองคำ� (Golden Angle) รูปที่ 6  
แสดงมุมทองคำ�และส่วนโค้งของรูปวงกลม รูปที่ 7  
แสดงความสมัพนัธร์ะหว่างอตัราส่วนของจำ�นวนฟโีบนกัช ี
และอัตราส่วนทองคำ�

รูปที่ 6 มุมทองคำ�และส่วนโค้งของรูปวงกลม

 

รูปที่ 7 ความสัมพันธ์ระหว่างอัตราส่วนของจำ�นวน 
ฟีโบนักชีและอัตราส่วนทองคำ�

225

137.5
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5. แบบรูปการจัดเรียงของเมล็ดดอกทานตะวัน
	 ฟิลโลแท๊กซิส (Phyllotaxis) หมายถึง การจัดเรียง
สลับใบ เป็นการศึกษาทางพฤกษศาสตร์ของการจัดเรียง
ตัวของ Phylla ซึ่งได้แก่ ใบ กลีบดอก และเมล็ด เป็นต้น
	 เม่ือย้อนกลับไปราวส่ีร้อยปีก่อน นักดาราศาสตร์
ชาวเยอรมันนาม โยฮนัเนส เคปเลอร ์(Johannes Kepler)  
ได้สังเกตแบบรูปแบบเส้นเวียนก้นหอย (Spiral Pattern)  
ในพืช แต่ไม่ได้ให้คำ�อธิบายแบบรูปดังกล่าวนี้เป็นท่ี 
น่าพอใจจนถึงในปัจจุบัน
	 เส้นเวียนก้นหอยที่เกิดจากการเรียงตัวของ Phylla 
ก่อให้เกิดแบบรูปท่ีโดดเด่นในพืช ตัวอย่างเช่น แบบรูป 
แบบเกลียว (Helical Pattern) ซ่ึงสามารถพบได้จาก 
การเรียงตัวของใบซึ่งพันและม้วนรอบลำ�ต้น
	 จำ�นวนเส้นเวียนก้นหอยแบบเกลียว (Helical  
Spiral) บนเปลือกสับปะรดในทิศทวนเข็มนาฬิกาและ
ตามเข็มนาฬิกาจะเป็นจำ�นวนท่ีอยู่ในลำ�ดับฟีโบนักชีที่
เรียงต่อกัน
	 นอกจากนี้จะสามารถพบแบบรูปแบบเส้นเวียน
ก้นหอยได้บนกลีบดอกและเมล็ดดอกทานตะวัน ดังเช่น
รูปที่ 8 (ก) ซึ่งจำ�นวนเส้นเวียนก้นหอยทั้งแบบทวนและ 
ตามเข็มนาฬิกาจะเป็นจำ�นวนท่ีเรียงต่อกันในลำ�ดับ 
ฟีโบนักชีด้วยเช่นกัน ดังรูปที่ 8 (ข)
	 ในรูปที่ 9 แสดงตัวอย่างจำ�นวนเส้นเวียนก้นหอย 
ของเมล็ดดอกทานตะวนัในทิศทวนเขม็นาฬิกา (ก) เทา่กับ  

34 เส้น และในทิศตามเข็มนาฬิกา (ข) เท่ากับ 55 เส้น 
จะเห็นว่าตัวเลขสองตัวนี้เป็นจำ�นวนในลำ�ดับฟีโบนักชี 
โดยที่ตัวเลขทั้งสองนี้จะเรียงต่อกันเสมอ
	 เป็นเวลานานมาแล้วที่นักชีววิทยาได้อธิบายถึง 
การจัดเรียงตัวของ Phylla แต่ในช่วงเวลานั้นก็ยัง
เป็นการยากที่จะอธิบายถึงเหตุผลของการเกิดแบบรูป
เหล่านั้น ความก้าวหน้าในปัจจุบันทำ�ให้สามารถอธิบาย
ถึงเหตุผล
	 ดังกล่าวได้แล้ว เช่น การอธิบายฟิลโลแท๊กซิสแบบ 
คลาสสิก (Classical Explanation) โดยอาศัยหลักการ 
ของการหาคา่เหมาะทีส่ดุ (Optimization Principle) เพือ่
ใหค้ำ�อธบิายของฟลิโลแทก๊ซสิ แตไ่ม่ได้หาค่าทีเ่หมาะสม 
ที่สุดแต่อย่างใด หลักการดังกล่าวจะขออธิบายด้วย
ตัวอย่างการจัดเรียงเมล็ดดอกทานตะวัน ดังนี้
	 ในระยะเริม่ตน้เมลด็ของดอกทานตะวนัจะกระจกุตัว 
อยู่ที่ยอดดอก (Capitulum) เม่ือเมล็ดเจริญเติบโต 
จะขยายออกจากศูนย์กลางของยอดดอก เมล็ดที่เกิดขึ้น
ใหม่จะเกิดขึ้น ณ ตำ�แหน่งศูนย์กลางของยอดดอกด้วย
มุมเดียวกันกับเมลด็ทีเ่จริญกอ่นหนา้นี ้ซึง่จะถกูผลักออก
ไปจากศูนยก์ลางของยอดดอก กลไกของการเจริญเตบิโต
ดังกล่าวนี้เป็นการจัดเรียงเมล็ดซึ่งเป็นตัวอย่างหนึ่ง 
ในการบรรจุสิ่งของ (Packing) ที่มีประสิทธิภาพใน
สองประการดังนี้ สามารถบรรจุสิ่งของได้จำ�นวนมาก 
อย่างมีนัยสำ�คัญและเหลือพื้นที่เมื่อได้บรรจุสิ่งของอยู่น้อย
	 ในปี ค.ศ. 1979 เฮลมุต โวเกล (Helmut Vogel) 
[9] ได้อธิบายการจัดเรียงของเมล็ดดอกทานตะวันท่ี 

รูปที่ 8 (ก) เส้นเวียนก้นหอยแบบฟีโบนักชีของการจัด
เรียงของเมล็ดดอกทานตะวัน [6] (ข) รูปเส้น
เวียนก้นหอย เส้นทึบดำ�มีทิศทวนเข็มนาฬิกา 
ส่วนเส้นโปร่งขาวมีทิศตามเข็มนาฬิกา [7]

รูปที่ 9 	(ก) เส้นเวียนก้นหอยในทิศทวนเข็มนาฬิกา 
	 (ข)  เส้นเวียนก้นหอยในทิศตามเข็มนาฬิกา [8]

                 (ก)	                                (ข)             (ก)                                 (ข)
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หมุนด้วยมุมเทา่กบัจำ�นวนตรรกยะคณูกับ 360o แล้วเมลด็ 
ของดอกทานตะวันจะถูกบรรจุในแนวเส้นตรงเช่นกัน 
ตัวอย่างเช่น เมื่อเลือกให้ φ ใน (1) เท่ากับผลคูณ 1/3 กับ  
360o แล้วเมล็ดดอกทานตะวันที่เกิดขึ้นใหม่จะถูกบรรจุ 
ในแนวเส้นตรงจำ�นวน 3 เส้น ดังรูปที่ 11 (ข)
	 ทำ�นองเดียวกัน ถ้าสมมติให้เมล็ดของดอกทานตะวัน 
ที่เกิดข้ึนใหม่ขยายออกจากศูนย์กลางของยอดดอก 
โดยหมุนด้วยมุมเท่ากับผลคูณของจำ�นวนอตรรกยะกับ 
360o แล้วเมล็ดของดอกทานตะวันจะถูกบรรจุเส้นเวียน
ก้นหอยเป็นเส้นโค้ง ซึ่งจะใกล้เคียงกับลักษณะที่ปรากฏ
ตามธรรมชาติ ในกรณีท่ีผลคูณของจำ�นวนดังกล่าวนี้ 
(จำ�นวนอตรรกยะคูณด้วย 360o) มีค่าเกินกว่า 360 แล้ว
จะพิจารณาค่าดังกล่าวจาก mod 360
	 ตัวอย่างเช่น เมื่อเลือกให้ φ ใน (1) เท่ากับผลคูณ
ของ  กับ 360o  จะไดั φ = 360o    ดังนั้นจึงพิจารณา 
360o 

  (mod 360) ซึง่มีค่าโดยประมาณเท่ากับ 50.4o และ
เมื่อเลือกให้ φ ใน (1) เท่ากับผลคูณของ   กับ 360o 

จะได้ φ =360o  ดังนัน้จงึพจิารณา 360o  (mod 360)  
ซึ่งมีค่าโดยประมาณเท่ากับ 147.6o รูปที่ 12 แสดงการ
บรรจุของเมล็ดดอกทานตะวันท่ีเกิดขึ้นท้ังสองกรณีนี้ใน
รูป (ก) และ (ข) ตามลำ�ดับ
 	 ในรูปที่ 12 จะเห็นได้ว่าในกรณีที่เลือกให้ φ ใน (1) 
เท่ากับผลคูณของ  กับ 360o  การบรรจุของเมล็ด
ดอกทานตะวันท่ีเกิดขึ้นใหม่จะมีความหนาแน่นมากขึ้น
แต่เมล็ดดอกทานตะวันยังคงกระจายอย่างไม่เหมาะสม  
อย่างไรก็ตามเม่ือเลือกให้ φ ใน (1) เท่ากับผลคูณ 

โตเต็มที่โดยใช้หลักการคณิตศาสตร์อย่างง่าย เขาได้หา
ตำ�แหน่งของเมล็ดดอกทานตะวันเมล็ดท่ี n โดยใช้พิกัด
เชิงขั้ว (r, ϴ) โดยที่ 

	 	  (1)
	
	 เมื่อ n เป็นจำ�นวนเต็มบวก โดยที่ n หมายถึงลำ�ดับ 
การเจริญเติบโตของเมล็ดโดยเร่ิมนับลำ�ดับจากจุด 
ศูนย์กลางขยายออกไป r เป็นระยะทางระหว่างจุด 
ศนูยก์ลาง ϴ เปน็มมุระหวา่งเมลด็ดอกทานตะวนักบัแกน
เชิงขั้วที่เร่ิมต้น ณ ศูนย์องศา c เป็นสเกลท่ีเป็นค่าคงท่ี
และ φ เป็นมุมระหว่างเมล็ดที่เกิดขึ้นใหม่และเมล็ดที่ใกล้
ที่สุดกับเมล็ดที่เกิดใหม่นั้น
	 ในกรณทีี ่φ =137.5o ซึง่คอืมุมทองคำ�แล้วในรูปท่ี 10 
(ก) จะแสดงลำ�ดับของตัวเลขการเจริญเติบโตของเมล็ด
ดอกทานตะวันโดยท่ีเมล็ดสองเมล็ดใดๆ ท่ีเจริญเติบโต
ตามลำ�ดับจะทำ�มุม 137.5o ดังรูปที่ 10 (ข)
	 สมมติให้เมล็ดดอกทานตะวันที่เกิดขึ้นใหม่ขยาย
ออกจากศูนย์กลางของยอดดอก โดยหมุนด้วยมุม
เท่ากับผลคูณของ 1/7 กับ 360o นั่นคือ เม่ือแทนค่า

 =360o /7 ใน (1) ตามข้อสมมตินี้ เมล็ดดอกทานตะวัน
ที่เกิดข้ึนใหม่จะเรียงตัวในแนวเส้นตรงจำ�นวน 7 เส้น  
ดังรูปที่ 11 (ก)
	 ทำ�นองเดียวกัน ถ้าสมมติให้เมล็ดของดอกทานตะวัน 
ที่เกิดขึ้นใหม่ขยายออกจากศูนย์กลางของยอดดอก โดย

                  (ก)	                          (ข)

รูปที่ 11	เมล็ดของดอกทานตะวันท่ีเกิดขึ้นใหม่ เม่ือจัดเรียง 
ด้วยมุม (ก)  =360o/7 และ (ข)  =360o/3 
ตามลำ�ดับ

             (ก)	                            (ข)

รูปที่ 10	 (ก) ตำ�แหน่งของเมล็ดดอกทานตะวันจำ�นวน 

และ
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                  (ก)	                         (ข)
 

(ค)
รูปที่ 12 เมล็ดดอกทานตะวันที่เกิดขึ้นใหม่ เมื่อถูกบรรจุ

ด้วยมุม (ก)  (ข)  และ 
(ค)  ตามลำ�ดับ

(2)

	 โดยที่  เมื่อ  ซึ่งคือจำ�นวน 
ทองคำ�และ g2 = g + 1 = 1 / (2−g) เรียกมุม   
ว่ามุมไดเวอร์เจนซ์ (Divergence Angle) ในกรณีที่ 

 จะเรียกวา่ มุมฟโีบนกัช ี(Fibonacci  Angle)  
ในตัวแบบนี้มีข้อสมมต ิ2 ประการดังนี้
	 1) เม่ือมองจากมุมสูงจะพบว่า เมล็ดทุกเมล็ดบน
ดอกทานตะวันมีลักษณะเป็นรูปวงกลมท่ีมีรัศมีเท่ากัน 
โดยกำ�หนดให้แต่ละเมล็ดมีพื้นที่เท่ากับ  ตารางหน่วย 
ดังนั้นเมล็ดของดอกทานตะวันจึงมีรัศมีเท่ากับ 1 หน่วย
	 2) เมล็ดของดอกทานตะวันที่ เ รียงติดกันจาก 
จุดกำ�เนิดจะทำ�มุมขนาดเท่ากัน เท่ากับ  เรเดียนหรือ 
137.5o

6. แบบรูปเส้นเวียนก้นหอย
	 ในหัวข้อนี้จะได้ศึกษาแบบรูปเส้นเวียนก้นหอย 
ที่เกิดมาจากคลื่นแบบเส้นเวียนก้นหอย (Spiral Wave) 
	 Murray [12] ได้อธิบายว่า คลื่นแบบเส้นเวียนก้นหอย
ที่เกิดขึ้นจากปฏิกิริยา Belousov−Zhabotinskii ขึ้นกับ
ปัจจยั 3 ประการ คือ การหมุน คาบของเวลา และโครงสร้าง 
เชิงพื้นที่ที่เกี่ยวข้องกับความเข้มข้นของตัวทำ�ปฏิกิริยา
	 รูปที ่13 (ก) แสดงเส้นเวียนก้นหอยใน 3 มิติ และ 
(ข) แสดงเส้นเวียนก้นหอยใน 3 มิติที่เกิดขึ้นจากการ
ทดลองของปฏิกิริยา Belousov−Zhabotinskii
	 การสร้างตัวแบบท่ีทำ�ให้เกิดแบบรูปแบบเส้นเวียน

             (ก)                                 (ข)
รูปที่ 13	(ก) เส้นเวียนก้นหอยใน 3 มิต ิ(ข) เส้นเวียนก้นหอย

ใน 3 มิติที่เกิดขึ้นจากการทดลองของปฏิกิริยา  

ของ   กับ 360o  แล้วจะได้ 360o   
เม่ือพิจารณา 360o  (mod 360) ซ่ึงมีค่าโดยประมาณ 
เท่ากับ 137.5o แล้วการบรรจุของเมล็ดดอกทานตะวัน 
ทีเ่กิดข้ึนจะมีประสิทธภิาพมากขึน้ และมีลักษณะคล้ายกบั 
การจัดเรียงของเมล็ดดอกทานตะวันตามธรรมชาติ 
มากที่สุด ดังรูปที่ 12 (ค)
	 นอกจากจะสามารถอธิบายการจัดเรียงของเมล็ด
ดอกทานตะวันที่โตเต็มท่ีโดยใช้พิกัดเชิงขั้ว  ตาม 
ตัวแบบ (1) แล้ว Ridley[2] ได้เสนอตัวแบบโวเกล 
อีกรูปแบบหนึ่ง ดังนี้
	 ในรูปแบบของจำ�นวนเชิงซ้อน โดยที่แทนค่า c =1 
และ  ใน (1)
	 เม่ือกำ�หนดให้ z = x+iy เป็นจำ�นวนเชิงซ้อน
และ
	
แล้ว
	
	
	 ดังนัน้ พกัิดของเมล็ดบนดอกทานตะวนั ณ ตำ�แหนง่
ต่างๆ เขียนในรูปของเซต ดังนี้
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[รูปท่ี 14 (ก)] และเส้นเวียนก้นหอยแบบลอการิทึม  
[รูปที่ 14 (ข)]
	 ในกรณีท่ีเส้นเวียนก้นหอยที่มีแกนกลางที่ r0 จะมี
รูปแบบดังนี้

	  (5)

7. การบรรจุที่มีประสิทธิภาพ (Efficient Packing)
	 โดยทั่วไปแล้ววิธีการบรรจุสิ่งของใดๆ นั้นจะขึ้นกับ
ลักษณะของสิ่งของนั้นๆ ตัวอย่างเช่น จะบรรจุวัตถุท่ีมี
ลักษณะเป็นรูปส่ีเหลี่ยมให้ชิดกันมากที่สุดด้วยการบรรจุ
ลงให้กล่องรูปสี่เหลี่ยม B ดังรูปที่ 15
	 แต่ถ้าต้องการบรรจุวัตถุที่มีลักษณะเป็นรูปวงกลม
ลงในกลอ่งรปูส่ีเหลีย่ม B ดังรูปที ่16 ในกรณนีีจ้ะสามารถ
บรรจุได้ดีท่ีสุดด้วยการบรรจุวัตถุด้วยการจัดเรียงแบบ
เป็นรูปหกเหลี่ยม
	 ในทางคณิตศาสตร์อธิบายการบรรจุที่มีประสิทธิภาพ 
ได้ดังนี้
	 กำ�หนดให ้X เป็นเซตนบัได้อย่างอนนัตโ์ดยท่ี   
ซึ่ง  เป็นระนาบ เราจะกล่าวว่าการบรรจุที่ใช้พื้นที่ 
ซึง่เทา่กัน (Equal−area Packing) ถา้จำ�นวนสมาชกิ 
ซึง่  โดยท่ี  มีคา่เขา้ใกล้   เม่ือ  
สำ�หรับค่าคงที่  บางตัวโดยที่  คือพื้นที่ของ  และ  

 คือพื้นท่ีโดยเฉล่ีย (Average Area) ของบริเวณที่ 
ซึ่งได้ว่า

	  		   (6)

	 โดยที ่  หมายถงึ จำ�นวนสมาชกิของเซต ในรูปท่ี 17  
แสดงความสมัพนัธร์ะหวา่ง U, X วงกลม และพืน้ที ่

ก้นหอยนีจ้ะอธบิาย ความเขม้ขน้ของตวัทำ�ปฏิกิริยาด้วย
ฟงัก์ชนัเฟส (Phase)  ในระบบพกัิดเชงิขัว้ทีมี่ r เป็นรัศมี 
และ  เป็นมุม
	 การหมุนอย่างง่ายของเส้นเวียนก้นหอยจะอยู่ในรูป
ฟังก์ชันคาบของฟังก์ชันเฟส  ดังนี้

		   			    (3)

	 โดยที่  คือความถี่ m คือจำ�นวนของแขนบนเส้น
เวยีนก้นหอย  คือฟงัก์ชนัทีร่ะบุชนดิหรือลักษณะของ 
เส้นเวียนก้นหอยท่ีจะปรากฏ เคร่ืองหมาย  เป็นตัว
กำ�หนดทิศทางของการหมุน รูปท่ี 14 แสดงเส้นเวียน
ก้นหอยแบบ 1 และ 3 แขน ตามลำ�ดับ
	 ในกรณีที่  ในสภาวะน่ิงเม่ือกำ�หนดให้  
เส้นเวียนก้นหอยที่มี 1 แขนโดยให้ m = 1 แล้วแบบรูป
ของเส้นเวียนก้นหอย (3) จะอยู่ในรูป 
	 ถ้าให้

	 		   (4)

	
เม่ือ  แล้วจะได้เส้นเวียนก้นหอยแบบอาร์คิมีดีส  

            (ก)	                         (ข)

รูปที่ 14 (ก) เส้นเวียนก้นหอยแบบ 1 แขน (ข) เส้น
เวียนก้นหอยแบบ 3 แขน [12]

รปูที ่15 การบรรจวุตัถรูุปสีเ่หล่ียมลงในกลอ่งรปูสีเ่หลีย่ม B

รปูที ่16 การบรรจวุตัถรุปูวงกลมลงในกล่องรปูสีเ่หลีย่ม  B
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โดยเฉลี่ย A ซึ่งคือบริเวณที่แรเงา
	 ตัวอย่างเช่น แลตทิซปกติ (Regular Lattice) ใดๆ  

 โดยที ่   และ  เป็นจำ�นวนเชงิซอ้น 
และ  ไม่เป็นจำ�นวนจริง แล้วสำ�หรับการบรรจุที่ใช ้
พื้นท่ีซึ่งเท่ากันจะได้ว่า A เท่ากับพื้นท่ีของรูปสี่เหล่ียม
ด้านขนาน (แรเงา) ที่มีจุดยอดท้ังสี่คือ 0,  และ 

ดังรูปที่ 18
	 เม่ือพิจารณาในกรณีของการเจริญเติบโตของเมล็ด
ดอกทานตะวัน X ที่มีรูปร่างเป็นจาน (Disc) ในระนาบ  

 Vogel [9] ได้แสดงว่า มีจำ�นวนจุดบนเส้นเวียน
กน้หอยเทา่กบั  โดยที ่  คอืจำ�นวนเตม็ที่มากทีส่ดุ  
แล้วหาพื้นที่โดยเฉลี่ยที่เมล็ดดอกทานตะวัน A จาก (6)  
ได้ว่า
 

	 โดยที่ย่านใกล้เคียง (Neighbourhood) ของแต่ละ
เมล็ดมีค่าเท่ากัน นั่นคือ เม่ือพิจารณาการเจริญเติบโต
ของเมล็ดดอกทานตะวันในระยะเริ่มต้นท่ีมีลักษณะเป็น
เส้นเวียนก้นหอยสำ�หรับมุมไดเวอร์เจนซ์ใดๆ แล้วการ
บรรจุที่ใช้จะเป็นแบบพื้นที่ซึ่งเท่ากันโดยแต่ละเมล็ด 

จะมีพื้นท่ีเท่ากับขนาด  ตารางหน่วยโดยพิจารณาให้
ดอกทานตะวันมีรูปร่างเป็นจานในระนาบ 2 มิต ิดังรูปที ่19
	 ถา้เซต X  มีการบรรจแุบบพืน้ทีซ่ึง่เทา่กันแล้วในกรณ ี
ทัว่ไปสมาชกิใน X จะมีการกระจายตวัเทา่ๆ กนัในระนาบ 
แต่ในกรณีเฉพาะจะมีการบรรจุอย่างหนาแน่นในบาง
บริเวณ ส่วนในบริเวณท่ีเหลือมีการบรรจุอย่างเบาบาง 
การบรรจุอย่างมีประสิทธิภาพจะหมายถึงมีการผันแปร
ระหว่างบริเวณท่ีมีการบรรจุอย่างหนาแน่นกับการบรรจุ
อย่างเบาบางเป็นจำ�นวนน้อย
	 Ridley [2] ได้นิยามประสิทธิภาพของการบรรจุ  
ของเซต X  ดังนี้

 

	 เมื่อ A  หาค่าได้
	 การบรรจุจะมีประสิทธิภาพมากขึ้นถ้า  มีค่ามาก
	 ในหัวข้อท่ี 5 ได้ทราบแล้วว่าการบรรจุที่มีประสิทธิภาพ 
จะเกิดขึ้นเม่ือมุมไดเวอร์เจนซ์เป็นจำ�นวนอตรรกยะและ 
จะมีประสิทธิภาพท่ีเหมาะที่สุดเม่ือมุมไดเวอร์เจนซ์ 
เป็นมุมทองคำ�หรือเป็นมุมฟีโบนักชีด้วยตัวอย่างประสิทธิภาพ
ของการบรรจุ  [2] ดังนี้
	 1) เม่ือประมาณมุมไดเวอร์เจนซด้์วยจำ�นวนตรรกยะ
โดยเลือก  แล้วจะได้ 
	 2) เมื่อประมาณมุมไดเวอร์เจนซ์ด้วยจำ�นวนอตรรกยะ
โดยเลือก  แล้วจะได้ 	
	 3) เม่ือประมาณมุมไดเวอร์เจนซด้์วยจำ�นวนทองคำ�
โดยเลือก  แล้วจะได้

 รูปที่ 18 แลตทิซปกติ

รูปที่ 19	 ดอกทานตะวันที่บรรจุเมล็ดที่มีพื้นที่ซึ่งเท่ากัน	
	 ขนาด  ตารางหน่วย

รูปที่ 17 ความสัมพันธ์ระหว่าง U, X วงกลม และพื้นที่	
	  โดยเฉลี่ย
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 	 จากทั้ง 3 กรณี พบว่ากรณี 3) ให้ค่า  มากที่สุด  
ดังนั้นจึงมีการบรรจุที่มีประสิทธิภาพมากที่สุด

8. สรุป
	 การจัดเรียงเมล็ดของดอกทานตะวันท่ีเก่ียวข้อง
กับจำ�นวนทองคำ� ภายใต้เง่ือนไขท่ีว่ามุมของเมล็ด 
ดอกทานตะวันที่ เรียงติดกันจากจุดกำ�เนิดเป็นมุม 
ฟีโบนักชีแล้ว การจัดเรียงเมล็ดดอกทานตะวันเป็นการ
จัดเรียงที่มีประสิทธิภาพในแง่ที่มีเมล็ดหนาแน่นและ
เกิดที่ว่างน้อยท่ีสุด ในบทความวิชาการฉบับน้ีได้ศึกษา
การจัดเรียงเมล็ดดอกทานตะวันตามที่กล่าวมา อีกทั้ง
ยังเป็นแนวคิดพื้นฐานในการแก้ปัญหาการบรรจุส่ิงของ
ต่างๆ อีกด้วย
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