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บทคดัย่อ 
งานวิจยันี้น าเสนอวิธีการหาพารามิเตอร์ไม่เชิงเส้นของโครงสร้างที่เกิดการสัน่สะเทือนเนื่องจาก 
ถูกเหนี่ยวน าดว้ยกระแสหมุนวนของกระแสลมทีพ่ดัผ่านและแสดงใหเ้หน็ถงึความแตกต่างของความถี่
ธรรมชาติของระบบที่ใช้แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์แบบเชิงเส้นและระบบที่ใช้แบบจ าลอง 
ทางคณิตศาสตรไ์ม่เชงิเสน้ ในงานวจิยันี้ไดเ้ลอืกใชแ้บบจ าลองทางคณิตศาสตรข์องสแกนแลน ซึง่เป็น
แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ไม่เชิงเส้นซึ่งให้ผลลพัธ์ที่ดีกว่าแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์เชิงเส้น 
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ส่วนการหาพารามเิตอร์ไม่เชงิเสน้ของระบบได้น าอนุกรมของวอลเตอร์รามาประยุกต์ใช้ โดยใชเ้ป็น
แนวทางในการออกแบบเพื่อให้ได้ความถี่ธรรมชาติที่เหมาะสมตามต้องการ ผลการค านวณตาม
ตวัอย่างบางส่วนของสแกนแลน พบว่าการหาพารามเิตอร์ด้วยวธิขีองแสกนแลน ได้ผลการค านวณ 
ที่ถูกต้อง ส่วนพารามเิตอร์ของความแขง็ตึงของอากาศที่ปรบัปรุงเพิม่เขา้มาสามารถหาได้ด้วยวธิี 
หาค่าความถี่ธรรมชาตแิบบหน่วงโดยการประยุกต์ใช้อนุกรมของวอลเตอร์รา พบว่าผลการค านวณ 
มคี่าถูกต้องเช่นกนั จากค่าพารามเิตอร์สมมติที่ใช้ในการค านวณพบว่าความถี่ธรรมชาติของระบบ 
ทีใ่ชแ้บบจ าลองทางคณิตศาสตรเ์ชงิเสน้มคี่า 84.01 rad/sec เมื่อเทยีบกบัความถีธ่รรมชาตขิองระบบ 
ที่ใช้แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ไม่เชิงเส้นมีค่า 85.18 rad/sec ซึ่งมีความแตกต่างกัน 1.37% 
ความแตกต่างที่เกิดขึ้นจากแบบจ าลองไม่เชิงเส้นได้รวมเอาค่าความแข็งตึงของอากาศขณะที่
โครงสรา้งเกดิการสัน่สะเทอืนเขา้ไปดว้ย จงึท าใหค้วามถีธ่รรมชาตขิองระบบไม่เชงิเสน้มคี่ามากกว่า
ค่าความถี่ของระบบเชิงเส้นที่มีแต่ค่าความแขง็ตึงของโครงสร้างเพยีงอย่างเดียว  จากหลกัการนี้
สามารถน าไปประยุกต์ใช้เพื่อหลกีเลี่ยงความเสยีหายของโครงสรา้งที่เกดิการสัน่สะเทอืนที่ความถี่
ธรรมชาต ิเมือ่เกดิการสัน่สะเทอืนทีเ่กดิจากลม หรอืน าการสัน่สะเทอืนไปใชใ้หเ้ป็นประโยชน์ เชน่ การ
ผลติไฟฟ้าจากกงัหนัลมแบบไรใ้บพดัเพือ่ก าหนดความถีข่องกรแสไฟฟ้าทีแ่มน่ย า เป็นตน้ 
ค าส าคญั: การสัน่สะเทอืน, กระแสหมนุวน, ความถีธ่รรมชาต,ิ อนุกรมของวอลเตอรร์า 

 
ABSTRACT 

This study presents a method for identifying the nonlinear parameters of a structure 
subjected to wind-induced vibrations caused by vortex shedding. It highlights the differences 
in natural frequencies between systems modeled using linear and nonlinear mathematical 
approaches. In this research, the Scanlan model, a nonlinear aerodynamic model, was 
selected due to its ability to provide more accurate results than linear models.  To estimate 
the nonlinear parameters of the system, the Volterra series was applied as a theoretical 
framework to design for a target natural frequency. Partial results based on the Scanlan 
model showed that this parameter estimation method produced accurate outcomes. 
Furthermore, the aerodynamic stiffness parameter, which was additionally considered in the 
nonlinear model, was determined using the damped natural frequency method in conjunction 
with the Volterra series, also yielding precise results.  Using assumed parameter values, the 
natural frequency of the system based on the linear model was found to be 84.01 rad/sec, 
while the nonlinear model produced a natural frequency of 85.18 rad/sec, reflecting a 1.37% 
difference. This discrepancy arises from the inclusion of aerodynamic stiffness during 
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structural vibration in the nonlinear model, which increases the system’s natural frequency 
compared to the linear model that only accounts for structural stiffness. This principle can 
be applied to avoid structural damage caused by resonance when the structure vibrates at 
its natural frequency due to wind excitation. Alternatively, it can be used constructively—for 
example, in bladeless wind turbines where controlled vibrations are used to generate 
electricity with high precision in determining the output frequency. 
KEYWORD: Vibrations, Vortex Shedding, Natural Frequency, Volterra Series 
 
1. บทน า 

การสัน่สะเทอืนของโครงสรา้งทีถู่กเหนี่ยวน าดว้ยกระแสหมุนวนของกระแสลม (Vortex-Induced 
Vibrations) ก าลงัเป็นเรื่องที่ได้รบัความสนใจของนักวิจยั เนื่องจากสิง่ก่อสร้างหลายอย่างที่อยู่
กลางแจ้งเมื่อมกีระแสลมพดัผ่านด้วยความเรว็ลมที่มากพอจะท าให้เกิดการหมุนวนของอากาศ
ทางด้านหลงัของสิง่ก่อสรา้งนัน้และที่ความเรว็ลมที่เหมาะสมการหมุนวนนัน้จะมกีารสะบดัไปมา 
(Vortex shedding) [1] ในลกัษณะของคลื่นและเหนี่ยวน าให้สิง่ก่อสรา้งนัน้เกดิการสัน่สะเทอืนใน
แนวตัง้ฉากกบัทศิทางการเคลื่อนทีข่องกระแสลมได ้จากปรากฎการณ์ของการเกดิการสัน่สะเทอืน
นี้อาจสง่ผลใหส้ิง่ก่อสรา้งเสยีหายได ้หรอืในอกีทางหนึ่งอาจน าการสัน่สะเทอืนนัน้มาใชป้ระโยชน์ได ้
เช่น น ามาใชผ้ลติพลงังานไฟฟ้าโดยใชก้งัหนัลมแบบไรใ้บแทนกงัหนัลมมใีบทีม่อียู่ในปัจจุบนัเป็น
ตน้ งานวจิยันี้จะน าเสนอการใชแ้บบจ าลองทางคณิตศาสตรข์องสแกนแลน ซึง่เป็นแบบจ าลองทาง
คณิตศาสตร์ไม่เชิงเส้นและประยุกต์ใช้อนุกรมของวอลเตอร์ราเพื่อใช้หาความถี่ธรรมชาติและ
ความถีธ่รรมชาตแิบบหน่วงของระบบระดบัความเสรขี ัน้เดยีวทีม่มีวลทีม่คีวามยาวหนึ่งหน่วย เพื่อ
ใชเ้ป็นแนวทางในการออกแบบโครงสรา้งใหเ้หมาะสมกบัการใชง้านในอนาคต 
 
2. งานท่ีเก่ียวข้อง 

Scanlan [2] ไดท้ าการทดลองและน า เสนอแบบจ าลองการสัน่สะ เทอืนที ่เก ดิจาก  
การเหนี่ยวน าของกระแสหมุนวนของของไหลทีเ่ป็นแบบจ าลองไม่เชงิเสน้ซึ่งใหผ้ลการค านวณ
ใกลเ้คยีงความเป็นจรงิ 

Traivivatana et al [3] ได้แสดงให้เห็นการเกิดกระแสหมุนวนจากการไหลผ่านวัตถุ 
รูปทรงกระบอกทีต่วัเลขเรยโ์นลด์ต่าง ๆ โดยท าการค านวณดว้ยระเบยีบวธิไีฟไนต์เอลเิมนต์แบบ
ปรบัขนาดเอลเิมนตห์ลายครัง้  

Manshadi et al [4] ได้ประยุกต์ใช้การสัน่สะเทือนของเสาที่เกิดจากการเหนี่ยวน าของ 
กระแสลมมาใช้แทนกงัหนัลมซึ่งจะไม่ต้องใชใ้บกงัหนัเพื่อเป็นแนวทางในการผลติไฟฟ้า โดยการ
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ออกแบบไดใ้ชแ้บบจ าลองทางคณิตศาสตรเ์ชงิเสน้ของระบบระดบัความเสรขี ัน้เดยีว โดยพจิารณา
การเหนี่ยวน าของกระแสหมนุวนของลมทีท่ าใหเ้กดิการสัน่สะเทอืนแบบสองทศิทาง   

Steffen [5] ไดท้ าการศกึษาการสัน่สะเทอืนทีค่วามถีต่ ่าของอาคารสงูระดบัเกนิกว่า 200 m ที่
เกดิจากการเหนี่ยวน าของกระแสหมนุวนของลม  
 
3. ทฤษฎี 

ปรากฏการณ์การสัน่สะเทอืนทีเ่กดิขึน้จากการเหนี่ยวน าของกระแสหมุนวนของของไหลไดถู้ก
น ามาศกึษาในงานทางดา้นวศิวกรรมเครือ่งกลและวศิวกรรมโยธาเนื่องจากการสัน่สะเทอืนทีเ่กดิขึน้
นี้อาจสง่ผลใหส้ิง่ก่อสรา้งเสยีหายไดห้รอืในอกีทางหนึ่งอาจน าการสัน่สะเทอืนนัน้มาใชป้ระโยชน์ได ้
จากการศกึษาพบว่าเมื่อเกดิการไหลผ่านวตัถุทีม่ลีกัษณะดงัแสดงในรปูที ่1 ทีค่วามเรว็ของการไหล
มากเพยีงพอจะท าใหด้า้นหลงัของวตัถุเกดิกระแสหมุนวน และกระแสหมุนวนนี้จะเหนี่ยวน าวตัถุให้
เกิดการสัน่สะเทอืน โดยที่ความถี่ของกระแสหมุนวนนี้จะหาได้จากตวัเลขสเตราฮาล (Strouhal 
Number, St) [6] ทีเ่ป็นฟังกช์นัของตวัเลขเรยโ์นลด ์เป็น 
 

 =
f D

St (Re)
u

 (1) 

 
โดยที่ f เป็นความถี่ของกระแสหมุนวนของของไหล , D เป็นเส้นผ่าศูนย์กลางของท่อ , u เป็น
ความเร็วของของไหล และ St เป็นตัวเลขสเตราฮาลซึ่งขึ้นอยู่กับตัวเลขเรย์โนลด์ (Reynolds 
Number, Re) จงึท าใหก้ารสัน่สะเทอืนทีเ่กดิขึน้แปรผนักบัความเรว็ของกระแสการไหล ขนาดของ
วตัถุ และ ชนิดของของไหลที่ไหลผ่านวตัถุ โดยมคีวามสมัพนัธ์ของตวัเลขสเตราฮาลและตวัเลข  
เรยโ์นลด ์ดงัแสดงในรปูที ่2 
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โดยที ่ คอืความหนาแน่นของของไหล,  คอื ความหนืดพลวตัของของไหล (Dynamic Viscosity) 
และ  คอืความหนืดจลนศาสตร ์(Kinematic Viscosity)  
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 (a) ภาพมมุมองดา้นขา้งของท่อ (b) ภาพมมุมองดา้นบนของท่อ 

รปูท่ี 1 ของไหลไหลปะทะท่อกลมเกิดกระแสหมุนวนและแบบจ าลองของระบบมวลสปริง
และตวัหน่วง 

 

 
รปูท่ี 2 ความสมัพนัธร์ะหว่างตวัเลขสเตราฮาลและตวัเลขเรยโ์นลด ์[7] 

 
ทีต่วัเลขสเตราฮาลมคี่าประมาณ 0.2 ตวัเลขเรยโ์นลดจ์ะมคีา่อยูใ่นช่วง 300 ถงึ 105 การสัน่สะเทอืน
ที่เกิดขึ้นนี้อาจสร้างความเสียหายให้กับสิ่งปลูกสร้างได้และเพื่อป้องกันความเสียหายต่อ  
สิ่งปลูกสร้างประเภทอาคารสูงและสะพานที่อยู่ในท้องที่ที่มีกระแสลมแรง การศึกษาเกี่ยวกับ  
การสัน่สะเทอืนแบบนี้ยงัต้องอาศยัผลการทดลองมาช่วยในการสรา้งแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ 
พารามเิตอรต์่าง ๆ ทีเ่กีย่วขอ้งกบัของไหลยงัตอ้งอาศยัการทดลองเป็นหลกั โครงสรา้งตามรูปที ่2 
ปรกตจิะใชแ้บบจ าลองเชงิเสน้ตามสมการที ่(3) 
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2 L
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y(t) 2 y(t) y( t) sin( t )

2m


+  +  =  +    (3) 

 
แต่สแกนแลนไดเ้สนอแบบจ าลองทางคณิตศาสตรข์องการสัน่สะเทอืนทีเ่กดิจากการเหนี่ยวน า
ของกระแสหมุนวนทีเ่กดิจากกระแสลม โดยเป็นแบบจ าลองของระบบระดบัความเสรขี ัน้เดยีว
ต่อหนึ่งหน่วยความยาว ดงัสมการที ่(4) 
 

 
 2
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u D 1 C sin( t )
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=   −  +  +  + 
  
  
  

 (4) 

 
โดยที ่ m  คอื  มวลต่อความยาวของระบบ 
 y(t)  คอื  การกระจดั 
  คอื  สมัประสทิธิข์องตวัหน่วง (Damping Coefficient) 
 s  คอื  ความถีธ่รรมชาตทิางกลของระบบ 
  คอื ความหนาแน่นของอากาศ (Air Density) 
 u คอื ความเรว็เฉลีย่ของของไหล (Mean Wind Velocity) 
 D คอื  ความกวา้งของมวลทีป่ะทะกบัของไหล  
  คอื สมัประสทิธิก์ารหน่วงพลศาสตร ์(Aerodynamic Damping Coefficient) 
  คอื สมัประสิทธิก์ารตอบสนองเชิงพลศาสตร์ไม่เชิงเส้น (Nonlinear Aerodynamic 

Response Coefficient) 
  คอื ความถีข่องกระแสหมนุวนของของไหล (Frequency of Vortex Shedding) 
  คอื สมัประสทิธิค์วามแขง็ตงึเชงิพลศาสตร ์(Aerodynamic Stiffness Coefficient) 
 CL คอื สมัประสทิธิข์องแรงยก (Lift Coefficient) ซึง่สามารถหาไดจ้ากความสมัพนัธ์ของ

แรงยก FL ดงันี้ 
 

 L
L

2

F
C 1

u DL
2

=



 (5) 
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สแกนแลนได้แสดงการหาค่าคงที่  และ  ได้จากการทดลอง โดยพจิารณาว่าเมื่อระบบเกดิการ
สัน่สะเทือนในสถานะคงตัว (Steady State) แล้ว การสัน่สะเทือนจะอยู่ในรูปของฮาโมนิคแบบ
เดยีวกบัระบบเชงิเสน้ เป็น  
 
 y(t) Y cos( t)=   (6) 
 
และที่ความถี่พ้อง (Resonance)  = s ซึ่งความถี่ของการสัน่สะเทือนจะสอดคล้องก ับ
ตัวเลขสเตราฮาลเป็น 
 

 
A

2 St
u


=  (7) 

 
โดยที ่St คอื ตวัเลขสเตราฮาล และ A  คอื พืน้ทีห่น้าตดัต่อความยาวของระบบ เมือ่การสัน่สะเทอืน
อยูใ่นสถานะคงตวั แสดงว่าพลงังานสญูเสยีรวมในหนึ่งรอบของการสัน่สะเทอืนเป็นศนูยน์ัน่คอื 
 

 
T

d
0
F y(t)dt 0=  (8) 

 
โดยที ่Fd คอื แรงทีเ่กดิจากการหน่วงมคีา่เป็น 
 

 
2

d s 2

y (t)
F 2m uB 1 y(t)

D
=  −  − 
  

  
  

 (9) 

 
ขนาดของแอมปลจิูดของการสัน่สะเทอืนในสมการที ่(6) จะหาไดโ้ดยแทนสมการที่ (9) ในสมการ 
ที ่(8) จะได ้
 

 


=
 

−
2D R

Y 1  (10) 
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โดยที ่ 


=


t4 mS
R

AD
 และค่าคงที ่ และ  สามารถหาไดจ้ากการทดลองโดยการปรบัค่าตวัหน่วง

สองครัง้ ซึง่จะท าใหไ้ด ้คา่แอมปลจิดูในสมการที ่(10) สองคา่ ซึง่จะท าใหส้ามารถหาคา่  ไดจ้าก 
 

 

2

1
1 22

2
2

1

2

2

Y
R

Y
Y

1
Y

 − 

 =

 
 
 

−

 (11) 

 
โดยที ่ 1Y  เป็นแอมปลจิูดเมื่อระบบมอีตัราส่วนการหน่วงเป็น 1  และ 2Y เป็นแอมปลจิดูเมื่อระบบ
มอีตัราสว่นการหน่วงเป็น 2 สว่น   หาไดจ้าก 
 

 
2D

1 R
Y


 = −


 (12) 

 
ซึง่คา่ของ Y และ  จะใชผ้ลจากการทดลองของครัง้ทีห่นึ่งหรอืสองกไ็ด ้

ในงานวจิยันี้จะน าเสนอการหาคา่  จากความถีม่ลูฐาน ซึง่จะหาไดโ้ดยการใชอ้นุกรมของวอลเตอรร์า 
โดยปรบัสมการที ่(4) ใหมเ่ป็น 
 

 
2

2

s s L2

y (t) pu 1
y(t) 2 p 1 y(t) y(t) puC sin( t )

D D 2


+  −  −  +  − =  
     +       

 (13a) 

 

หรอื 


+  −  −  +  − =
    

       

2
2

s s2

y (t) pu
y(t) 2 p 1 y(t) y(t) Ff(t)

D D
 (13b) 

 

โดยที ่ 
uD

p
m


=   (14a) 

 

แอมปลจิดูของแรงเป็น L

1
F puC

2
=  (14b) 
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และ f( t) sin( t )=  +   (14c) 
 
เมื่อสญัญาณเขา้ของระบบเป็น Ff(t) สญัญาณออกของระบบในรูปของอนุกรมของวอลเตอรร์าเป็น
  
 

 n n

n 1
y(t) F y (t)



=

=  (15) 

 
แทนสมการที ่(15) ในสมการที ่(13b) จะได ้
 

 

n ( n1 n2) n

n s n1 n2 n2n 1 n1 1 n2 1 n 1

2 n

s n
n 1

F y (t) 2 p 1 F y (t)y (t) F y (t)
D

pu
F y (t) Ff(t)

D

   
+

= = = =



=


+  −  −   


+  − =

  
    

 
 
 

 (16a) 

 

หรอื  

n n ( n1 n2 n3)

n n n n1 n2 n32n 1 n 1 n1 1 n2 1 n3 1

2 n n

n
n 1

p
F y (t) 2 F y (t) F y (t)y (t)y (t)

D

F y (t) Ff( t)

    
+ +

= = = = =



=


+  +    

+ =

 (16b) 

 

โดยที ่ 


 =  −
2 2

n s

pu
D

 (17a) 

 

และ s
n

2 p
2

 − 
 =  (17b) 

 
ทีส่มัประสทิธิ ์ F1 สญัญาณของระบบเชงิเสน้ได ้
 
 2

1 1 n 1ny (t) 2 y (t) y (t) f(t)+  + =  (18a) 
 

 1 1 1y (t) H [f( t)] h ( )f( t )d


−

= =    −  (18b) 
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1 2 2

n n

1
H ( )

( ) j2


   
=

− +
 (18c) 

 
จากสมการที ่(18) 1H [ ]  เป็นโอเปอเรเตอรเ์ชงิเสน้, 1H ( ) ฟังก์ชนัถ่ายโอนอนัดบัทีห่นึ่งของระบบ 

และสญัญาณ y1(t) เป็นสญัญาณแบบฮาโมนิคที่มคีวามถี่เป็น 2

d n 1 =  −  ซึ่งจะท าให้หา 
คา่ของ  ไดจ้าก 
 

 2 2

s n

D
( )

pu
 =  −  (19) 

 

โดยที ่


 =  +  −
2 2 2

n d s

p
( )

2
 (20) 

 
ในทางปฏบิตั ิd จะหาไดจ้ากคาบเวลาของการสัน่สะเทอืน ซึง่หาไดจ้าก 
 

  =


d

d

2
T

 (21) 

 
โดยที ่ dT เป็นคาบเวลาของการสัน่สะเทอืน  
จากสมการ (16) ทีส่มัประสทิธิ ์ 2F ได ้
 
  

2

2 n 2 n 2y (t) 2 y (t) y (t) 0+  + =  (22a) 
 
 2 1y (t) H [0] 0= =  (22b) 
 
และสญัญาณออกอนัดบัทีส่ามหาจาก สมการ(15) ทีส่มัประสทิธิ ์ 3F  ได ้
 

 3 2

3 n 3 n 3 1 12

p
y (t) 2 y (t) y (t) y (t)y (t)

D


+  + = −    (23a) 

 

 2

3 1 1 12

p
y (t) H [y (t)y (t)]

D


= −  (23b) 
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จะเหน็ได้ว่าสญัญาณออกในล าดบัถดั ๆ ไปของอนุกรมของวอลเตอร์รา จะมเีฉพาะเทอมที่เป็น 
เลขคี่ เท่านัน้ และไม่มีความจ าเป็นต้องหาเนื่ องจาก สามารถหาพารามิเตอร์ได้ครบแล้ว  
และสญัญาณออกในล าดบัสูงของอนุกรมของวอลเตอร์ราจะมคีวามถี่ในล าดบัสูง ซึ่งเป็นความถี่
ซุปเปอรฮ์าโมนิค (Super Harmonic) จงึไมน่่าสนใจ 
 
4. ผลการค านวณ 

การทดสอบความถูกตอ้งของวธิกีารทีน่ าเสนอ จะใชข้อ้มลูบางสว่น โดยอา้งองิการทดลองของ
สแกนแลน ซึ่งในการทดลองของสแกนแลนได้ท าการทดลองกบัแท่งคานที่มีพื้นที่หน้าตดัเป็น
สีเ่หลีย่มจตัุรสั กวา้ง B = D = 0.3 m, ยาว L = 0.984 m, มวล m = 6.085 kg/m, ความแขง็ตงึของสปรงิ 
k = 42.95 kN/m, สดัส่วนความหน่วง 0.002, ความถี่ธรรมชาตขิองระบบเมื่อเกดิการสัน่สะเทอืน
จากกระแสลมเป็น 11.3 Hz และมคีา่พารามเิตอรต์่าง ๆ ดงันี้   = 6.27,  = -5.7,  = 1082.2 โดย
มกีระแสลมที่มีความหนาแน่นของอากาศ  = 1.225 kg/m3 และความเร็วลมเฉลี่ย u = 8.5 m/s 
ไหลผ่าน ดงัรูปที ่3 ในการค านวณจะสมมตวิ่าระบบมมีุมเฟส  = 0 ซึง่จะท าใหส้มการ (3) เป็น 
 
 2y(t) [ 0.448951 154813y (t)]y(t) 7256.55y(t) 0.0545437sin( t )+ − + + =  +   (24) 
 
ผลลพัธ์ของการสัน่สะเทอืนของระบบตามสมการ (24) หาได้จากการค านวณเชิงตวัเลขโดยใช้
ระเบยีบวธิรีุงเงกุตต้า (Runge-Kutta Method) [8] โดยไดส้ญัญาณออกของระบบในโดเมนเวลาและ
ในโดเมนความถี่ ดังรูปที่ 4 และ 5 ตามล าดับ จะเห็นได้ว่าเมื่อระบบเริ่มต้นจากจุดหยุดนิ่งที่ 
y(0) y(0) 0= =  สญัญาณออกของระบบจะคอ่ย ๆ เพิม่ขึน้ จนกระทัง่เสถยีรทีเ่วลาประมาณ 3 วนิาท ี
 

 
รปูท่ี 3 รปูแบบของปัญหาท่ีใช้ในการทดสอบ 
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รปูท่ี 4 สญัญาณออกของระบบในโดเมนเวลา  

 

 
รปูท่ี 5 สญัญาณออกของระบบในโดเมนความถี่ 

 
เมื่อไดผ้ลลพัธ์การสัน่สะเทอืนของระบบตามรูปที ่4 และ 5 แลว้ จะสามารถหาพารามเิตอร์ต่าง ๆ 
ได้ โดย  และ  หาได้จากสมการที่ (11) และ (12) ตามล าดบั โดยท าการทดลองสองครัง้โดย 
ปรบัค่าสมัประสทิธิข์องตวัหน่วงทัง้สองครัง้ให้ไม่เท่ากนั และท าการวดัขนาดของแอมพลิจูดทัง้ 
สองครัง้ไดด้งัแสดงในตารางที ่1 
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ตารางท่ี 1 ผลการค านวณขนาดของแอมพลิจดูท่ีเปล่ียนไปกบัค่าของ  

ครัง้ที ่  Y 
1 0.001 0.000548158 
2 0.002 0.000541817 

 
เมื่อน าค่าของ  และแอมปลจิดู Y ทีไ่ดไ้ปแทนในสมการที ่(11) และ (12) จะท าใหไ้ดค้่าของ  และ 
 เป็น  = 6.27 และ  = 1082.2 ซึ่งตรงกบัค่าในตวัอย่างที่สมมติไว้ ส่วนค่าของ  จะสามารถ 
หาได้โดยการวัดคาบเวลาของความถี่มูลฐาน จากรูปที่ 5 ในช่วงที่ส ัญญาณเสถียรแล้วได้ 
T = 0.0736 วินาที แล้วน าค่าคาบเวลานี้ไปค านวณหาค่า d จากสมการที่ (21) แล้วน าไป
ค านวณหาค่า  จากสมการที ่(19) จะไดค้่า  = -5.7 ซึง่มคี่าถูกตอ้ง จากสมการที ่(24) สญัญาณ
อนัดบัทีห่นึ่งของอนุกรมของวอลเตอรร์าเป็น 
 

 1 1 1

2y (t) 0.448951y (t) (85.18538) y (t) 0.0818f(71t)− + =  (25) 
 
จะเหน็ไดว้่าความถีธ่รรมชาตขิองระบบทางกลทีส่มมตใินครัง้แรกมคีา่เป็น 
 

 s

k
84.01 rad / sec

m
 = =  (26) 

 
แต่ดว้ยการเคลื่อนทีต่ดัแนวขวางกบักระแสลมจงึเกดิความแขง็ตงึทีเ่กดิจากอากาศเพิม่ขึน้ จงึท าให้
ความถี่ธรรมชาตเิปลี่ยนไปเป็นตามสมการ (17a)  จงึท าใหค้วามถี่ธรรมชาตขิองระบบเปลี่ยนไป
เป็น 85.18 rad/s ซึง่มคีวามแตกต่างจากเดมิไป 1.37% ถา้ตอ้งการประยุกตไ์ปใชก้บังานทีต่อ้งการ
ใหเ้กดิความถี่พอ้งจะท าได้โดยก าหนดพารามเิตอร์ของระบบใหม่ โดยพจิารณาจากสมการ (16) 
โดยก าหนดให ้ n =  และก าหนดคา่ความแขง็ตงึของสปรงิใหมเ่ป็น 
 
 2 2k m u=  +   (27) 
 
ถา้เปลีย่นคา่ความแขง็ตงึใหมต่ามสมการ (27) จะไดส้มการใหมเ่ป็น 
 
 1 1 1y (t) 2.93706y (t) 5041y (t) 0.0545437sin(71t)− + =  (28) 



30 Kasem Bundit Engineering Journal Vol.15 No.2 May-August 2025 
 

 Faculty of Engineering, Kasem Bundit University Research Article 

สมการ (28) จะใช้เป็นสมการส าหรบัก าหนดความถี่ธรรมชาตขิองระบบได้เนื่อง จากความถี่ของ
ระบบเป็น ความถีม่ลูฐาน แต่จากสมการ (28) จะเหน็ว่าสญัญาณออกของระบบไม่เสถยีร เนื่องจาก
มเีทอมของตวัหน่วงเป็นลบ แต่สญัญาณออกของระบบโดยรวมตามรปูที ่4 มคีวามเสถยีร เนื่องจาก
เทอมไมช่งิเสน้อนัดบัสงู ๆ รวมอยูด่ว้ย  
 
5. สรปุ 

จากการค านวณตามตวัอยา่งทีใ่ชต้ามขอ้มลูของแสกนแลนพบว่าการหาพารามเิตอรไ์ม่เชงิเสน้ 
 และ  ของแสกนแลน โดยใชว้ธิปีรบัค่าสมัประสทิธิข์องการหน่วงของระบบทางกลสามารถท าได้

ในทางปฏบิตัจิรงิเนื่องจาก 
c

2 mk
 =  ซึง่สามารถปรบั  ไดโ้ดยปรบัค่า c, m หรอื k ตวัหนึ่งตวัใด

กไ็ด ้สว่นคา่  หาไดโ้ดยวดัคาบเวลาของสญัญาณการสัน่สะเทอืนเมือ่ระบบอยูใ่นสถานะทรงตวัมัน่ 
(Steady State Response) ความแม่นย าของการวดัคาบเวลา จะท าใหไ้ดผ้ลของพารามเิตอร ์ 
ถูกตอ้ง ทัง้การวดัขนาดของแอมปลจิดูและคาบเวลาถา้ท าการวดัซ ้าหลาย ๆ ครัง้แลว้น าค่าทีไ่ดม้า
เฉลีย่กจ็ะท าใหค้่าทีไ่ดม้คีวามแม่นย าและน่าเชื่อถอืมากขึน้ อย่างไรกต็ามพารามเิตอรไ์ม่เชงิเสน้จะ
แปรผนัไปตามความเรว็ลม และรปูร่างหน้าตดัของโครงสรา้ง ดงันัน้แบบจ าลองทางคณิตศาสตรไ์ม่
เชงิเสน้ จะใชไ้ดเ้ฉพาะเจาะจงกบัระบบทีก่ าหนดเท่านัน้ ไมส่ามารถใชไ้ดก้บัทุก ๆ ระบบได ้
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