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บทคดัย่อ 
งำนวจิยันี้ท ำกำรวเิครำะหก์ำรสัน่สะเทอืนเชงิตวัเลขแบบอสิระส ำหรบัปัญหำในสองมติดิว้ยระเบยีบ
วธิไีฟไนทเ์อลเิมนต ์(Finite Element Method) ของคำนเซลลลู่ำร ์(Cellular Euler-Bernoulli Beam) 
ที่มีคุณสมบัติวัสดุเชิงประกอบแบบสองทิศทำง BDFGM (Bi-Directional Functionally Graded 
Materials) ซึ่งประกอบขึ้นจำกวัสดุสองชนิด คือ Aluminum และ Zirconia กฎกำรผสมตำม
แบบจ ำลองของกฎกำรผสมถูกเสนอเพือ่อธบิำยกำรเปลีย่นแปลงของเศษสว่นปรมิำตรของวสัดุ โดย
ก ำหนดใหค้่ำดชันีกำรแปรผนัของโมดูลสัยดืหยุ่นและควำมหนำแน่นมกีำรแปรผนัดว้ยสมกำรแบบ
เอกซ์โพเนนเชยีลตำมแนวแกนและกฎก ำลงัตำมควำมลกึของคำน ค่ำควำมถี่ธรรมชำตสิำมล ำดบั
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แรกของคำนเซลลูล่ำรอ์ย่ำงงำ่ยทีไ่ดจ้ำกกำรวเิครำะหพ์บว่ำ มกีำรแปรผกผนักบัค่ำดชันีกำรแปรผนั
ที่เพิม่ขึ้นทัง้สองทิศทำงโดยดชันีกำรแปรผนัตำมควำมลึกนัน้ ส่งผลต่อกำรอตัรำกำรลดลงของ
ค่ำควำมถี่ธรรมชำติมำกกว่ำดชันีกำรแปรผนัตำมแนวแกน แบบจ ำลองที่เสนอนี้ สำมำรถน ำไป
ประยุกต์ใชเ้พื่อกำรวเิครำะหแ์ละออกแบบวสัดุเชงิประกอบแบบสองทศิทำงทีป่ระกอบดว้ยวสัดุทีม่ี
คุณสมบตัติ่ำงกนัมำกกว่ำสองชนิดเพื่อพจิำรณำเลอืกค่ำควำมถีธ่รรมชำตทิีเ่หมำะสมส ำหรบัปัญหำ
ทีต่อ้งกำรต่อไป  
ค าส าคญั: วสัดุเชงิประกอบแบบสองทศิทำง, คำนเซลลลูำ่ร,์ วธิไีฟไนทเ์อลเิมนต,์ กำรสัน่สะเทอืน, 
ควำมถีธ่รรมชำต,ิ รปูรำ่งโหมด 
 

ABSTRACT 
This research performs a freeform numerical vibration analysis for a two-dimensional problem 
using the Finite Element Method of a cellular Euler-Bernoulli beam with mechanical material 
properties. BDFGM (Bi-Directional Functionally Graded Materials) is composed of two 
materials, Aluminum and Zirconia. A mixing law based on rule of mixtures is proposed to 
account for the variation in the volume fraction of materials. It is determined that the variation 
indices of elastic modulus and density vary with the exponentially along the axial direction 
and power law with the depth of the beam. The first three natural frequencies of the simple 
cellular beams obtained from the analysis are found to be inversely proportional to the 
variation index increasing in both directions with the variation index increasing with depth. It 
affects the rate of decrease of the natural frequency value more than the axial variation 
index. This proposed model can be applied to the analysis and design of bidirectional 
composites consisting of more than two materials with different properties in order to 
determine the appropriate natural frequency value for the desired problem. 
KEYWORDS: Bi-Directional Functionally Graded Material, Cellular Beam, Finite Element 
Method, Vibration, Natural Frequency, Mode Shape 
 
1. บทน า 

วสัดุเชิงประกอบแบบ Functionally Graded Materials (FGM) เป็นวสัดุชนิดหนึ่งของวสัดุ 
เชงิประกอบ (Composite Materials) ทีม่โีครงสรำ้งเกดิจำกกำรประกอบกนัของวสัดุผสมทีแ่ตกต่ำง
กนัหลำยประเภทท ำให้มคีุณสมบตัิที่แตกต่ำงกนัอย่ำงต่อเนื่องตำมทิศทำงกำรออกแบบ โดยมี 
ค่ำโมดลูสัยดืหยุ่นหรอืค่ำสมัประสทิธิข์องกำรขยำยตวัจำกควำมรอ้น และท ำใหเ้ปลีย่นองคป์ระกอบ
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ของวสัดุจำกโลหะเป็นเซรำมคิ ควำมแขง็แรงของแต่ละต ำแหน่งจะแปรเปลีย่นจำกแขง็ไปจนถงึอ่อน 
ท ำให้โครงสร้ำงเชงิประกอบในลกัษณะนี้สำมำรถลดกำรเกดิปัญหำควำมเค้นในระหว่ำงชัน้ของ
ส่วนผสมได้ด ีซึ่งตรงข้ำมกบัวสัดุเชงิประกอบแบบแซนวชิหรอืลำมเินต (Sandwich/Laminated 
Composite Materials) เพรำะวสัดุประเภทนี้มกีำรแปรผนัคุณสมบตัอิย่ำงกะทนัหนับรเิวณผวิสมัผสั
ของวสัดุในแต่ละชนิด และเมือ่มนี ้ำหนกับรรทุกมำกระท ำหรอืมกีำรเปลีย่นแปลงของอุณภมูจิะท ำให้
เกดิควำมเขม้ของควำมเคน้ (Stress Concentrations) และควำมไม่ต่อเนื่องของควำมเคน้ขึน้ ซึง่จะ
ท ำใหเ้กดิปัญหำกำรแยกชัน้ของวสัดุและกำรลื่นไถลบรเิวณผวิสมัผสั (Delamination and Slipping) 

ในอดีตที่ผ่ำนมำพบว่ำมีนักวิจยัหลำยกลุ่มท ำกำรศึกษำกำรวิเครำะห์กำรสัน่สะเทือนและ
ค่ำควำมถี่ธรรมชำตขิองคำนที่ใชว้สัดุ Functionally Graded Material (FGM) เชงิตวัเลข อำทเิช่น 
ในปี ค.ศ. 2005 Kobayashi et al [1] ไดท้ ำกำรศกึษำกำรสัน่สะเทอืนของคำนรปูทรงเรขำคณิตทีม่ี
ปลำยยดึแน่นทัง้สองด้ำน จำกกำรศกึษำพบว่ำ มกีำรแตกร้ำวที่บรเิวณด้ำนบนของคำน ซึ่งกำร
แตกร้ำวดังกล่ำวมีอิทธิพลมำจำกค่ำควำมถี่ธรรมชำติและผลจำกรูปร่ำงโหมดที่สอดคล้อง  
ในปี ค.ศ. 2009 Sina et al [2] เสนอทฤษฎีคำนรูปแบบใหม่ซึ่งได้ร ับกำรพัฒนำส ำหรับคำน 
คอมโพสิต ถูกน ำมำใช้ส ำหรบักำรวิเครำะห์กำรสัน่สะเทือนอย่ำงอิสระของคำน FGM สมกำร 
กำรเคลื่อนที่ได้มำจำกหลกักำรของแฮมลิตนั ผลกำรวจิยัพบว่ำ ค่ำที่ได้มคีวำมแตกต่ำงเลก็น้อย
ส ำหรบัควำมถีธ่รรมชำต ิจำกทฤษฎกีำรเปลีย่นรปูแบบแรงเฉือนล ำดบัทีห่นึ่งแบบดัง้เดมิ และรปูรำ่ง
โหมดที่สอดคล้องของทัง้สองวธินีัน้เหมอืนกนั ในปี ค.ศ. 2010 Simsek and Kocaturk [3] ศกึษำ
คุณลักษณะกำรสัน่สะเทือนอิสระและบังคับ แบบพฤติกรรมไดนำมิกของคำน FGM โดยใช ้
ทฤษฎีคำนรูปแบบต่ำง ๆ โดยมีแรงกระท ำเคลื่อนที่ และคุณสมบตัิวสัดุของคำนถูกสมมุติว่ำมี 
กำรเปลี่ยนแปลงอย่ำงต่อเนื่องในทศิทำงของควำมหนำตำมกฎเลขชี้ก ำลงัหรอืรูปแบบกฎก ำลงั 
ผลกำรวจิยัพบว่ำ ปัจจยัจำกผลของ Shear Deformation กำรกระจำยตวัของวสัดุ รวมทัง้ควำมเคน้
ที่เกดิขึ้นในคำนได้ถูกเปรยีบเทยีบกบัผลจำกงำนวจิยัที่ผ่ำนมำนัน้ พบว่ำมคีวำมสอดคล้องกนัด ี
และสำมำรถยนืยนัถงึผลกระทบของปัจจยัดงักล่ำวขำ้งต้นทีม่ ีต่อผลเฉลยของกำรสัน่สะเทอืนของ
คำนแบบ FGM ในปี ค.ศ. 2019 Gao et al [4] ได้น ำเสนอวิธี Hybrid Chebyshev Surrogate 
Model with Discrete Singular Method เพื่อท ำกำรวเิครำะหพ์ฤตกิรรมทำงพลศำสตรข์องคำนเชงิ
ประกอบแบบ FGM ที่มคีุณสมบตัิวสัดุที่ไม่แน่นอน จำกกำรศกึษำพบว่ำควำมไม่แน่นอนของค่ำ
โมดูลสัยดืหยุ่นเป็นพำรำมเิตอร ์ทีม่ผีลกระทบต่อพฤตกิรรมทำงพลศำสตรข์องคำนมำกทีสุ่ด  ในปี 
ค.ศ. 2022 Nguyen et al [5] ท ำกำรวเิครำะห์พฤตกิรรมกำรโก่งเดำะ กำรดดัและกำรสัน่สะเทอืน
ของคำนเชงิประกอบแบบ FGM ดว้ยกำรใชท้ฤษฎแีรงเฉือนแบบสองตวัแปรอย่ำงง่ำย (A Simple 
Two-Variable Shear Deformation Theory) และได้อธิบำยถึงผลกระทบของรูพรุน ลักษณะ 
กำรกระจำยคุณสมบตัขิองวสัดุและควำมเครยีดเฉือนต่อค่ำของควำมถี่ธรรมชำต ิน ้ำหนักบรรทุก
วิกฤต กำรโก่งตัวของคำนและควำมเค้นที่เกิดขึ้น  ในปี ค.ศ. 2022 Al-Zahrani et al [6] ได้
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ท ำกำรศกึษำวเิครำะหก์ำรสัน่สะเทอืนควำมถีธ่รรมชำตใินระนำบ 2 มติ ิของ Functionally Graded 
Strip Beam ซึ่งมคีุณสมบตัิโมดูลสักำรเปลี่ยนแปลงของวสัดุทัง้ตำมแนวแกน และตำมควำมลึก  
ของหน้ำตดั โดยใช้วิธีไฟไนท์เอลิเมนต์ (โปรแกรมส ำเร็จรูป ANSYS) จำกผลกำรศึกษำพบว่ำ 
คุณสมบตัิโมดูลสักำรเปลี่ยนแปลงของวสัดุตำมแนวแกนจะมผีลต่อค่ำควำมถี่ธรรมชำติมำกกว่ำ
คุณสมบตัโิมดลูสักำรเปลีย่นแปลงของวสัดุตำมควำมลกึของหน้ำตดั 

นอกจำกนี้ วสัดุเชงิประกอบแบบ FGM ยงัมคีุณสมบตัิโดดเด่นอีกหลำยด้ำน เช่น มคีวำม
แขง็แรงสงู น ้ำหนักเบำ และมคีวำมตำ้นทำนควำมรอ้นสงู เป็นตน้ ดว้ยคุณสมบตัดิงักล่ำวจงึท ำให้
วสัดุเชงิประกอบแบบ FGM ถูกน ำไปประยุกต์ใช้งำนอย่ำงแพร่หลำย ไม่ว่ำจะเป็นด้ำนวศิวกรรม
กำรบนิและอำกำศ วศิวกรรมยำนยนต์ วศิวกรรมไฟฟ้ำ ชวีกำรแพทย์ และกำรน ำมำใช้เป็นวสัดุ
ทำงเลอืกทีใ่ชใ้นงำนโครงสรำ้ง เป็นตน้ [7-9] 

กำรศกึษำพฤตกิรรมของโครงสรำ้งทีท่ ำจำกวสัดุเชงิประกอบแบบ FGM จงึเป็นสิง่ทีน่่ำสนใจ
อย่ำงมำก เนื่องจำกได้น ำขอ้ดขีองวสัดุทัง้สองชนิดมำใช้ประโยชน์ร่วมกนั ถึงแม้ว่ำจะมงีำนวจิยั
จ ำนวนมำกทีศ่กึษำพฤตกิรรมของคำนเชงิประกอบแบบ FGM ทีม่กีำรแปรผนัคุณสมบตัขิองวสัดุ
ตำมทิศทำงควำมลึก หรือตำมทิศทำงแนวแกนของหน้ำตัด (Axially FGM) อย่ำงใดอย่ำงหนึ่ง 
แต่กำรเสนอแบบจ ำลองเชงิประกอบแบบ FGM ที่มกีำรแปรผนัคุณสมบตัขิองวสัดุทัง้สองทศิทำง 
(Bi-Directional FGM) นัน้ยงัมีจ ำนวนไม่มำกนัก งำนวิจัยในครัง้นี้จึงมุ่งเน้นไปที่กำรวิเครำะห์ 
กำรสัน่สะเทอืนแบบอสิระ (Free Vibrations) ของคำนเซลลูล่ำรท์ีใ่ชว้สัดุเชงิประกอบแบบ FGM ใน
สองมิติด้วยวิธีเชิงตัวเลข (Two-Dimensional Numerical Analysis) เพื่อศึกษำผลกระทบของ 
กำรเปลีย่นแปลงคุณสมบตัขิองวสัดุในสองทศิทำงด้วยระเบยีบวธิไีฟไนทเ์อลเิมนต ์(Finite Element 
Method) โดยท ำกำรก ำหนดใหก้ำรเปลี่ยนแปลงโมดูลสัยดืหยุ่นและควำมหนำแน่นของวสัดุอยู่ใน  
รปูฟังกช์นัทีข่ ึน้อยูก่บัต ำแหน่งของคำนโดยตรง 

 
2. การวิเคราะหก์ารสัน่สะเทือน (Vibration Analysis) 

สมกำรในรูปแบบแขง็ (Strong Form) ของว ิธ ีไฟไนท์เอล ิเมนต์ส ำหรบักำรว ิเครำะห์
ปัญหำทำงพลศำสตร์ในสองมิติ (2D Elastic Dynamics) ภำยหลงัจำกกำรใส่สมกำรเงื่อนไข
ขอบของกำรเคลื่อนที่ (Dirichlet BCs) และแรงกระท ำ (Neumann BCs) โดยอำศยัหลกัของ
กำรเปลี่ยนรูปร่ำงเสมือน (Principle of Virtual Displacement) แล้วนัน้ จะเปลี่ยนไปอยู่ใน
รูปแบบอ่อน (Weak Form) ที่สำมำรถแสดงได้ดงัสมกำรที่ (1) 

 
 ∫ 𝜌𝛿uü𝑑Ω

Ω

+ ∫ 𝛿𝜀𝜎𝑑Ω

Ω

= ∫ 𝛿ut̅

Γ𝑁

𝑑Γ + ∫ 𝛿ub𝑑Ω

Ω

 (1) 
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เมื่อ 𝛿u และ 𝛿𝜀 หมำยถึงกำรเคลื่อนที่และควำมเครยีดเสมือนตำมล ำดบั อำศยัเทคนิค
กำรแบ่งออกเป็นส่วนย่อย ๆ (Discretization) ด้วยวิธีเศษถ่วงน ้ำหนักตกค้ำงของกำเลอร์คนิ 
(Galerkin Weighted Residual Method) Weak Form ในสมกำรที่ (1) จะถูกเปลี่ยนรูปไป
เป็นระบบสมกำรซึ่งสำมำรถแสดงให้อยู่ในรูปของสมกำรสญัลกัษณ์เมทริกซ์  ได้เป็น 
 
 Mü + Cu̇ + Ku = F (2) 
 

เมื่อ  M คือเมทริกซ์ของมวล (Mass Matrix) และ C คือ เมทริกซ์ของแรงต้ำนทำนกำร
สัน่สะเทือน (Damping Matrix)   

 
 M = ∫ 𝑁𝑇𝜌𝑁𝑑Ω

Ω

 (3) 

 
 C = ∫ 𝑁𝑇𝑐𝑁𝑑Ω

Ω

 (4) 

 
โดยที่ K ค ือสติฟเนสเมทร ิกซ์หลกัของระบบ F และ  u ค ือเวคเตอร ์ของแรงกระท ำ

ภำยนอกและกำรเปลี ่ยนต ำแหน่งของโหนดตำมล ำดบั เครื่องหมำยจุดด ้ำนบนตวัแปร  
u หมำยถึงล ำดบัของอนุพนัธ์เทียบกบัเวลำของกำรเปลี่ยนต ำแหน่งนัน่เอง  

ส ำหรบักำรวเิครำะห์กำรสัน่สะเทือนเพื่อหำค่ำควำมถี่ธรรมชำติ (Natural Frequencies) 
รวมถึงรูปร่ำงที่สอดคล้องกบัควำมถี่ดงักล่ำว (Mode Shapes) นัน้ เทอมที่เกี่ยวข้องกบัแรง
ภำยนอกและแรงต้ำนทำนกำรสัน่สะเทือนจะถูกก ำจดัออกไปจำกสมกำรที่ (2) และสำมำรถ
ลดรูปลงเป็นสมกำรอนุพนัธ์แบบเอกพนัธ์ (Homogeneous Differential Equation) ได้ดงั
สมกำรที่ (5) 
 
 K̅u̅ + Mü̅ = 0 (5) 

 
สมกำรที่ (5) ดงักล่ำวมีผลเฉลยทัว่ไปในรูปของสมกำรเอ็กโปเนนเชยีลที่เป็นฟังก์ชัน่

ของเวลำและควำมถี่เชิงมุม (𝜔; Angular Frequency)  
 

 u = U exp (𝑗𝜔𝑡) (6) 
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โดยที่ 𝑗 = √−1 และ U คือขนำดของกำรเคลื่อนที่ของโหนด (Amplitude of Displacement) 
นัน่เอง หำกน ำผลเฉลยทัว่ไปในสมกำรที่ (6)  แทนค่ำกลบัลงไปในสมกำรอนุพนัธ์ล ำดบัสอง
ข้ำงต้น จะท ำให้สมกำรเปลี่ยนเป็นสมกำร Eigenvalue Problems ซึ่งสำมำรถเขยีนแสดง
ใหม่ได้ดงัสมกำรที่ (7) นัน่เอง ถ้ำทรำบค่ำของ 𝜔 ก็จะสำมำรถค ำนวณค่ำควำมถี่ธรรมชำติ
และรูปร่ำงโหมดที่สอดคล้องได้ 
 

 (K̅ − 𝜔2M)ü̅ = 0 (7) 
 
เมื่อ 𝜔 = √𝑘/𝑚 คือควำมถี่เชิงมุม (Angular Frequency) ในหน่วย rad/sec 

 
3. วสัดเุชิงประกอบแบบ FGM (Functionally Graded Materials) 

วสัดุเชงิประกอบแบบ FGM ไดร้บักำรเสนอครัง้แรกในชว่งทศวรรษ 1980 โดยนกัวทิยำศำสตร์
ชำวญีปุ่่ น เพื่อใชใ้นงำนกำรบนิอวกำศ จำกสำเหตุทีว่สัดุคอมโพสติแบบดัง้เดมิทีล่องใชใ้นโครงกำร
ลม้เหลวเนื่องจำกกำรแยกตวั (Delamination) และกำรหลุดลอก (Salling) ของวสัดุโลหะกบัเซรำมกิ
ที่ใช้และปัญหำเกี่ยวกบัควำมเสยีหำยในรูปแบบกำรแตกร้ำว (Cracking) ได้มกีำรพฒันำวสัดุที่
สำมำรถทนต่อควำมแตกต่ำงของอุณหภูมทิี่สูงได้ โดยได้คน้พบว่ำปัญหำเหล่ำนัน้มกัเกดิขึน้จำก
ควำมไม่ต่อเนื่องของส่วนผสมจงึท ำใหเ้กดิควำมเคน้สะสมในระหว่ำงชัน้ส่วนผสม กำรท ำใหส้่วน
เชื่อมต่อระหว่ำงวสัดุสองชนิดด้วยส่วนต่อประสำนแบบค่อยเป็นค่อยไป จะสำมำรถแก้ไขปัญหำ
ดงักล่ำวได้ จำกแนวควำมคดิดงักล่ำวขำ้งต้น ท ำใหม้กีำรพฒันำวสัดุคอมโพสติชนิดใหม่ ๆ โดย
ทดลองใส่วสัดุชนิดทีส่องเขำ้ไปในวสัดุหลกัเพื่อใหว้สัดุชนิดทีส่องค่อยๆ เพิม่ขึน้เป็นเปอรเ์ซน็ต์ใน
วัสดุหลักจำก 0% เป็น 100% ด้วยวิธีอินเทอร์เฟซและพัฒนำกระบวนกำรสร้ำงวัสดุสมบัติ 
เชงิฟังกช์นั ทีเ่รยีกกนัในทีสุ่ดวำ่ Functionally Graded Materials (FGM) ดงัแสดงในรปูที ่1 
 

  
(a) วสัดุคอมโพสิตลามิเนตแบบดัง้เดิม (b) วสัดุเชิงประกอบแบบ FGM 

รปูท่ี 1  การกระจายสดัส่วนของคุณสมบติัวสัดุ [10] 
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เมื่อพิจำรณำคำนแบบออยเลอร์-เบอร์นูลี่ (Euler–Bernoulli) ที่มีหน้ำตัดสม ่ำเสมอซึ่งม ี
ควำมยำว L ควำมกว้ำง b และควำมสูง h ในระบบพิกัดคำร์ทีเชียนโคออร์ดิเนต x, y, z ที่ม ี
จุดก ำเนิดดำ้นซำ้ยตรงกึง่กลำงควำมสงูของคำน และใชว้สัดุเชงิประกอบแบบ FGM ซึง่มคี่ำโมดูลสั
ควำมยดืหยุ่นไม่คงที่ โดยจะแปรผนัอย่ำงต่อเนื่องและมทีศิทำงในกำรแปรผนัคุณสมบตัขิองวสัดุ
เช่น โมดูลสัยดืหยุ่น ควำมหนำแน่นของวสัดุ อตัรำส่วนปัวซอง สมัประสทิธิก์ำรถ่ำยเทควำมรอ้น 
เป็นตน้ เป็นไปได้ใน 3 รปูแบบดว้ยกนัคอื แปรผนัตำมควำมยำวของคำน (รปูที ่2(a)) แปรผนัตำม
ควำมลกึหรอืตำมขวำงของหน้ำตดัคำน (รูปที่ 2(b)) และแปรผนัสองทศิทำงทัง้ตำมแนวแกนและ
ตำมควำมลกึของหน้ำตดัคำน (รปูที ่2(c)) 
 

  
(a) แปรผนัตามความยาวแนวแกน (b) แปรผนัตามความลึก 

 
(c) แปรผนัทัง้ 2 ทิศทาง 

รปูท่ี 2 การแปรผนัคณุสมบติัของวสัดุเชิงประกอบ FGM 
 
โดยในงำนวิจยัครัง้นี้ จะใช้วสัดุเชิงประกอบแบบ FGM ที่กระจำยคุณสมบตัิของวสัดุแบบ

สองทศิทำง (Bi-Directional FGM) ตำมรูปที่ 2(c) ทัง้ในทศิทำงตำมยำว (ทศิทำง x) และตำมขวำง 
(ทศิทำง z) ของหน้ำตดัวสัดุ ดว้ยเหตุนี้ค่ำโมดลูสัควำมยดืหยุ่น (𝐸) และควำมหนำแน่น (𝜌) ของคำน 
BDFGM ซึง่แปรผนัของวสัดุตำมทศิทำงควำมยำวของคำนจะถูกจ ำลองดว้ยสมกำรเอก็ซโ์ปเนนเชยีล
ซึง่ถูกควบคุมดว้ยดชันีกำรแปรผนั (Gradient index) 𝛽 และควำมแปรผนัตำมทศิทำงควำมหนำของ
คำนจะถูกจ ำลองโดยใช้สมกำรกฎของก ำลงั (Power Law) ที่ควบคุมโดยดชันีกำรแปรผนั 𝑘 [11] 
สมกำรทีแ่สดงกำรกระจำยตวัคุณสมบตัขิองวสัดุทัง้สองทศิทำงส ำหรบังำน  วจิยัในครัง้นี้ แสดงได้ 
ดงัสมกำรที ่(8) และสมกำรที ่(9) ส ำหรบัโมดลูสัควำมยดืหยุน่ และควำมหนำแน่น ตำมล ำดบั  
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𝐸(𝑥, 𝑦) = 𝑒

𝛽
𝐿

𝑥[𝐸𝑧(
2𝑧 + ℎ

2ℎ
)𝑘 + 𝐸𝑎 {1 − (

2𝑧 + ℎ

2ℎ
)𝑘}] (8) 

 
 

𝜌(𝑥, 𝑦) = 𝑒
𝛽
𝐿

𝑥[𝜌𝑧(
2𝑧 + ℎ

2ℎ
)𝑘 + 𝜌𝑎 {1 − (

2𝑧 + ℎ

2ℎ
)𝑘}] (9) 

 
เมื่อ 𝐸𝑧 และ 𝜌𝑧 คอื โมดูลสัควำมยดืหยุ่นและควำมหนำแน่นของเซอร์โคเนีย ณ ต ำแหน่ง

มุมซำ้ยบน (𝑧 = +
ℎ

2
) และ 𝐸𝑎 และ 𝜌𝑎 คอื โมดลูสัควำมยดืหยุ่นและควำมหนำแน่นของอลูมเินียม

ทีม่มุซำ้ยล่ำง (𝑧 = −
ℎ

2
) ตำมล ำดบั ℎ คอืควำมหนำ และ 𝐿 คอืควำมยำวของคำน 

จำกตำรำงที ่1 ในกรณีนี้ใชว้สัดุแบบ BDFGM โดยม ีAluminum อยู่ดำ้นล่ำงและ Zirconia อยู่
ดำ้นบน เมือ่พจิำรณำถงึคำนทีม่คีวำมยำว L = 5 เมตร และควำมหนำ h = 1 เมตร กำรเปลีย่นแปลง 
Elastic Modulus ที่ค่ำดัชนีกำรแปรผนัต่ำง ๆ ควำมแปรผนัของวสัดุภำยในขอบเขตของคำน 
BDFGM ที่เป็นไปตำมกฎก ำลงัระหว่ำงขอบเขตควำมหนำ − ℎ

2
< 𝑧 < +

ℎ

2
 และในเวลำเดยีวกนั 

กฎเอก็ซ์โปเนนเชยีลภำยในขอบเขตแกน −0 < 𝑥 < 𝐿 ตำมล ำดบั ลกัษณะกำรกระจำยตวัควำม
เขม้ขน้ของ Aluminum และ Zirconia ตำมสมกำรที ่(8) และสมกำรที ่(9) ตลอดพืน้ทีห่น้ำตดัคำนที่
ศกึษำ สำมำรถแสดงไดด้งัรปูที ่3 
 

  
(a) ค่า 𝜷 = 𝒌 = 0.2 (b) ค่า 𝜷 = 𝒌 = 0.4 

  
(c) ค่า 𝜷 = 𝒌 = 1.0 (d) ค่า 𝜷 = 𝒌 = 2.0 

รปูท่ี 3 การเปล่ียนแปลงโมดูลสัยืดหยุ่นเมื่อค่า 𝜷 = 𝒌 = 0.2, 0.4, 1.0, 2.0 
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4. วิธีการและผลการวิจยั 
งำนวิจัยนี้ เป็นกำรวิเครำะห์ปัญหำควำมถี่ธรรมชำติของคำนเซลลูล่ำร์ (Cellular Beam) 

ภำยใต้สมมุติฐำนของควำมเค้นในระนำบ 2 มิติ ที่มีควำมยำว 5 เมตร สูง 1 เมตร (อตัรำส่วน 
ควำมยำวต่อควำมสูงคำนเท่ำกบั 5:1) คำนมรีูเจำะจ ำนวนทัง้สิน้ 5 รู ตำมควำมยำวของคำน โดย
รูเจำะมขีนำดเส้นผ่ำนศูนย์กลำง ขนำด 0.7 เมตร คำนเซลลูล่ำร์เชงิประกอบแบบ FGM ส ำหรบั
งำนวิจัยในครัง้นี้  ถูกก ำหนดให้ใช้วสัดุสองชนิด คือ อลูมิเนียม  (Aluminum) และ เซอร์โคเนีย 
(Zirconia) โดยค่ำโมดลูสัควำมยดืหยุ่นของวสัดุ (Young’s modulus) และควำมหนำแน่น (Density) 
แปรผนัไปในทศิทำงตำมควำมยำวและควำมหนำของวตัถุ (Bi-Directional Functionally Graded 
Material) ดงัแสดงในสมกำรที่ (8) และสมกำรที่ (9) โดยก ำหนดให้อัตรำส่วนปัวซองมีค่ำคงที่
เท่ำกบั 0.28 เนื่องจำกกำรแปรผนัทีส่่งผลต่อกำรวเิครำะห์ทัง้แบบสถติยศำสตร์และพลศำสตร์นัน้
น้อยกว่ำกำรแปรผนัของโมดูลสัยืดหยุ่น [12] คุณสมบตัิวสัดุของคำน แสดงในตำรำงที่ 1 กรณี
ตวัอย่ำงนี้ก ำหนดใหเ้ป็นคำนอย่ำงงำ่ย (Simple Beam) ทีม่ฐีำนรองรบั (Support) ทีป่ลำยคำนทำง
ด้ำนซ้ำยเป็นแบบยึดหมุน (Hinged Support) และในขณะที่ปลำยคำนด้ำนขวำมือแบบลูกกลิ้ง 
(Roller Support) ดงัแสดงไว้ในรูปที่ 4 
 

 
รปูท่ี 4 โมเดลของคานเซลลูล่าร์ 

 
ตารางท่ี 1  คณุสมบติัของวสัด ุ

คณุสมบติั 
(Properties) 

หน่วย 
(Unit) 

อลมิูเนียม 
(Aluminum: Al) 

เซอรโ์คเนีย 
(Zirconia: ZrO2) 

𝐸 GPa 70 200 
𝜌 kg/m3 2702 5700 
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4.1 Mesh Convergence 
โดยทัว่ไปแล้วกำรสร้ำงโครงตำข่ำยด้วยขนำดที่ละเอยีดจะท ำใหผ้ลลพัธ์ที่ได้เขำ้ใกล้ Exact 

Solution แต่เวลำที่ใช้ในกำรค ำนวณก็มำกขึ้นเช่นกันส ำหรบัปัญหำขนำดใหญ่ ดงันัน้จ ำต้องมี 
กำรเลือกขนำดโครงตำข่ำยให้มีควำมเหมำะสมเพื่อลดเวลำของกำรค ำนวณในขณะที่ย ังคงมี 
ควำมแม่นย ำของผลลพัธ์ในระดบัที่ยอมรบัได้ สำมำรถท ำได้ด้วยกำรพจิำรณำขนำดที่ลดลงของ
โครงตำขำ่ย (Element Size) กบักำรเปลีย่นแปลงค่ำควำมถีธ่รรมชำตใินแต่ละโหมดรปูร่ำง (Mode 
Shapes) ดังแสดงในตำรำงที่ 2 ซึ่งมีกำรลู่ เข้ำหำผลเฉลยที่ขนำดของโครงตำข่ำยมีค่ำเป็น 
0.0015625 มม. ซึง่จะไดน้ ำไปใชส้ ำหรบักำรวเิครำะหค์ำ่ควำมถีธ่รรมชำตใินหวัขอ้ต่อไป 

 
ตารางท่ี 2  ขนาดโครงตาข่ายท่ีเหมาะสมท่ีท าให้ความถ่ีธรรมชาติลู่เข้าหาผลเฉลย 

Ele. Size 
(mm.) 

ความถ่ีธรรมชาติ (รอบต่อวินาที) 
Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4 

0.025 8.1435 14.6970 22.7410 35.9940 
0.0125 8.0529 14.2810 22.4580 35.5730 
0.00625 7.9635 13.9050 22.1800 35.1580 
0.003125 7.9118 13.7010 22.0200 34.9180 
0.0015625 7.8754 13.5630 21.9070 34.7500 
0.00078125 7.8754 13.5629 21.9031 34.7498 

 
4.2 Model Validation 

เนื่องจำกไม่สำมำรถหำค่ำผลเฉลยแม่นตรงทำงทฤษฎี (Close-to-Exact Solution) ของคำน
ตวัอย่ำงที่มีคุณสมบตัิวสัดุแบบ BDFGM นี้ได้ จึงต้องสร้ำงแบบจ ำลองของปัญหำส ำหรบัใช้ใน 
กำรตรวจสอบแบบจ ำลอง BDFGM ที่สรำ้งขึน้ โดยก ำหนดใหว้สัดุส ำหรบัตรวจสอบ มคีุณสมบตัิ 
Isotropic ที่มีค่ำโมดูลัสยืดหยุ่น  (Elastic Modulus) และอัตรำส่วนปัวซอง (Poisson’s Ratio) ม ี
ค่ำเป็น 30 GPa และ 0.28 ตำมล ำดับ สำมำรถท ำได้โดยกำรก ำหนดค่ำดัชนีกำรแปรผันทัง้
สองทศิทำงในสมกำรที ่(8) และสมกำรที ่(9) ใหม้คี่ำเท่ำกบัศูนย ์เพื่อเปรยีบเทยีบควำมถีธ่รรมชำติ
จ ำนวน 6 ค่ำแรกที่ได้จำกกำรวเิครำะห์กบัค่ำที่อ้ำงอิงจำก [13] ผลกำรเปร ียบเทยีบดงักล่ำว 
แสดงไว้ในตำรำงที่ 3 ควำมถี่ธรรมชำตทิัง้หกล ำดบัซึ่งไดจ้ำกกำรวเิครำะหก์บัค่ำอ้ำงองินัน้ ไม่มี
ควำมแตกต่ำงกนัอย่ำงมีนัยส ำคญั โดยค่ำควำมถี่ธรรมชำติล ำดบัแรกมำก มคีวำมคลำดเคลื่อน
เพยีง 3.78 เปอรเ์ซน็ต ์เท่ำนัน้ 
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ตารางท่ี 3  ความถ่ีธรรมชาติ 6 ล าดบัแรกเปรียบเทียบกบัค่าอ้างอิง 

 ความถ่ีธรรมชาติ (รอบต่อวินาที) 
Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4 Mode 5 Mode 6 

COMSOL 154.98 621.67 970.24 1269.40 1803.80 2183.10 
Ref [13] 149.30 597.80 931.10 1221.30 1732.80 2095.80 
Error % 3.78 3.99 4.20 3.94 4.10 4.17 

 
ในกรณีของรูปร่ำงโหมด (Mode Shapes) 4 ล ำดับแรกที่ได้จำกกำรวิเครำะห์นัน้ ผลกำร

ตรวจสอบแบบจ ำลองที่เสนอ ใหรู้ปร่ำงที่สอดคล้องกนักบัผลจำกกำรอ้ำงองิ  [13] และเป็นรูปร่ำง
โหมดทีเ่กดิขึน้ไดจ้รงิ ดงัแสดงในรปูที ่5 
 

  
(a) Mode Shape 1 (b) Mode Shape 2 

  
(c) Mode Shape 3 (d) Mode Shape 4 

รปูท่ี 5 Mode Shapes 4 ล าดบัแรกท่ีเกิดขึ้น 
 

4.3 ผลการวิเคราะหเ์ชิงตวัเลข (Numerical Results) 
ผลจำกกำรวเิครำะห์เชงิตวัเลขส ำหรบัคำนเซลลูล่ำร์อย่ำงง่ำยในระนำบสองมติิซึ่งประกอบ  

ไปด้วยวสัดุผสมระหว่ำงอลูมเินียมและเซอร์โคเนียที่มกีำรแปรผนัในสองทศิทำงโดยค่ำดชันีกำร  
แปรผันของวัสดุตำมควำมยำวแนวแกน (𝛽) และตำมควำมลึกของคำน (𝑘) มีค่ำอยู่ระหว่ำง 
0.2 < 𝛽 < 2 และ 0.2 < 𝑘 < 2 ตำมล ำดับ  ท ำกำรค ำนวณค่ำควำมถี่ธรรมชำติ  (Natural 
Frequencies) ใน 3 ล ำดบัแรกทีเ่ป็นผลมำจำกกำรเปลีย่นแปลงของค่ำดชันีกำรแปรผนั โดยผลกำร
วเิครำะหด์งักล่ำว แสดงไวใ้นตำรำงที ่4 ถงึ 6 ตำมล ำดบั 
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เมื่อค่ำดชันีกำรแปรผนัของวสัดุตำมแนวแกน 𝛽 มคี่ำเพิม่ขึน้นัน้ พบว่ำค่ำควำมถี่ธรรมชำติ
สำมล ำดบัแรกของคำนเซลลูล่ำร์มคี่ำลดลง และในขณะเดยีวกนั ค่ำดชันีกำรแปรผนัของวสัดุตำม
ควำมลกึ 𝑘 มแีนวโน้มทีส่ง่ผลต่อค่ำควำมถีธ่รรมชำตขิองคำนในลกัษณะเดยีวกนัเมื่อคุณสมบตัขิอง
คำนมกีำรเปลีย่นจำกอลูมเินียม (ดำ้นซ้ำยมอืของคำน) ไปเป็นเซอร์โคเนีย (ดำ้นขวำมอืของคำน) 
ซึ่งดูจะไม่สอดคล้องกับควำมจริงที่ว่ำควำมถี่ธรรมชำติจะเพิ่มขึ้นเมื่อค่ำโมดูลัสยืดหยุ่น  
และควำมแขง็แกร่ง (Rigidity) ของคำนมคี่ำเพิม่ขึน้ อย่ำงไรก็ตำม ในกรณีศกึษำครัง้นี้ มวลหรอื
ควำมหนำแน่นของวสัดุมคี่ำไม่คงที่หำกแต่เพิม่ขึน้ตำมค่ำดชันีของกำรแปรผนัด้วยเช่นเดยีวกนั 
หำกพิจำรณำโดยอำศยัทฤษฎีของกำรสัน่สะเทือนที่กล่ำวว่ำ ควำมถี่ของกำรสัน่สะเทือนเป็น  
ปฎิภำคโดยตรงกบัโมดูลสัยดืหยุ่นและควำมแขง็แกร่งของวสัดุ แต่ในขณะเดยีวกนัก็เป็นปฎิภำค
ผกผนักบัมวลหรอืควำมหนำแน่นของวสัดุ [14] จำกหลกัควำมจรงิขอ้นี้ อำจกล่ำวได้ว่ำ ควำมถี่
ธรรมชำตขิองกำรสัน่สะเทอืนแบบอสิระทีเ่พิม่ขึน้จำกกำรเพิม่ของโมดูลสัยดืหยุ่นจะถูกหกัล้ำงกบั
ค่ำทีล่ดลงอนัเนื่องมำจำกมวลหรอืควำมหนำแน่นทีม่ำกขึน้ เมื่อพจิำรณำค่ำควำมถี่ธรรมชำตจิำก
ตำรำงที่ 4 ถงึ 6 นัน้พบว่ำ กำรเพิม่ขึน้ของควำมหนำแน่นวสัดุ FGM นัน้ ส่งผลต่อกำรลดลงของ
คำ่ควำมถีธ่รรมชำตขิองคำนเซลลลู่ำรม์ำกกว่ำกำรเพิม่ขึน้ของคำ่โมดลูสัยดืหยุน่อยำ่งชดัเจน 
 
ตารางท่ี 4  ความถ่ีธรรมชาติล าดบัแรก (Hz) 

𝜷 
𝒌 

0.2 0.4 0.6 0.8 1 2 
0.2 80.62 79.23 77.50 75.46 73.15 59.24 

0.4 80.22 78.81 77.06 74.99 72.66 58.70 

0.6 79.77 78.34 76.56 74.47 72.12 58.11 

0.8 79.28 77.82 76.01 73.90 71.53 57.49 

1 78.75 77.26 75.43 73.29 70.90 56.83 

2 75.62 73.96 71.98 69.73 67.24 53.16 
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ตารางท่ี 5  ความถ่ีธรรมชาติล าดบัสอง (Hz) 

𝜷 
𝒌 

0.2 0.4 0.6 0.8 1 2 
0.2 145.95 141.72 137.37 132.92 128.38 104.90 

0.4 142.08 137.98 133.77 129.48 125.09 102.39 

0.6 138.35 134.38 130.33 126.18 121.95 100.02 

0.8 134.76 130.94 127.03 123.04 118.97 97.77 

1 131.34 127.66 123.90 120.06 116.14 95.67 

2 116.65 113.67 110.62 107.49 104.28 87.02 
 
ตารางท่ี 6  ความถ่ีธรรมชาติล าดบัสาม (Hz) 

𝜷 
𝒌 

0.2 0.4 0.6 0.8 1 2 
0.2 227.02 224.89 222.06 218.54 214.40 186.31 

0.4 226.10 223.98 221.16 217.65 213.52 185.49 

0.6 225.34 223.23 220.42 216.92 212.79 184.81 

0.8 224.73 222.63 219.82 216.33 212.21 184.25 

1 224.27 222.18 219.37 215.88 211.76 183.83 

2 223.73 221.68 218.90 215.43 211.31 183.37 

 
ส ำหรบัอตัรำกำรลดลงของควำมถี่ธรรมชำตทิัง้สำมกรณีนัน้ สำมำรถพจิำรณำได้จำกกรำฟ 

รปูที ่6 ทีแ่สดงถงึผลกระทบของดชันีกำรแปรผนัทีม่ตี่ออตัรำกำรลดลงของควำมถีธ่รรมชำตทิัง้สำม
ล ำดบัแรก จำกกรำฟสำมำรถจ ำแนกไดเ้ป็น 2 ช่วงคอื ช่วงท่ีดชันีการแปรผนัมีค่าน้อยกว่าหรือ
เท่ากบัหน่ึงและมากกว่าหน่ึง ในช่วงแรกนี้ เมื่อ 𝛽 มคี่ำแปรผนัเพิม่ขึน้จำก 0.2-1.0 และพจิำรณำ
ส ำหรบัแต่ละค่ำของ 𝑘 พบว่ำอตัรำกำรลดลงเมื่อ 𝛽, 𝑘 = 1.0 นัน้มคี่ำใกล้เคยีงกนัส ำหรบัควำมถี่
ธรรมชำตสิำมล ำดบัคอื 0.89, 2.44 และ 0.31 เปอรเ์ซน็ตต์ำมล ำดบั ในขณะทีเ่มื่อค่ำของ 𝑘 แปรผนั
เพิม่ขึน้และพจิำรณำส ำหรบัแต่ละค่ำของ 𝛽 นัน้พบว่ำ มคี่ำเท่ำกบั 3.26, 3.28 และ 2.0 เปอรเ์ซน็ต์
ตำมล ำดบั 
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(a) ผลกระทบของดชันีการแปรผนัต่อความถ่ีธรรมชาติล าดบัแรก 

 
(b) ผลกระทบของดชันีการแปรผนัต่อความถ่ีธรรมชาติล าดบัท่ีสอง 

รปูท่ี 6 ผลกระทบของดชันีการแปรผนัต่ออตัราการลดลงของความถ่ีธรรมชาติ 
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(c) ผลกระทบของดชันีการแปรผนัต่อความถ่ีธรรมชาติล าดบัท่ีสาม 

รปูท่ี 6 ผลกระทบของดชันีการแปรผนัต่ออตัราการลดลงของความถ่ีธรรมชาติ (ต่อ) 
 

ส ำหรบักรณีทีส่อง อตัรำกำรลดลงของควำมถีธ่รรมชำตดิงักล่ำวในช่วงที่ดชันีการแปรผนัทัง้
สองทิศทางมีค่ามากกว่าหน่ึงนัน้พบว่ำ มคี่ำที่สูงกว่ำกรณีแรก กล่ำวคอื เมื่อ 𝛽 แปรผนัเพิม่ขึน้
และพจิำรณำส ำหรบัแต่ละคำ่ของ 𝑘 อตัรำกำรลดลงเมือ่ 𝛽, 𝑘 = 2.0 นัน้ มคีำ่เท่ำกบั 6.9, 10.0 และ 
0.4 เปอร์เซน็ต์และเมื่อ 𝑘 แปรผนัเพิม่ขึน้และพจิำรณำแต่ละค่ำของ 𝛽 นัน้พบว่ำมคี่ำเท่ำกบั 20.9, 
16.55 และ 13.22 เปอร์เซน็ต์ตำมล ำดบั โดยอตัรำกำรลดลงของค่ำควำมถี่ธรรมชำตทิัง้สำมล ำดบั
แรกเมือ่ดชันีกำรแปรผนัตำมแนวแกนเพิม่ขึน้นัน้ มคีำ่น้อยกวำ่อตัรำกำรลดลงของควำมถีธ่รรมชำติ
เมื่อค่ำดชันีกำรแปรผนัตำมควำมลกึเพิม่ขึน้ หรอืกล่ำวอกีนัยหนึ่งว่ำ ดชันีกำรแปรผนัตำมควำมลกึ
ของคำนเซลลูล่ำรส์่งผลต่ออตัรำกำรลดลงของควำมถีธ่รรมชำตใินสำมล ำดบัแรกมำกกว่ำดชันีกำร
แปรผนัตำมแนวแกนอยำ่งมนียัส ำคญันัน่เอง 

 
5. สรปุและวิจารณ์ผล 

งำนวจิยันี้เป็นกำรน ำเสนอกำรวเิครำะหก์ำรสัน่สะเทอืนแบบอสิระของคำนเซลลูล่ำรใ์นระนำบ
สองมติิที่ประกอบขึ้นจำกวสัดุสองชนิดที่มกีำรแปรผนัคุณสมบตัิของวสัดุทัง้ทศิทำง (ตำมควำม
แนวแกนและตำมควำมลกึของคำน) ดว้ยวธิไีฟไนทเ์อลเิมนต์ทีป่ระกอบดว้ยโครงตำขำ่ยขนำดเลก็
มำกพอทีใ่หค้วำมแมน่ย ำของผลลพัธใ์นระดบัทีย่อมรบัได ้แต่เนื่องจำกตวัอยำ่งปัญหำไม่สำมำรถหำ
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ค่ำผลเฉลยแม่นตรงทำงทฤษฎไีด ้จงึตอ้งสรำ้งแบบจ ำลองส ำหรบัใชใ้นกำรตรวจสอบโมเดลทีส่รำ้ง
ขึน้ ผลจำกกำรตรวจสอบโมเดลทีเ่สนอกบัค่ำอำ้งองิพบว่ำมคีวำมแตกต่ำงของค่ำควำมถีธ่รรมชำติ
ล ำดบัแรกเพยีง 3.78 เปอร์เซ็นต์ เท่ำนัน้ ไม่มคีวำมแตกต่ำงกนัอย่ำงมนีัยส ำคญั และให้ผลของ
รปูรำ่งโหมดทีส่อดคลอ้งกนักบัผลกำรอำ้งองิทีเ่กดิขึน้ไดจ้รงิ 

ผลกำรศกึษำกำรวเิครำะห์ควำมถี่ธรรมชำติใน 3 ล ำดบัแรก พบว่ำ เมื่อค่ำดชันีกำรแปรผนั
คุณสมบตัิของวสัดุตำมควำมลึกที่มคี่ำเพิม่ขึ้นนัน้จะให้ค่ำควำมถี่ธรรมชำติของคำนเซลลูล่ำร์มี 
ค่ำลดลง และในขณะเดียวกันค่ำดัชนีกำรแปรผนัของวสัดุตำมแนวแกนก็ส่งผลต่อค่ำควำมถี่
ธรรมชำติของคำนในลกัษณะเช่นเดียวกนั แต่ดชันีกำรแปรผนัคุณสมบตัิตำมควำมลึกจะส่งผล  
ต่อกำรอตัรำกำรลดลงของค่ำควำมถี่ธรรมชำติมำกกว่ำดชันีกำรแปรผนัคุณสมบตัิของวสัดุตำม
แนวแกน แบบจ ำลอง BDFGM ทีเ่สนอในงำนวจิยันี้ สำมำรถน ำไปประยกุตใ์ชเ้พือ่กำรวเิครำะหแ์ละ
ออกแบบวัสดุเชิงประกอบแบบสองทิศทำงที่ประกอบด้วยวัสดุที่มีคุณสมบัติต่ำงกันมำกกว่ำ 
สองชนิดรวมทัง้วสัดุเชงิประกอบแบบสำมมติเิพื่อพจิำรณำก ำหนดค่ำควำมถี่ธรรมชำตทิีเ่หมำะสม
ส ำหรบัปัญหำทีต่อ้งกำรเพือ่ลดควำมเสีย่งของกำรเกดิเรโซแนนทต์่อไป  
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