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การประมาณคาพารามิเตอรในตัวแบบความถดถอยโลจิสติคแบบเกาซเซียนคอพพูลา 
The Parameter Estimation of Logistic Regression Model with Gaussian Copula 

สุกัญญา บญุมา 1  และ เสกสรร เกียรติสุไพบูลย 2 

บทคัดยอ 
งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงคเพื่อประมาณคาพารามิเตอรในตัวแบบความถดถอยโลจิสติคแบบเกาซเซียนคอพ 

พูลา สําหรับในกรณีที่ทราบคาปจจัยของคอพพูลา Z พบวา ตัวแบบคอพพูลาโลจิสติคนี้ คือ ตัวแบบโพรบิท ที่ตองมี 
การปรับคาตัวประมาณดวย  ρ − 1  เมื่อ  ρ  คือ คาสหสัมพันธในตัวแบบเกาซเซียนคอพพูลา และเมื่อไดทําการ 
จําลองขอมูลเพ่ือทดสอบความถูกตองในการประมาณคาพารามิเตอรในกรณีที่ทราบคาปจจัยของคอพพูลา Z และ 
ทําการทดสอบเพิ่มเติมในกรณีไมทราบคาปจจัยของคอพพูลา Z พบวา ในกรณีที่ทราบคาปจจัยของคอพพูลา Z ได 
ใหผลการประมาณที่ใกลเคียงกับคาพารามิเตอร ในทางตรงขามกรณีที่ไมทราบคาปจจัยของคอพพูลา Z ใหผลการ 
ประมาณที่คอนขางสูงกวาคาพารามิเตอร โดยเฉพาะในระดับความสัมพันธที่สูงขึ้น 

คําสําคัญ : ตัวแบบโลจิท, ตัวแบบโพรบิท, เกาซเซียนคอพพูลา, ตัวแบบโลจิสติคแบบเกาซเซียนคอพพูลา 

Abstract 
The objective of  this  research  is to estimate  the parameters of a logistic regression model with one- 

factor Gaussian copula.  When  the copula  factor Z is known, this copula  logistic regression model becomes a 
probit model.  In  this case,  the parameter estimation must be adjusted by the factor of  ρ − 1  where  ρ  is  the 
correlation  parameter  of  the Gaussian  copula.    A  simulated  data  is  generated  to  test  the  corrected  estimation 
technique when the copula factor value is known, and to test the traditional estimation technique when the copula 
factor  is  unknown. When  the  value  of  the  copula  factor  is  known,  the  corrected  estimation  technique  yields 
correct parameter values. On the other hand, when the copula factor value is unknown, the traditional regression 
estimation technique yields an overestimated parameter values. 

Keywords: Logit model, Probit model, Gaussian copula, Logistic with gaussian copula model 
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1.  บทนํา 
ในปจจุบันการวิเคราะหขอมูลดวยความถดถอยโลจิสติคไดมี 

การนํามาใชอยางแพรหลาย ในทางการแพทย ระบาดวิทยา ทาง 
ธุรกิจ การเงิน เปนตน โดยในการวิเคราะหความถดถอยโลจิสติคมี 
วัตถุประสงคเชนเดียวกันกับการวิเคราะหความถดถอยเชิงเสน 
เพียงแตตัวแปรตามในการวิเคราะหความถดถอยโลจิสติคนั้น 
เปนตัวแปรจําแนกพวกหรือตัวแปรเชิงคุณภาพ ซึ่งตัวแปรตาม 
ในแตละคาสังเกต (Observation) จะมีการแจกแจงแบบเบอรนูล 
ลีที่เปนอิสระกัน ดังนั้น ฟงกชันความนาจะเปนรวมจะเทากับผล 
คูณของฟงกชันความนาจะเปนของตัวแปรแตละคาสังเกต 
นั่นเอง สําหรับตัวแปรอิสระอาจเปนขอมูลเชิงปริมาณ หรือ 
ขอมูลเชิงคุณภาพ อยางใดอยางหนึ่งหรือทั้งสองอยาง 

จากงานวิจัยของสันติ  ธีรภัทรและเสกสรร [1] ไดศึกษาการ 
พยากรณมูลคาความเสี่ยง (Credit Value at Risk: Credit VaR) 
ซึ่งเปนการวัดความเสี่ยงที่มีความสําคัญในการจัดการดานความ 
เสี่ยงของสถาบันทางการเงินดวยความถดถอยโลจิสติค พบวา 
การประมาณคามูลคาความเสี่ยงดวยความถดถอยโลจิสติคมี 
คาประมาณต่ํากวาคาพารามิเตอรที่ควรจะเปน (Underestimate) 
ซึ่งอาจเปนไปไดวามีการระบุตัวแปรอิสระไมครบถวนหรือไม 
เพียงพอ หรืออาจเกิดเงื่อนไขความผิดปกติบางอยางที่มีผลตอ 
ความคลาดเคลื่อนของขอมูลและอาจสงผลตอความเปนอิสระ 
ของตัวแปรตามและทําใหตัวแปรตามในแตละคาสังเกตมี 
ความสัมพันธกันได  ดังนั้ นจึงได เ กิดแนวคิดในการนํ า 
ความสัมพันธ เข ามาประกอบในตัวแปรตามหรือสร า ง 
ความสัมพันธระหวางตัวแปรตามในแตละคาสังเกตขึ้น โดย 
ความสัมพันธที่ทําการศึกษาในครั้งนี้ ไดแก เกาซเซียนคอพพูลา 
(Gaussian copula) ซึ่งเปนความสัมพันธที่ผานทางการแจกแจง 
รวมของควอนไทล (Quantile) ของตัวแปรสุมรวมที่มีการแจก 
แจงแบบปกติหลายตัวแปร (Multivariate normal variables) ซึ่ง 
เรียกตัวแบบที่ไดนี้วา ตัวแบบความถดถอยโลจิสติคแบบเกาซ 
เซียนคอพพูลา 

ในงานวิจัยนี้จึงมีวัตถุประสงคเพื่อศึกษาและประมาณคาตัว 
แบบความถดถอยโลจิสติคแบบเกาซเซียนคอพพูลา พรอมทั้ง 
เปรียบเทียบความถูกตองในการประมาณคาพารามิเตอรจากตัว 

แบบที่ระดับความสัมพันธตางๆ เพื่อสามารถนําไปใชในการ 
วิเคราะหขอมูลตอไปไดอยางเหมาะสม 

2.  ทฤษฎี 
ตัวแบบความถดถอยโลจิสติคแบบเกาซเซียนคอพพูลา เปน 

ตัวแบบโลจิทที่ตัวแปรตามในแตละคาสังเกตมีความสัมพันธ 
กันดวยเกาซเซียนคอพพูลา โดยทฤษฎีที่ใชในตัวแบบนี้ ไดแก 
เกาซเซียนคอพพูลา ตัวแบบโลจิท ตัวแบบโพรบิท และตัวแบบ 
ความถดถอยโลจิสติคแบบเกาซเซียนคอพพูลา โดยมีรายละเอียด 
ดังตอไปนี้ 

2.1 เกาซเซียนคอพพูลา 
เกาซเซียนคอพพูลา  (Gaussian  copula)  ( ) n U U U U  ,... ,  2 1 = 

[2-3] เปนความสัมพันธที่ผานทางการแจกแจงรวมของควอน 
ไทล ของตัวแปรสุมรวมที่มีการแจกแจงแบบปกติ  หรืออาจ 
กลาวไดวาเปนการแจกแจงรวมของตัวแปรสุม n  ตัว ที่มีการ 
แจกแจงแบบปกติ (n-variate normal distribution) ดวยเมทริกซ 
สหสัมพันธเชิงเสน ∑ 
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ฟงกชันการแจกแจงรวมของเกาซเซียนคอพพูลามีรูปแบบ ดังนี้ 

( ) ) ( ),..., ( ), ( ) (  1 
2 

1 
1 

1 
n 

n Ga  u u u u C − − − 
Σ Σ Φ Φ Φ Φ =  (1) 

โดย  ) (u C Ga Σ 
คือ  ฟงกชันการแจกแจงรวมของเกาซเซียน 
คอพพู ลา  ( ) n U U U U  ,... ,  2 1 =  ที่ มี เ มทริ กซ 
สหสัมพันธเชิงเสน ∑ 

เมื่อคา  ( ) n U U U U  ,... ,  2 1 =  เทากับ  ( ) n u u u u  ,... ,  2 1 = 
n 
Σ Φ  คือ ฟงกชันการแจกแจงสะสมของตัวแปรสุมที่มี 

การแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน n  ตัวแปร ดวย 
เมทริกซสหสัมพันธเชิงเสน ∑
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และ  1 − Φ  คือ ตัวผกผันของฟงกชันการแจกแจงสะสมของ 
ตัวแปรสุมที่มีการแจกแจงแบบปกติ 1 ตัวแปร 
(Univariate standard normal distribution) 

เทคนิคเกาซเซียนคอพพูลา [4] เปนเทคนิคที่นิยมเปนอยาง 
มาก สําหรับการจําลองตัวแปรสุมรวมเม่ือทราบการแจกแจง 
สวนริมและสหสัมพันธ เนื่องจากเปนเทคนิคที่มีขั้นตอนในการ 
ทําที่งาย จึงไดมีการนําเทคนิคนี้มาใชงานกันอยางแพรหลาย 
กวาเทคนิคอื่นๆ 

2.2 ตัวแบบโลจิทและตัวแบบโพรบิท 
ตัวแบบโลจิทและตัวแบบโพรบิท [5] เปนตัวแบบที่ตัวแปร 

ตามมีลักษณะเปนตัวแปรเชิงคุณภาพ และมีคาไดเพียง 2  คา 
โดยมีรูปแบบพื้นฐานมาจากแบบจําลองลา เทนท  (Latent 
model)  [6] โดยกําหนดให  * Y  เปนตัวแปรลาเทนท  มีรูปแบบ 
ดังนี้ 

i i i i  e X Y + ′ = β *  (2) 

ในทางปฏิบัติตัวแปร  * Y  ไมสามารถเก็บขอมูลหรือสังเกต 
คาได  แตสามารถเก็บรวบรวมขอมูลไดเฉพาะคาที่เกิดขึ้น ซึ่ง 
ตองนํามาปรับใหเปนตัวแปรหุน (Dummy Variable) แทนดวย 
คา Y  โดยที่  1 = Y  ถา  0 * > Y  และ  0 = Y  ถา  0 * ≤ Y  และ 
จากสมการ (1) และ (2) ขางตน 
จะไดวา 

( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i i  X F X F X e P Y P p β β β ′ = ′ − − = ′ − > = = =  1 1  (3) 

โดยที่  F  คือ  ฟงกชันการแจกแจงสะสม (Cumulative 
distribution function) ของคาความคลาดเคลื่อน ( )i e  สวนคา Y 
ที่เก็บขอมูลมาไดจะมีการแจกแจงแบบเบอรนูลลี  (Bernoulli 
distribution)  ที่ มีรูปแบบสมการฟงก ชันภาวะนาจะเปน 
(Likelihood function) ดังนี้ 

( ) [ ]  i i  Y 
i 

i 

Y 
i  X F X F L − ′ − ′ = ∏  1 ) ( 1 β β  (4) 

รูปแบบของสมการ  (4)  จะขึ้นอยูกับสมมติฐานที่กําหนดไว 
สําหรับการแจกแจงของคาความคลาดเคลื่อน กลาวคือ ถาการแจก 
แจงเปนแบบโลจิสติคแบบจําลองจะเปนตัวแบบโลจิท ถาการแจก 
แจงของคาความคลาดเคลื่อนเปนแบบปกติ  (Normal  distribution) 
แบบจําลองจะเปนตัวแบบโพรบิท 

สําหรับในกรณีของตัวแบบโลจิทมีรูปแบบสมการความ 
นาจะเปน ดังนี้ 
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สําหรับในกรณีของตัวแบบโพรบิทมีรูปแบบสมการความ 
นาจะเปน ดังนี้ 

( )  i i i i i  X p p probit β η ′ = = Φ = −1 ) (  (7) 
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การแจกแจงของตัวแบบโลจิทและตัวแบบโพรบิทมีความ 
ใกลเคียงกันมาก จึงทําใหผลในการวิเคราะหขอมูลที่ไดจากตัว 
แบบทั้งสองไมแตกตางกันเทาใดนัก นอกจากขนาดตัวอยางที่ 
มากพอจึงจะทําใหเห็นความแตกตางที่ชวงปลายของการแจก 
แจง โดยการแจกแจงจากตัวแบบโลจิทจะแบนราบกวาตัวแบบ 
โพรบิท 

2.3 ตัวแบบความถดถอยโลจิสติคแบบเกาซเซียนคอพพูลา 
ตัวแบบความถดถอยโลจิสติคแบบเกาซเซียนคอพพูลา เปน 

ตัวแบบโลจิสติคที่ที่ มีความสัมพันธแบบคอพพูลา เข ามา 
เกี่ยวของในตัวแบบ กลาวคือเปนตัวแบบที่ตัวแปรตามในแตละ 
คาสังเกตมีความสัมพันธกันดวยเกาซเซียนคอพพูลา ซึ่งเปน 
ความสัมพันธผานทางการแจกแจงรวมของควอนไทลของของ 
ตัวแปรสุมรวมที่มีการแจกแจงแบบปกติหลายตัวแปร โดยที่มี 
วัตถุประสงคเชนเดียวกันกับตัวแบบความถดถอยโลจิสติคแบบ
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ปกติ และในงานวิจัยนี้ไดสนใจในกรณีที่ตัวแปรตาม  ( ) Y  มีคา 
ไดเพียง 2 คา คือ 0 กับ 1 ดังนั้น  ) ( ~  p Ber Y i  ดวยความนาจะ 
เปน 

( )  1 , 0 ; ) 1 (  1 = − = = − 
i 

y 
i 

y 
i i i  y p p y Y P  i i  (9) 

โดยที่  i p  มาจากตัวแบบโพรบิท 

( ) i i i  X Y P p β ′ Φ = = =  ) 1 (  (10) 

และเกาซเซียนคอพพูลา  ( ) n U U U U  ,... ,  2 1 =  ดังในสมการ (1) 
ดังนี้ 

( ) ) ( ),..., ( ), ( ) (  1 
2 

1 
1 

1 
n 

n Ga  u u u u C − − − 
Σ Σ Φ Φ Φ Φ = 

ดังนั้น รูปแบบของสมการฟงกชันภาวะนาจะเปนของตัว 
แบบความถดถอยโลจิสติคแบบเกาซเซียนคอพพูลา เปนดังนี้ 

n n 
Ga y p 

p y 
du du du u u u C L  i i 

i i 

... ) ,..., , ( .....  2 1 2 1 

) , 1 max( 

) 1 , min( ∫ ∫ ∫ 
− 

− 
= ρ 

(11) 

จะเห็นวาสมการ (11) มีรูปแบบที่คอนขางซับซอน ซึ่งการ 
วิเคราะหภาวะความนาจะเปนสูงสุด (Maximum likelihood) ทํา 
ไดยาก จึงเพิ่มสมมติฐานบางประการเพื่อใหสามารถวิเคราะห 
ภาวะความนาจะเปนของตัวแบบได 

จากความสัมพันธแบบเกาซเซียนคอพพูลา ดังแสดงไวใน 
สมการ (1)  นั้น เราสามารถเขียนตัวแบบเกาซเซียนคอพพูลา 
โดยวิธีของตัวแบบปจจัยเชิงเดี่ยว (one factor model) ดังนี้ 

i i  Z e ε ρ ρ − + =  1  (12) 

และตัวแปรเกาซเซียนคอพพูลา 

( ) i e U Φ =  (13) 
เมื่อ  i e  แทน  เกาซเซียนคอพพูลาดวยสหสัมพันธ  ρ 

Z  แทน  คาปจจัยของคอพพูลา โดยที่  ( ) 1 , 0 ~  N Z 

และ  i ε  แทน ความคลาดเคลื่อนของคาสังเกตท่ี  i 
โดยที่  ( ) 1 , 0 ~  N i ε 

และจากแบบจําลองโพรบิท ในสมการ (10) 
( )i i i  X p β ′ Φ = 

ดังนั้น 

β η  i i i  X p ′ = Φ = −  ) ( 1  (14) 

หากกําหนดเงื่อนไขใหคาปจจัยของคอพพูลา  Z  เปนตัวแปร 
ที่ทราบคา จะพบวาโอกาสที่จะเกิดเหตุการณเม่ือทราบคา  Z 
เปนดังนี้ 

( ) ( ) i i i  p e P z Y P  1 ) | 1 ( − Φ ≤ = = 

( ) ( ) 
( ) 

 
 
 

 
 
 
 

 

− 

− ′ 
Φ = 

 
 
 

 
 
 
 

 

− 

− ′ 
≤ = 

 
 
 

 
 
 
 

 

− 

− Φ 
≤ = 

Φ ≤ − + = 
− 

− 

ρ 

ρ β 

ρ 

ρ β 
ε 

ρ 

ρ 
ε 

ε ρ ρ 

1 

1 

1 

1 
1 

1 

z X 

z X 
P 

z p 
P 

p z P 

i i 

i i 
i 

i 
i 

i i 

(15) 

จากสมการ (15) จะเห็นวา เมื่อกําหนดใหคาปจจัยของคอพพู 
ลา Z  เปนตัวแปรที่ทราบคา จะสงผลใหเกิดความเปนอิสระกัน 
ของขอมูล และพบวาตัวแบบคอพพูลานี้ ก็คือตัวแบบโพรบิท 
นั่นเองสําหรับเหตุผลในการนําตัวแบบโพรบิทมาใชเนื่องจากมี 
รูปแบบที่สอดคลองกันกับเกาซเซียนคอพพูลามากกวาตัว 
แบบโลจิท ซึ่งทําใหงายตอการแกสมการหาตัวประมาณ 
คาพารามิเตอร และจากที่ไดกลาวมาแลว ตัวแบบทั้งสองนีใ้หผล 
การศึกษาที่ใกลเคียงกันจึงสามารถใชแทนกันได นั่นคือ เรา 
สามารถประมาณคาพารามิเตอรจากตัวแบบความถดถอยโลจิสติค 
แบบเกาซเซียนคอพพูลาไดดวยการวิเคราะหความถดถอย 
โพรบิท เม่ือเราทราบคาปจจัยของคอพพูลา  Z ในการศึกษา 
นอกจากนี้คาประมาณจากการวิเคราะหความถดถอยแบบโพ 
รบิทที่ได ควรมีการนํามาปรับคาดวย  ρ − 1  จึงจะทําใหไดตัว 
ประมาณคาพารามิเตอรที่เหมาะสมสําหรับตัวแบบนี้ 

3.  วิธีการดําเนินงานวิจัย 
สําหรับในการดําเนินงานวิจัยครั้งนี้ไดทําการจําลองขอมูล 

เพื่อใชในการเปรียบเทียบการประมาณคาพารามิเตอรของตัว 
แบบความถดถอยโลจิสติคแบบเกาซเซียนคอพพูลาจากการ 
วิเคราะหความถดถอยแบบโพรบิทที่ไดแสดงไวในหัวขอ 2.3
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โดยไดทําการเปรียบเทียบความถูกตองในการประมาณ 
คาพารามิเตอรระหวางกรณีไมทราบคาปจจัยของคอพพูลา  Z 
และกรณีที่ทราบคาปจจัยของคอพพูลา  Z ทั้งมีการปรับคาตัว 
ประมาณดวย  ρ − 1  และไมปรับคาตัวประมาณ ซึ่งไดกําหนด 
สถานการณการจําลองในกรณีของตัวแบบที่มีตัวแปรอิสระ 
จํานวน  1  ตัวแปร ที่ มีการแจกแจงแบบเบอรนูลลี  ดวย 
พารามิเตอรเทากับ 0.5  ตัวแปรตามมีการแจกแจงแบบคอพพูลา 
เบอรนูลลี ที่ระดับความสัมพันธ  0 = ρ  ,  2 . 0 = ρ  ,  5 . 0 = ρ  และ 

8 . 0 = ρ  โดยกําหนดคาพารามิเตอรของขอมูลจําลอง คือ  1 1 = β 

และกําหนด 
0 β  เพื่อใหความนาจะเปนในการเกิดเหตุการณเปน 

0.5 ซึ่งสามารถคํานวณคา  47 . 0 0 − = β  นอกจากนี้ไดกําหนด 
จํานวนกลุมตัวอยางในการทดลอง  ( ) m  เปน 1, 5 และ 10 กลุม 
จํานวนขนาดตัวอยาง  ( ) n  เปน 100, 500 และ 1,000 และเกณฑ 
ในการเปรียบเทียบจะพิจารณาจากคาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อน 
กําลังสอง (Mean  Square  Error:  MSE) ประกอบกับคาเฉลี่ย 
และคาความคลาดเคลื่อนมาตรฐาน ในการทดลองซ้ําจํานวน 
100 รอบ 

4.  ผลการวิจัย 
จากการประมาณคาพารามิเตอรในตัวแบบดวยความถดถอย 

โพรบิท ไดผลการทดลองโดยแยกเปนกรณีศึกษา  4 กรณี ไดแก 
กรณีไมทราบคาของปจจัยคอพพูลา Z  กรณีไมทราบคาของ 
ปจจัยคอพพูลา Z และทําการปรับคาดวย  ρ − 1  กรณีทราบคา 
ของปจจัยคอพพูลา Z และกรณีทราบคาของปจจัยคอพพูลา Z 
และทําการปรับคาดวย  ρ − 1  ไดผลการทดลอง ดังนี้ 

4.1  กรณีไมทราบคาปจจัยของคอพพูลา Z 
สําหรับผลการวิจัยในกรณีนี้ พบวา ในระดับความสัมพันธ 

ที่สูงข้ึนสงผลใหคาประมาณพารามิเตอรสูงกวาคาพารามิเตอรที่ 
ควรจะเปน (Overestimate) อีกทั้งการกระจายของคาประมาณ 
พารามิเตอรในการทดลอง 100 รอบ คอนขางมาก เม่ือพิจารณา 
คาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสอง  (MSE)  ดังแสดงไวใน 
ตารางที่ 1 จะเห็นวาที่ระดับ  0 = ρ  คาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อน 
กําลังสองมีคาต่ําสุดและเพิ่มขึ้นตามระดับความสัมพันธสูงขึ้น 
ในทุกกลุมขนาดตัวอยาง โดยเฉพาะในกลุมขอมูลตัวอยาง 1 

กลุมจะเห็นวาคาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสองมีคาสูงขึ้น 
คอนขางมากในแตละระดับความสัมพันธที่สูงขึ้น และเม่ือ 
จํานวนกลุมตัวอยาง ( ) m  และขนาดตัวอยาง  ( ) n  ในการทดลอง 
เพิ่มขึ้นสงผลใหคาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสองมีคาลดลง 
ในทุกระดับความสัมพันธ จากผลการทดลองในกรณีนี้แสดงให 
เห็นวาการประมาณคาพารามิเตอรโดยอาศัยแบบจําลองโพรบิท 
ยังไมเหมาะสม ซึ่งทําใหไดคาประมาณสูงกวาคาพารามิเตอรที่ 
ควรจะเปน 

สําหรับคาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) ในกรณี 
นี้ ไดแสดงผลดังตารางตอไปนี้ 

ตารางที่ 1 คาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสองในกรณีไมทราบ 
คาปจจัยของคอพพูลา  Z 

คาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) n  m 
0 = ρ  2 . 0 = ρ  5 . 0 = ρ  8 . 0 = ρ 

1  0.0697  0.6131  3.2550  11.4260 
5  0.0103  0.0273  0.0719  0.1768 

100 

10  0.0050  0.0147  0.0380  0.0865 
1  0.0479  0.3942  1.3490  8.0767 
5  0.0024  0.0310  0.0881  0.2302 

500 

10  0.0011  0.0140  0.0400  0.0879 
1  0.0098  0.1540  1.1070  7.0681 
5  0.0010  0.0198  0.0634  0.1736 

1000 

10  0.0004  0.0105  0.0327  0.0796 

4.2 กรณีไมทราบคาปจจัยของคอพพูลา Z  และทําการปรับคา 
ดวย  ρ − 1 

สําหรับในกรณีนี้ พบวา ในระดับความสัมพันธที่สูงขึ้น 
กรณีจํานวนกลุมตัวอยาง 1 กลุม มีคาประมาณพารามิเตอรสูง 
กวาคาพารามิเตอรที่ควรจะเปน (Overestimate) โดยที่จํานวน 
กลุมตัวอยาง 5 และ 10 กลุม มีคาประมาณพารามิเตอรต่ํากวา 
คาพารามิเตอรที่ควรจะเปน (Underestimate) อีกทั้งการกระจาย 
ของคาประมาณพารา มิเตอร ในการทดลอง  100  รอบ
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คอนขางมาก เมื่อพิจารณาคาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสอง 
(MSE) ไดผลดังตารางตอไปนี้ 
ตารางที่ 2 คาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสองในกรณีไมทราบ 

คาปจจัยของคอพพูลา  Z และปรับคาตัวประมาณดวย 
ρ − 1 

คาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสอง n  m 
0 = ρ  2 . 0 = ρ  5 . 0 = ρ  8 . 0 = ρ 

1  0.0700  0.4724  1.4509  1.7109 
5  0.0103  0.0258  0.0777  0.1995 

100 

10  0.0050  0.0162  0.0614  0.1848 
1  0.0479  0.2991  0.5742  1.1685 
5  0.0024  0.0291  0.0818  0.2001 

500 

10  0.0012  0.0167  0.0656  0.1914 
1  0.0098  0.1160  0.4718  0.9965 
5  0.0010  0.0205  0.0731  0.1960 

1000 

10  0.0005  0.0148  0.0655  0.1948 

จากตารา งขา งตนจะ เห็นว าที่ ร ะดับ  0 = ρ  ค า เฉลี่ ย 
ความคลาดเคลื่อนกําลังสองมีคาต่ําสุดและเพิ่มขึ้นตามระดับ 
ความสัมพันธสูงขึ้นในทุกกลุมขนาดตัวอยาง เม่ือจํานวนกลุม 
ตัวอยาง  และขนาดตัวอยาง ในการทดลองเพิ่มขึ้นสงผลให 
คาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสองมีคาลดลงในทุกระดับ 
ความสัมพันธ และคาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสองในกรณี 
ที่ 4.2 นี้ จะเห็นวามีคาต่ํากวาในกรณีที่ 4.1 โดยเฉพาะในระดบัที่ 
มีความสัมพันธสูง ซึ่งกรณีนี้เปนการปรับคาตัวประมาณจาก 
กรณี 4.1 จึงทําใหความคลาดเคลื่อนลดลงเนื่องจากคาประมาณ 
ในกรณีที่ 4.1 มีคาประมาณพารามิเตอรสูงกวาคาพารามิเตอรที่ 
ควรจะเปน อยางไรก็ตามผลการประมาณคาพารามิเตอรในกรณี 
นี้ยังไมเหมาะสม ซึ่งยังไดคาประมาณต่ํากวาคาพารามิเตอรที่ 
ควรจะเปน 

4.3 กรณีทราบคาปจจัยของคอพพูลา  Z 
สําหรับกรณีนี้ พบวาในระดับความสัมพันธที่สูงขึ้นสงผล 

ใหคาประมาณพารามิเตอรสูงกวาคาพารามิเตอรที่ควรจะเปน 

คอนขางมากสวนคาความคลาดเคลื่อนมาตรฐานพบวามีคาไม 
สูงมากนักเม่ือเทียบในกรณี 4.1 และกรณี 4.2 สําหรับคาเฉลี่ย 
ความคลาดเคลื่อนกําลังสอง ไดผลดังตารางตอไปนี้ 

ตารางที่ 3 คาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสองในกรณีทราบคา 
ปจจัยของคอพพูลา Z 

คาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) n  m 
0 = ρ  2 . 0 = ρ  5 . 0 = ρ  8 . 0 = ρ 

1  0.0697  0.6131  3.2551  11.4260 
5  0.0109  0.0245  0.1428  1.1036 

100 

10  0.0050  0.0149  0.1223  1.0606 
1  0.0479  0.3942  1.3491  8.0767 
5  0.0025  0.0121  0.1118  0.9385 

500 

10  0.0012  0.0102  0.1077  0.9373 
1  0.0098  0.1540  1.1070  7.0681 
5  0.0011  0.0101  0.1088  0.9736 

1000 

10  0.0005  0.0089  0.1058  0.9339 

จากตารางคาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสองขางตน พบวา 
คาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสองมีคา เพิ่มขึ้นตามระดับ 
ความสัมพันธสูงขึ้นในทุกกลุมขนาดตัวอยาง โดยเฉพาะใน 
กลุมขอมูลตัวอยาง 1 กลุมจะเห็นวาคาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อน 
กําลังสองมีคาสูงข้ึนคอนขางมากในแตละระดับความสัมพันธที่ 
สูงข้ึน และเมื่อจํานวนกลุมตัวอยาง  ( ) m  และขนาดตัวอยาง  ( ) n 
ในการทดลองเพิ่มขึ้นสงผลใหคาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลัง 
สองมีคาลดลงในทุกระดับความสัมพันธ 

4.4  กรณีไมทราบคาปจจัยของคอพพูลา Z  และทําการปรับคา 
ดวย  ρ − 1 

สําหรับกรณีนี้ พบวาเม่ือจํานวนกลุมตัวอยางเพิ่มขึ้นสงผล 
ใหในทุกระดับความสัมพันธมีคาเฉลี่ยของคาประมาณ และคา 
ความคลาดเคลื่อนมาตรฐานคอนขางใกลเคียงกันมาก อีกทั้ง 
ค า เ ฉลี่ ย ขอ งค า ปร ะมาณพา รา มิ เตอ ร ยั ง ใ กล เ คี ย งกั บ 
คาพารามิเตอรมากในทุกระดับความสัมพันธ และมีการกระจาย
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ของขอมูลคาประมาณพารามิเตอรคอนขางนอย ยกเวนกรณี 
จํานวนกลุมขอมูล 1 กลุม ที่ใหคาประมาณพารามิเตอรที่สูงกวา 
คาพารามิเตอร โดยเฉพาะในระดับความสัมพันธที่สูงข้ึน 

สําหรับคาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสองในกรณีนี้ ไดผล 
ดังตารางตอไปนี้ 

ตารางที่ 4 คาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสองในกรณีทราบคา 
ปจจัยของคอพพูลา  Z และปรับคาตัวประมาณดวย 

ρ − 1 

คาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสอง n  m 
0 = ρ  2 . 0 = ρ  5 . 0 = ρ  8 . 0 = ρ 

1  0.0697  0.4724  1.4507  1.7109 
5  0.0109  0.0102  0.0111  0.0106 

100 

10  0.0050  0.0043  0.0051  0.0057 
1  0.0479  0.2991  0.5742  1.1685 
5  0.0025  0.0023  0.0017  0.0011 

500 

10  0.0012  0.0010  0.0008  0.0008 
1  0.0098  0.1160  0.4718  0.9965 
5  0.0011  0.0010  0.0007  0.0024 

1000 

10  0.0005  0.0005  0.0004  0.0004 

จากตารางคาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสองขางตน พบวา 
คาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสองมีคาคอนขางใกลเคียงกันใน 
ทุกระดับความสัมพันธในทุกกลุมขนาดตัวอยาง และมีคา 
คอนขางนอยเม่ือเทียบกับกรณีอื่นๆ ยกเวนกลุมขอมูลตัวอยาง 
1 กลุม มีคาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสองคอนขางมากเม่ือ 
เทียบกับจํานวนตัวอยางอื่นๆ และเมื่อจํานวนกลุมตัวอยาง  ( ) m 

และขนาดตัวอยาง  ( ) n  ในการทดลองเพิ่มขึ้นสงผลใหคาเฉลี่ย 
ค ว า มคล า ด เ คลื่ อ นกํ า ลั งส อ ง มี ค า ลดล ง ใ นทุ ก ร ะดั บ 
ความสัมพันธดวย จากผลการทดลองนี้แสดงวา การประมาณคา 
โดยอาศัยแบบจําลองโพรบิท ในกรณีทราบคาปจจัยของคอพพู 
ลา  Z  และปรับคาตัวประมาณดวย  ρ − 1  มีความเหมาะสม 
สําหรับใชในการประมาณคาพารามิเตอรในตัวแบบนี้ ซึ ่ง 
สอดคลองกับทฤษฎีในหัวขอ 2.3 

5.  สรุปผล 
จากการศึกษาและประมาณคาพารามิเตอรในตัวแบบ 

ความถดถอยโลจิสติคแบบเกาซเซียนคอพพูลา  โดยวิธีการ 
ประมาณคาพารามิเตอรสําหรับกรณีที ่ทราบคาปจจัยของ 
คอพพูลา  Z  ในแตละการศึกษานั้น พบวาตัวแบบคอพพูลานี้ 
คือตัวแบบโพรบิท ดังนั้นจึงใชวิธีการวิเคราะหความถดถอย 
โพรบิทในการหาคาตัวประมาณพารามิเตอรได  โดยตัว 
ประมาณที่ไดควรนํามาปรับคาดวย  ρ − 1  จึงทําใหไดตัว 
ป ร ะม าณที่ เ ห ม า ะส มสํ า หรั บตั ว แ บบนี้ ใ น ทุ ก ร ะ ดั บ 
ความสัมพันธ ที่จํานวนกลุมทดลองมากกวา 1 กลุม นอกจากนี้ 
ในการประมาณคาพารามิเตอรในตัวแบบความถดถอยโลจิสติค 
แบบเกาซเซียนคอพพูลาสําหรับงานวิจัยครั้งนี้  ใชวิธีการ 
วิ เคราะหความถดถอยโพรบิทในการหาคาตัวประมาณ 
พารามิเตอรสามารถทําไดเฉพาะในกรณีที่ทราบคาปจจัยของ 
คอพพูลา  Z  และปรับคาดวย  ρ − 1  เทานั้น ซึ่งเปนที่นาสนใจ 
ที่จะทําการประมาณคาดวยวิธีอื่น ที่สามารถครอบคลุมกรณีไม 
ทราบคาปจจัยของคอพพูลา  Z  ตอไป 
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