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ABSTRACT 

 
 The free vibration analysis of cantilevered beams and plates of 5 mm thickness and of a geometric 
ratio of 20 down to a geometric ratio 0.25 were analysed by means of the finite element analysis. ANSYS FE 
programme was used to calculate the natural frequencies. The transition curve (parabola form) from plate-like 
behaviour to beam-like behaviour was found. 
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บทนํา 
 
 การสั่นสะเทือน (Vibration) คือการเคลื่อนที่ของวัตถุรอบๆจุดสมดลในหวงเวลาหนึ่งของการ
เคล่ือนที่รอบจุดสมดุลนั้นไมวาจะเกิดขึ้นในแบบซ้ําตัวเองหรือไมก็ตาม ตัวอยางเชน  การแกวงตัวของ
ลูกตุมนาฬิกา การโยกตัวของเสาสูง หรือการเคลื่อนที่ของมวลที่ติดอยูบนสปริง การสั่นสะเทือนทางกล 
(Mechanical vibration) ก็เปนการสั่นสะเทือนทางวิศวกรรมที่เกิดการสั่นมาจากระบบทางกลซึ่งอาจเปน
การสั่นสะเทือนแบบอิสระหรือการสั่นสะเทือนแบบบังคับโดยผลของการสั่นสะเทือนแบบอิสระนั้น ทําให
เกิดการเคลื่อนที่ไป-มา ซึ่งเรียกวา ความถี่ธรรมชาติ (Natural Frequency) ซึ่งอาจเปนความถี่เดียวหรือ
หลายความถี่ก็ได โดยที่รูปแบบการเคลื่อนที่หรือตําแหนงการเคลื่อนที่ซึ่งเรียกวารูปรางโหมด  (Mode 

shape) ของการสั่นสะเทือน 

  ความถี่ธรรมชาติและรูปรางโหมด ของการสั่นสะเทือนนั้นสามารถหาไดดวยวิธีตางๆเชน การ
คํานวณโดยวิธีไฟไนตเอลิเมนต  (Finite Element) , Rayleigh-Ritz method เปนตน ในปจจุบันนี้การ
วิเคราะหหาคาความถี่ธรรมชาติและ รูปรางโหมด โดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเปนวิธีที่นิยม  ซึ่งจะ
สามารถทําการวิเคราะหคํานวณหาคาความถี่ธรรมชาติลําดับสูงๆและ  Mode Shape ซึ่งมีความซับซอน  
ไดผลคําตอบอยางรวดเร็วและแมนยํา ซึ่ง Kobayashi.Y ไดทําการวิเคราะหการสั่นสะเทือนแบบอิสระ
ของแผนบางสี่เหล่ียม  โดยวิเคราะหเปนแบบโมดอล (modal) แบบไมเชิงเสน (Non-linear) โดยใช
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตวิเคราะหหาคาความถี่ธรรมชาติเมื่อมี่การเปล่ียนแปลงจํานวนเอลิเมนตในแต
ละดาน (Kobayashi.Y ,2005) 

 การวิเคราะหจากทฤษฎี  Rayleigh-Ritz method นั้นสามารถนําไปคํานวณหาคาความถี่ธรรม 
ชาติของแผนยื่นที่เกิดการสั่นแบบอิสระไดหลากหลายแบบ เชน การศึกษาถึงผลของการเปลี่ยนแปลง
คุณสมบัติของวัสดุเปนแบบ Isotropic และ Orthotropic (Ming-Hung Hsu ,2003), การศึกษาถึงผลของ
การเพิ่มขึ้นของคาอัตราสวน (ความยาว/ความกวาง) ของแผนบาง (K. Hyde, J. Y. Chang, C. Bacca, J. 

A. Wickert ,2001), การศึกษาถึงผลการสั่นของรูปทรงที่มีทั้งแบบแผนบางยื่นและคานยื่นอยูใน
แบบจําลองเดียวกัน  (M.Chiba, I. Yoshida,1996)  สําหรับทฤษฎี  Rayleigh-Ritz method ก็ไดถูก
นําไปใชการวิเคราะหหาคาความถี่ธรรมชาติที่ 30 คาแรกของแผนบางที่ถูกยึดแนนทั้งส่ีดานที่เกิดการสั่น
แบบอิสระ (C. Rajalingham, R.B. Bhat, G.D. Xistria ,1996) และยังมีการศึกษาหาคาความถี่ธรรมชาติ
ของแผนบางโดยไดสมมติการวิเคราะหของแผนบาง  เปนแบบการวิเคราะหคานในชวงสถิต (Zhou Ding 

,1995) นอกจากนี้ยังสามารถนําทฤษฎี Rayleigh-Ritz method มาประยุกตใชรวมพฤติกรรมการสั่นของ
คานในลักษณะตางๆ คํานวณหาคาความถี่ธรรมชาติของคานยื่น (Cantilevered Beam) (เกียรติฟา
,2005) 
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การสั่นตามแนวขวางของคาน 

 ในการศึกษาการสั่นของระบบตอเนื่องของคานที่มีหนาตัดคงที่นั้น จะสามารถหาสมการในการ
หาคาความถี่ธรรมชาติของคานได (กนตธร  ชํานิประศาสน, 2545)  คือ 
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 โดยที่ =nω  คาความถี่ธรรมชาต ิ(rad/sec) 

  =2β  คาจําเพาะ (rad) 
  =ρ      ความหนาแนน (kg/m3) 
  =I       moment of inertia (or second moment) of a plane area (m4) 
  =E      Young’s modulus (N/m2) 
  =A      พ้ืนที่หนาตัดของคาน (m2) 

 
การสั่นของแผนบาง 

 เปนการพิจารณาการสั่นของระบบที่มีมิติความยาวสองมิติหรือก็คือ พิจารณาการสั่นของแผน
บางนั่นเอง แผนบางที่จะกลาวถึงในที่นี้หมายถึง  วัสดุที่มีความหนานอยเมื่อเทียบกับมิติดานอื่นๆ ทําให
แผนบางไมสามารถที่จะรับภาระโมเมนตบิดได ซึ่งจะคลายกับกรณีเสนเชือกไมสามารถรับโมเมนตดัดได
นั่นเองโดยสมการหาคาความถี่ธรรมชาติของแผนบาง (Weaver et al., 1990) คือ 
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  โดยที่ =ω  คาความถี่ธรรมชาต ิ(rad/sec) 
   =α  a constant depending on the mode 
   =a  ความยาวของแผนบาง (m) 

   =ρ  ความหนาแนน (kg/m3) 
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  เมื่อ =D  flexural rigidity of the plate 

   =h  ความหนาของแผนบาง (m) 
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วิธีการศึกษา 

  แบบจําลองที่ใชในการวิเคราะหหาคาความถี่ธรรมชาติและรูปรางโหมด จะมีลักษณะเปนแผน
บางยื่น (Cantilevered Plates) หรือคานยื่น (Cantilevered Beam) โดยมีขนาดความยาว (a) คงที่ 0.5 ม. 
ความกวาง (b) และความหนาคงที่ 0.005 ม. โดยที่ความกวางของคานจะแปรผันตามอัตราสวนทาง
เรขาคณิต (Geometric Ratio; r) โดยที่ r=a/b และทําจากเหล็กกลา (Carbon Steel) มีคุณสมบัติทางกล
เปนแบบ Linear Isotropic ที่มีคาคุณสมบัติดังนี้ คาโมดูลัสความยืดหยุน (Young’s modulus) E=210 x 

109 N/m2 คาความหนาแนนของวัสดุ (Density) ρ =7850 kg/m3และคาอัตราสวนพัวซอง (Poisson’s 

ratio) υ =0.29 รูปที ่1 ในการวิเคราะหและคํานวณหาคา mode shape และคาความถี่ธรรมชาติ (natural 

frequency) จะใชโปรแกรม ANSYS (โปรแกรมคํานวณทาง finite element) 

 
 

รูปที่ 1 แสดงรูปรางแบบจําลอง 

 
ข้ันตอนการศึกษา 

  1. สรางและวิเคราะหแบบจําลองจากโปรแกรมทางไฟไนตเอลิเมนตเพ่ือหาคาความถี่ธรรมชาติ
และรูปรางโหมด เพ่ือที่จะหาจํานวนเอลิเมนตที่เหมาะสมในดานความยาว (a) และความกวาง (b) โดย
แบบจําลองจะทําการแบงเอลิเมนต (mesh) ในดานความยาวใหมีจํานวนเอลิเมนตเปน (Na) 40, 50, 60, 

80, 100, 120, 150 element และใหจํานวน element ดานความกวางเปน Nb โดยที่จะแปรตามคา
อัตราสวนทางเรขาคณิตของคาน (Geometric Ratio;r) ซึ่ง r=a/b=Na/Nb มีคาเปน 0.5, 1, 2, 3, 4, 5,  โดย
ผลของการวิเคราะหจากโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต ทําใหทราบคาความถี่ธรรมชาติและรูปรางโหมด เมื่อ
ทําการเปรียบเทียบคาความถี่ธรรมชาติที่จํานวนเอลิเมนตตางๆจะสามารถเลือกจํานวน element (Na) 

เทากับ 100 element เปนจํานวนเอลิเมนตที่มีคาเหมาะสมที่สุด  ดังรูปที่ 2 โดยเหตุผลที่เลือกจํานวนเอลิ
เมนต 100 คือ เปนจํานวนเอลิเมนตที่ใหคาความถี่ธรรมชาติที่มีคาใกลเคียงกับกรณีจํานวนเอลิเมนตที่ 

a 

b
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120, 150 element และมีรูปรางโหมดที่มีความละเอียด สามารถดูรูปรางโหมดไดดีทุกโหมด และเวลาท่ี
ใชในการวิเคราะหนอยกวากรณี 120, 150 element สวนในกรณี 40, 50, 60, 80 element รูปรางโหมดที่
ไดนั้นไมสามารถอานคาไดในบางโหมดที่สูงๆ และมีรูปรางโหมดที่ไมมีความละเอียดพอในดานที่มี
จํานวนเอลิเมนตตํ่าๆ 

 
 

รูปที่ 2 แสดงการแบงจํานวนที่ 100 element ที่อัตราสวนเทากับ  5 

 
 2. ทดสอบแบบจําลองจากโปรแกรมทางไฟไนตเอลิเมนตที่มีจํานวน element เทากับ 100 
element โดยทําการทดสอบแบบจําลองที่มีอัตราสวน (r) เปน 0.25, 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5, 4, 4.5, 5, 

6, 7, 8, 9, 10, 15,และ 20 เพ่ือหาคาความถี่ธรรมชาติและรูปรางโหมด ที่ 40 คาแรก ซึ่งจะทําการเลือก
คาความถี่ธรรมชาติที่มีรูปรางโหมดที่มีจํานวนจุดตัดบนแกนความยาว (x) และแกนความกวาง (y) เมื่อ
เทียบกับสภาวะหยุดนิ่งของแผนบางยื่นและคานยื่นใหเปนจุดตัด (x,y) คือ โหมด (0,0) , (1,0), (2,0), 

(3,0), (4,0), (5,0), (6,0), (7,0), (8,0), (9,0), (10,0) เปนตน ดังรูปที่ 3 และรูปที่ 4 ซึ่งรูปดังกลาวนั้น คือ
รูปรางโหมดที่แสดงลักษณะของแผนบางยื่นหรือคานยื่น ที่จะเกิดการสั่นขึ้น-ลงในแนวดิ่งหรือเรียกวา
โหมดดัดตัว (bending mode) โดยจะเกิดการดัดตัวผานบนแกนความยาว (x) ศูนยและหนึ่งครั้ง 
ตามลําดับ เมื่อเทียบกับสภาวะหยุดนิ่ง เหตุผลที่ทําการเลือกโหมดเฉพาะโหมดที่มีจุดตัดบนแกนความ
กวาง (y) เปนศูนยคือ จะพิจารณาเฉพาะกรณีเกิดการดัดตัว ซึ่งในดานอิสระของคาน (แนวแกน y) โดย
ที่หากดานดังกลาวเปนแนวตรงจะเปนพฤติกรรมการสั่นของคานยื่น (Cantilevered Beam)  แตถาดาน
ดังกลาวเกิดการดัดตัว แสดงวาที่โหมดนั้นเปนพฤติกรรมการส่ันของแผนบางยื่น (Cantilevered Plate) 
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รูปที่ 3 แสดงรูปรางโหมด (0,0) ที่อัตราสวน 1.5 

 

 
 

รูปที่ 4 แสดงโหมด (1,0) ที่อัตราสวน 1.5 

 
 3. เมื่อทําการเลือกคาความถี่ธรรมชาติและรูปรางโหมด ในแตละโหมดจากขอที่ 2 จะนําคาทั้ง
สองคาไปหาความสัมพันธกัน ดังแสดงในรูปที่ 5, 6 และ รูปที่ 7  ซึ่งในแตละโหมดจะมีความสัมพันธที่
แตกตางกัน โดยในรูปที่ 5 แสดงถึงความสัมพันธระหวางความถี่ธรรมชาติและอัตราสวนที่โหมด (0,0) 
เห็นวารูปดังกลาวนั้น เมื่อคาอัตราสวนเพิ่มขึ้น คาความถี่ธรรมชาติจะลดลงอยางตอเนื่อง ซึ่งเมื่อทําการ
เปรียบเทียบรปูรางโหมดทุกอัตราสวนแลว จะเห็นวาในดานอิสระของคาน (แนวแกน y) เปนแนวเสนตรง
ทุกอัตราสวนซึ่งจะเปนลักษณะการสั่นของคานย่ืน (Cantilevered Beam) 
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รูปที่ 5 ความสัมพันธระหวางความถี่ธรรมชาติและอัตราสวนที่โหมด (0,0) 
 

สวนรูปที่ 6 และ 7 แสดงถึงความสัมพันธระหวางความถี่ธรรมชาติและอัตราสวนที่โหมด (1,0) (3,0) 

ตามลําดับ จะเห็นวาเมื่ออัตราสวนเพ่ิมขึ้น คาความถี่ธรรมชาติจะลดลง แตจะมีบางอัตราสวนที่คาความถี่
ธรรมชาติมีคาเพ่ิมขึ้น แลวก็จะลดลงอยางตอเนื่อง ซึ่งเมื่อทําการเปรียบเทียบรูปรางโหมดในชวงที่
คาความถี่ธรรมชาติเพ่ิมขึ้นนั้นเห็นวาในดานอิสระของคาน (แนวแกน y) จะไมเปนแนวเสนตรงที่
อัตราสวนดังกลาวซึ่งแสดงวาที่อัตราสวนนั้นมีพฤติกรรมการสั่นเปนแบบของแผนบางยื่น (Cantilevered 
Plates) 
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รูปที่ 6 ความสัมพันธระหวางความถี่ธรรมชาติและอัตราสวนที่โหมด (1,0) 
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รูปที่ 7 ความสัมพันธระหวางความถี่ธรรมชาติและอัตราสวนที่โหมด (3,0) 
 
 4. ในแตละโหมดจะพิจารณา mode shape ของทุกอัตราสวน โดยทําการเลือก mode shape ที่
สวนของดานความกวางที่ปลอยอิสระของคาน (แนวแกน y) ที่เริ่มดัดตัวไมเปนแนวเสนตรง โดย
พิจารณาวาเปนอัตราสวนของคานที่ โหมดนั้นที่ เริ่มมีพฤติกรรมเปนการสั่นแบบแผนบางยื่น 
(Cantilevered Plate) ทําการเปรียบเทียบกับอัตราสวนของดานความกวางที่ปลอยอิสระของคาน 
(แนวแกน y) ที่เกิดการดัดตัวที่เปนแนวเสนตรงซึ่งอัตราสวนนี้จะเปนพฤติกรรมการสั่นของคานยื่น 
(Cantilevered Beam)  
 

 

 
 

รูปที่ 8 รูปรางโหมด (1,0) ในแนวแกนความกวางของอัตราสวน 1.5 
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 รูปที่ 8 แสดงการสั่นของคานที่อัตราสวน 1.5 ที่โหมด (1,0) ซึ่งจะพบวาดานอิสระในแนวแกน y 
เมื่อมีการสั่นจะมีลักษณะเปนเสนโคง แสดงใหเห็นวามีพฤติกรรมการสั่นของแผนบางยื่น สวนรูปที่ 9 
แสดงการส่ันของคานที่อัตราสวน 2.0 ที่โหมด (1,0) ซึ่งดานอิสระในแนวแกน y เมื่อมีการสั่นจะมีลักษณะ
เปนเสนตรง แสดงใหเห็นวามีพฤติกรรมการสั่นของคานยื่น 

 

 
 

รูปที่ 9 รูปรางโหมด (1,0) ในแนวแกนความกวางของอัตราสวน 2.0 

 
ผลการศึกษา 

  คาของความถี่ธรรมชาติ และอัตราสวน ที่โหมดตางๆที่เริ่มมีพฤติกรรมของการสั่นแบบแผนบาง
ย่ืน (Cantilevered Plate) ดังแสดงไวในตารางที่ 1 
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mode frequency (Hz) Geometric ratio 

(1,0) 106.56 2 
(2,0) 298.14 3 

(3,0) 584.8 3.5 

(4,0) 966.81 4 

(5,0) 1441.9 5 

(6,0) 2010 6 

(7,0) 2670 7 

(8,0) 3421.2 8 

(9,0) 4262 9 

(10,0) 5191.3 10 

(11,0) 6207.6 11 

ตารางที่ 1 ผลของการเลือกคาของความถี่ธรรมชาติ และอัตราสวน ที่โหมดตางที่เริ่มมีพฤติกรรมของการสั่นแบบ
แผนบางยืน่ (Cantilevered Plate) 

 
 จากนั้นทําการวิเคราะหขอมูลที่ไดในตารางที่ 1 โดยใช Least – Square Method จะสามารถหา
ความสัมพันธ เปนสมการของความถี่และอัตราสวนทางเรขาคณิตของคานได ดังแสดงในสมการที่ 4 
 

67.47754.18501.38 2 −+= rrf   (4) 
  
 เมื่อ  =f ความถี่ธรรมชาติ (Natural Frequency; Hz) 

   =r  อัตราสวนทางเรขาคณิต (Geometric Ratio) 

โดยความสัมพันธสมการของความถี่และอัตราสวนทางเรขาคณิตสามารถแสดงไดในรูปที่ 10 
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รูปที่ 10 แสดงพฤติกรรมความสมัพันธระหวางความถี่ธรรมชาติและอัตราสวนทางเรขาคณิต ของแผนยื่นและ

คานยื่น 

 
 รูปที่ 10 แสดงคาความถี่ธรรมชาติและอัตราสวนของคานของจุดที่เริ่มมีพฤติกรรมการสั่นแบบ
แผนบางยื่น (Cantilevered Plate) และเสนโคงของการเปล่ียนแปลงจากพฤติกรรมคลายคาน (Beam-

like behaviour) เปนพฤติกรรมคลายแผน (Plate-like behaviour) ซึ่งจะไดจากสมการที่แสดง
ความสัมพันธของคาความถี่ธรรมชาติและอัตราสวนทางเรขาคณิตของคาน ซึ่งหาไดโดยใชวิธี Least – 

Square Method จะเห็นวากราฟเปนเสนโคงที่จะแยกพื้นที่เปนสวนดานบนและดานลาง โดยสวนดานบน
จะเปนสวนของพฤติกรรมคลายแผนบางยื่น และสวนดานลางจะเปนพฤติกรรมคลายคานยื่น  

 

สรุป 
 การสั่นสะเทือนแบบอิสระของแผนบางยื่น (Cantilevered Plates) และคานยื่น (Cantilevered 

Beam) จะสามารถแยกพฤติกรรมการสั่นสะเทือนทั้งสองชนิดได โดยการหาความสัมพันธระหวาง 
คาความถี่ธรรมชาติ รูปรางโหมด และคาอัตราสวนทางเรขาคณิต (Geometric ratio,r) ซึ่งคาทั้งสามนี้จะ
นํามาวิเคราะหโดยอาศัยวิธี Least – Square Method ซึ่งผลสรุปที่ไดนั้นจะแสดงไดดังรูปที่ 10 มีสมการ
เปน 67.47754.18501.38 2 −+= rrf  สมการนี้ทําใหสามารถแบงแยกพฤติกรรมการสั่นสะเทือนของ
แผนบางยื่นและคานยื่น โดยสวนดานบนจะเปนพฤติกรรมสวนของแผนบางยื่น และสวนดานลางจะเปน
พฤติกรรมสวนของคานยื่น ซึ่งในการคํานวณหาคาความถี่ธรรมชาติในสวนที่มีพฤติกรรมคลายแผนบาง
ย่ืน จําเปนตองใชการวิเคราะหทางไฟไนตเอลิเมนต แตในการหาคาความถ่ีธรรมชาติในสวนที่มี
พฤติกรรมคลายคานยื่น สามารถวิเคราะหไดจากสมการการสั่นของคานยื่น (เกียรติฟา,2005) 
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