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บทคัดยอ 
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ABSTRACT 
 

This paper deals about Transition curve from Plate-Like to Beam-Like Behavior of Free-Free 
Beams and Plates. The uniform cross section area of free-free beams and plates were used in this 
work. The finite element program (ANSYS) was used to analyze the free vibration of free-free beams 
and plates to set the natural frequencies and mode shapes. The transition curve from plate-like to 
beam-like behavior was obtained and was presented in the polynomial 2nd order equation. 
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บทนํา 
การศึกษาการสั่นสะเทือนของคานอิสระทั้ง4ดานจะศึกษาเฉพาะการสั่นสะเทือนแบบอิสระ(Free 

Vibration) ซึ่งหมายความวาการสั่นของระบบในลักษณะที่หลังจากมีการรบกวนระบบที่หยุดนิ่งอยูที่จุด
สมดุลครั้งแรกเพื่อใหเกิดการสั่นขึ้นแลว การสั่นนั้นดําเนินตอไปโดยไมมีแรงจากภายนอกมากระทํากับ
ระบบอีกเลย การรบกวนระบบอาจจะเปนการทําใหเกิดการขจัดเบ้ืองตนหรือทําใหเกิดความเร็วเริ่มตน
หรือทั้งสองแบบ 

การสั่นสะเทือนอยางอิสระโดยทั่วไปแลวจะมีอยูทั้งหมด 3 ประเภทคือการสั่นสะเทือนตามขวาง 
(Transverse Vibration), การสั่นสะเทือนตามแนวยาว (Longitudinal Vibration)และการสั่นสะเทือนโดย
การบิด (Torsional Vibration) แตในการศึกษาในชั้นนี้จะพิจารณาเฉพาะการสั่นสะเทือนตามขวาง 
(Transverse vibration) อยางเดียวเทานั้น โดยจะพิจารณาการสั่นสะเทือนที่เปนการสั่นสะเทือนแบบไมมี
ความหนวง (Undamped Vibration) หมายถึงการสั่นที่ไมมีการสูญเสียพลังงานใหกับส่ิงแวดลอมของ
ระบบ ไมวาจะอยูในรูปแรงเสียดทานหรือแรงตานอื่นใด ซึ่งเมื่อระบบเคล่ือนที่แบบไมมีความหนวงจะทํา
ใหพลังงานรวมของระบบในระหวางการเคลื่อนที่นี้มีคาคงที่ การสั่นที่ไมมีความหนวงของระบบในความ
เปนจริงจะเกิดขึ้นไดในอวกาศเทานั้น เพราะวัตถุที่เกิดการเคลื่อนที่โดยท่ัวไปแลวจะเกิดการสูญเสีย
พลังงานบางอยางนอยที่สุดก็จะสูญเสียพลังงานเนื่องจากแรงเสียดทานกับอากาศรอบขาง สําหรับระบบที่
เกิดการสั่นแบบไมมีความหนวงและเปนการสั่นแบบอิสระความถี่ของการสั่นของระบบจะเรียกวา ความถี่
ธรรมชาติ (Natural Frequency) ซึ่งความถี่ธรรมชาตินี้ถือวาเปนปริมาณที่มีความสําคัญมากในการ
ออกแบบ ความถี่ธรรมชาติและรูปรางโหมด (Mode Shape) ของการสั่นสะเทือนนั้นสามารถหาไดดวยวิธี
ตางๆเชน การคํานวณโดยวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method ), Raleigh-Ritz Method เปน
ตน  

ในปจจุบันนี้การวิเคราะหหาคาความถี่ธรรมชาติและ รูปรางโหมด โดยวิธีไฟไนตเอลิเมนต เปน
วิธีที่นิยมโดยทําการวิเคราะหคํานวณหาคาความถี่ธรรมชาติลําดับสูงๆและรูปรางโหมด ซึ่งมีความ
ซับซอนและยากที่จะทําการวิเคราะห ใหผลคําตอบไดอยางรวดเร็วและแมนยํา ท้ังนี้สมการของความถี่
ธรรมชาติและสมการของรูปรางโหมด ที่หามาไดในทางทฤษฎีจะไมสามารถแยกแยะพฤติกรรมของการ
ส่ันสะเทือนแบบอิสระไดเลยวา ความถี่ธรรมชาติและรูปรางโหมดที่ไดมานั้นมีพฤติกรรมการสั่นแบบแผน
บางหรือมีพฤติกรรมการสั่นแบบคานได ดวยเหตุนี้จึงไดใชการวิเคราะหโดยระเบียบวิธีของไฟไนเอลิ
เมนตจากโปรแกรม ANSYS มาชวยวิเคราะหเพ่ือหาความสัมพันธของความถี่ธรรมชาติและรูปรางโหมด 

เพ่ือชวยแยกแยะพฤติกรรมการสั่นสะเทือนแบบอิสระใหเห็นลักษณะทางกายภาพไดอยางชัดเจน เชน
ทําการศึกษาการสั่นสะเทือนอยางอิสระของแผนบางโดยการเปรียบเทียบคาความถี่ธรรมชาติที่ไดจาก
แผนบางรูปสามเหลี่ยมกับรูปทรงตัวแอล(L) ( A. Houmat, 2005), หาคาความถี่ธรรมชาติที่เกิดจากการ
ส่ันอยางอิสระของแผนบางที่วางซอนทับกัน (N. S. Bardell, J. M. Dunsdon & R. S. Langley, 1995), 

หาคาความถี่ธรรมชาติจากแผนบางยื่นและคานยื่นซึ่งจะไดเสนโคงของการเปล่ียนแปลงพฤติกรรมคลาย
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แผนบางยื่นไปเปนพฤติกรรมคลายคานยื่น (นิติพงศ, 2549) การวิเคราะหจากทฤษฎี Rayleigh-Ritz 

Method มาประยุกตใชหาคาความถี่ธรรมชาติที่เกิดจากการสั่นสะเทือนของคานยื่น (เกียรติฟา, 2548) 
 

การวิเคราะหทางทฤษฎี 
สมการของการเคลื่อนที่(Equation of motion) 

สมการของการเคลื่อนที่สําหรับการสั่นสะเทือนของคานดังแสดงในสมการที่ (1) โดยพิจารณา
คานที่มีหนาตัดสม่ําเสมอใชทฤษฎีของEuler-Bernoulli Beam (M. Boltezar, B. Strancar and A. 
Kuhelj, 1998), ( G. C. Nihous, 1997), (X. Q. Liu and R. C. Ertekin and H. R. Riggs, 1996), (C. L. 
Kirk and S. M. Wiedemann, 2002), (S.P.Timoshenko,1990) และไมคิดการเสียรูปเฉือน (Shear 

deformation) รูปของคานไดแสดงใวในรูปที่1(ก)( X. Q. Liu and R. C. Ertekin and H. R. Riggs, 1996) 
ดานซายของคานไดกําหนดให 0=X  ดานขวากําหนดให LX =  เอลิเมนตเล็กๆขนาด dX ได
แสดงใวในรูปที่ 1(ข) เมื่อ ใชกฎขอที่ 2 ของนิวตัน (Newton’s second law) กับเอลิเมนตเล็กๆจะได
สมการของการเคลื่อนที่ที่ครอบคลุมการสั่นสะเทือนตามขวางของคาน สมการที่ (1) เปนสมการสําหรับ
การสั่นสะเทือนของคาน  
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เมื่อ  
EI = ความแกรงของการโกงตัว (Flexural rigidity)  

             E = Young’s modulus (N/m2) 
             I = Area moment of inertia (m4) 
            ρ = ความหนาแนน (kg/m3) 

            A = พ้ืนที่หนาตัด (m2) 

           M = โมเมนตดัด (N.m)   

 T = ภาระในแนวแกนที่ขนานกับแกน X (N) 

 Q = แรงเฉือน (Shear force) ในหนาตัดแนวดิ่ง (N) 

  t = เวลา (Second) 
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                                   ก                                                         ข 

รูปที่ 1 (ก) คานอยูภายใตภาระแรงดึงในแนวแกนและ (ข) แรงบนเอลิเมนตเล็กๆ 
 
สมดุลโมเมนตการดัด(Bending moment equilibrium) 

สําหรับเง่ือนไขขอบเขตของคานอิสระทั้งส่ีดาน (Free-free beam) โมเมนตการดัดเปนศูนย 
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สมดุลแรงเฉือน(Shear force equilibrium) 

สําหรับเง่ือนไขขอบเขตของคานอิสระทั้งส่ีดาน (Free-free beam) แรงเฉือนเปนศูนย 
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สมการของการเคลื่อนที่และเง่ือนใขขอบเขตไดถูกทําใหไรมิติโดยการใชพารามิเตอรไรมิติ

(Non-dimensional parameters) ดังนี้ 
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เมื่อ ρ คือความหนาแนนของคาน A คือพ้ืนที่หนาตัดของคาน และω คือความถี่ของการ
ส่ันสะเทือน L คือความยาวของคาน กําหนดใหมีการสั่นแบบฮารโมนิก (Harmonic Vibration) สมการ
ครอบคลุมและเงื่อนไขขอบเขตกลายเปน 
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ผลเฉลยของสมการที่ (5) คือ 
 

)sin()cos()sinh()cosh()( 2211 xExDxBxAxy αααα +++=                     (7)                                         
 
เมื่อ 1α  และ 2α   คือ 
 

2
1

4
42

2

2
1

4
42

1 42
,

42 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++= βαβα kkkk                      (8)                                        

                                                                       
คาคงที่ DCBA ,,, และ E หาจากเงื่อนไขขอบเขต สําหรับ 1α , 2α  และ k  มีความสัมพันธ

กันดังนี้ 
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สมการลักษณะจําเพาะ(Characteristic equation) 
 

[ ] 0)sin()sinh()()cos()cosh(12 21
6
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สมการที่ (10) สามารถเขียนใหอยูในรูปของ Stiffness parameter k  และความถี่ไรมิติ β  โดย
กําหนดให 
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1
6
2 kk βαα +−=−                                             (11)                                      

สมการลักษณะจําเพาะ (10) จึงกลายเปน 
 

[ ] 0)sin()sinh()3()cos()cosh(12 21
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แตเนื่องจากวิเคราะหคานอิสระที่ไมมีภาระในแนวแกน (Free-free beam without axial load) 

สมการลักษณะจําเพาะ (12) กลายเปน      
 

0)cos()cosh(1 =− ii ββ                                                (13) 
                           
การพิจารณารูปรางโหมดสําหรับคานที่มีแรงในแนวแกนใชความสัมพันธของสมการที่ (6) จะได

สมการที่ (7) ใหมคือ  
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2

2
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  หรือ 
 

[ ])cos()sin()cosh()sinh()( 24231211 xcxcxcxcBxy αααα +++=                (15)                                         
 
แตเนื่องจากวิเคราะหกรณีคานอิสระที่ไมมีภาระในแนวแกน (Free-free beam without axial 

load) ใชความสัมพันธของสมการที่ (13) สมการของ Mode shape (15) จึงกลายเปน 
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เมื่อสัมประสิทธิ์ B คือ 
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สําหรับสมการของความถี่ธรรมชาติ ( )∞= ,...,3,2,1iiω  ซึ่งมี ( )∞= ,...,3,2,1iiβ หาไดจาก
สมการที่ (4) 
 
 
 

การทดลอง 
สรางแบบจําลองการส่ันสะเทือนของคานอิสระทั้งส่ีดานโดยใชโปรแกรม ANSYS แบบจําลองที่

สรางขึ้นไดแสดงใวในรูปที่ 2 การวิเคราะหคานอิสระทั้งส่ีดานจะกําหนดอัตราสวนเรขาคณิตตางๆกัน ซึ่ง
คาอัตราสวนเรขาคณิต bar /= เมื่อ a คือ ความยาวของคานซึ่งกําหนดใหมีคาคงที่เปน 0.5 m.และ 
b คือความกวางของคานซึ่งจะเปล่ียนแปลงไปตามคาอัตราสวนเรขาคณิต โดยใชอัตราสวนเรขาคณิต 
( r ) จํานวน 18 คาไดแก 0.25, 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5, 4, 4.5, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 15, 20 และได
กําหนดคาคุณสมบัติเชิงกลของวัสดุสําหรับเหล็กกลา (Carbon steel) ซึ่งมีความหนาแนนเปน 7850 
kg/m3 คาโมดูลัสความยืดหยุนเปน 210 GN/m2 และคาอัตราสวนพัวซองเปน 0.29 จากนั้นคํานวณหาคา 
Mode Shape จํานวน 40 คาแรกโดยใชโปรแกรม ANSYS  

 

 
รูปที่ 2 แบบจําลองของคานอิสระทั้งสี่ดาน 

 
ลําดับขั้นการทดลอง 

1. เริ่มโดยใชโปรแกรม ANSYS ในการสรางแบบจําลอง เลือกประเภทของการวิเคราะหเปน
แบบ Modal เพราะวาการวิเคราะหแบบ Modal เหมาะสมกับการวิเคราะหหาความถี่ธรรมชาติและ 
Mode Shape กําหนดคุณสมบัติของวัสดุใหเปนโครงสรางแบบ Elastic หมายความวาวัสดุที่ศึกษาจะอยู
ในชวงProportional Limit ซึ่งความเคนแปรผันโดยตรงกับความเครียดเมื่อมีการสั่นสะเทือนจะเสียรูป
ชั่วคราว และ Isotropic ซึ่งคุณสมบัติ Isotropic จะแสดงถึงคุณสมบัติของโลหะเหนียวซึ่งมีผลึกที่
เหมือนกันทุกทิศทาง และเลือกใชเอลิเมนตประเภทเชลลแบบ 8 จุดขั้ว (8 node structural shell) ซึ่ง
เรียกวา SHELL 93 โดย 1 เอลิเมนตจะมีทั้งหมด 8 node ซึ่งแตละ node จะมี 6 ลําดับขั้นความเปนอิสระ 
(degrees of freedom ;DOF) นั้นก็คือมีการเคลื่อนที่แบบเชิงเสน (Translations) ในทิศของแกน YX ,
และ Z  และมีการเคลื่อนที่แบบหมุน (Rotations) รอบแกน YX , และ Z ซึ่งจะใหผลเฉลยท่ีมีคา
คลาดเคลื่อนนอยกวาเอลิเมนตประเภท SHELL 63 ซึ่งมีเพียง 4 node เทานั้นตอ 1 เอลิเมนต (Saeed 
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Moaveni, 1999) สรางแบบจําลองโดยกําหนด Mesh เปนแบบสี่เหล่ียม (Quadrilateral Mesh) โดย 
Mesh ส่ีเหล่ียมจะใหผลเฉลยที่มีความคลาดเคลื่อนนอยกวา Mesh แบบสามเหลี่ยม (Triangular Mesh) 

ระบุคุณสมบัติเชิงกลของวัสดุซึ่งมีความหนาแนนเปน 7850 kg/m3 คาโมดูลัสความยืดหยุนเปน 210 

GN/m2 และคาอัตราสวนพัวซองเปน 0.29 กําหนดจํานวนของเอลิเมนตในดานความยาวของคานตั้งแต 
40, 50, 60, 80, 100, 120, 150 หลังจากที่ไดเปรียบเทียบคาความถี่ธรรมชาติที่จํานวนเอลิเมนตดาน
ความยาวของคานตางๆ สามารถเลือกจํานวนเอลิเมนตดานความยาวของคานที่เหมาะสมที่สุดเปน 100 
เอลิเมนต หรือมีความยาวเอลิเมนตเทากับ 0.005 m. สวนจํานวนเอลิเมนตดานความกวางจะแปรผัน
ตามคาอัตราสวนเรขาคณิต เหตุผลที่เลือกจํานวนเอลิเมนตดานความยาวเปน 100 เพราะวาจะให
คาความถี่ธรรมชาติที่ใกลเคียงกับจํานวนเอลิเมนตที่ดานความยาวเปน 120, 150 ซึ่งจะใชเวลาในการ
คํานวณนอยกวา และได Mode Shape ที่มีความละเอียดมากกวาจํานวนเอลิเมนตดานความยาวที่เปน 
40, 60, 80 (นิติพงศ, 2549) 

2. ทําการทดสอบแบบจําลองโดยเริ่มอัตราสวนเรขาคณิต ( r ) ที่ r =0.25, 0.5, 1, ถึง 20 ที่
คุณสมบัติเชิงกลของวัสดุ ซึ่งมีคาความหนาแนน, คาโมดูลัสความยืดหยุนและคาอัตราสวนพัวซอง
เหมือนกันในแตละอัตราสวนเรขาคณิตจะพิจารณารูปรางโหมด (Mode Shape) เฉพาะการสั่นสะเทือน
ตามขวาง (Transverse Vibration) กรณีเดียวเทานั้น พิจารณารูปที่ 3 แสดง Mode Shape ที่เริ่มมีการ
เปล่ียนแปลงจากพฤติกรรมการสั่นสะเทือนคลายแผนบางไปเปนพฤติกรรมการสั่นสะเทือนคลายคาน 
สําหรับ Mode 4 ที่อัตราสวนเรขาคณิต r =4 การพิจารณาลําดับโหมดจะเริ่มพิจารณาตั้งแตลําดับ Mode 

1 ถึง Mode 10 การนับลําดับโหมดจะนับจํานวนที่ตัดกันของเสนที่ไมเสียรูป (Undeform) และเสนที่เสีย
รูป (Deform) ในดานความยาวของคาน 
        

 
รูปที่ 3 Mode Shape ที่เริม่มีการเปลี่ยนแปลงจากพฤติกรรมการสั่นสะเทือนคลายแผนบางไปเปนพฤติกรรมการ

สั่นสะเทือนคลายคานสําหรับ Mode 4 ที่ Geometric Ratio r =4 

 
3. ในแตละอัตราสวนทางเรขาคณิตเมื่อพิจารณารูปรางโหมด (Mode Shape) ครบลําดับโหมด

ที่สนใจแลวตั้งแต Mode 1 ถึง Mode 10 นําความถี่ธรรมชาติที่ไดมาหาความสัมพันธกับอัตราสวนทาง
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เรขาคณิตดังแสดงใวในรูปที่ 4 ซึ่งแสดงความสัมพันธของอัตราสวนเรขาคณิตและคาความถี่ธรรมชาติที่
Mode 4 จุดที่เริ่มมีการเปลี่ยนแปลงจากพฤติกรรมการสั่นสะเทือนคลายแผนบางไปเปนพฤติกรรมการ
ส่ันสะเทือนคลายคานของ Mode 4 จะเกิดขึ้นที่อัตราสวนเรขาคณิต r =4 จะเห็นวากอนจุดที่ r =4 

คาความถี่จะมีการเปลี่ยนแปลงขึ้นลงซึ่งถือวามีพฤติกรรมการสั่นสะเทือนแบบแผนบาง พิจารณารูปที่ 5 
แสดง Mode Shape ที่มีพฤติกรรมการสั่นสะเทือนคลายแผนบางสําหรับ Mode 4 ที่อัตราสวนเรขาคณิต 
r =3 สังเกตปลายดานกวางทั้งสองขางของคานจะมีการโกงตัวสูงสุดเกิดขึ้นที่บริเวณนี้ซึ่งการโกงตัว
สูงสุดจะเกิดขึ้นไมตลอดแนวความกวางของคานและมีลักษณะเปนเสนโคง และหลังจากจุด r =4 นี้ไป
คาความถี่ธรรมชาติจะมีขนาดที่ลดลงอยางตอเนื่องซึ่งแสดงวามีพฤติกรรมการสั่นสะเทือนแบบคาน 
พิจารณารูปที่ 6 แสดง Mode Shape ที่เริ่มมีพฤติกรรมการสั่นสะเทือนคลายคานสําหรับ Mode 4 ที่
อัตราสวนเรขาคณิต r =5 สังเกตปลายดานกวางทั้งสองขางของคานจะมีการโกงตัวสูงสุดเกิดขึ้นที่
บริเวณนี้ซึ่งการโกงตัวสูงสุดจะเกิดขึ้นตลอดแนวความกวางของคานและมีลักษณะเปนเสนตรง 

การที่จะระบุวาอัตราสวนทางเรขาคณิตใดเปนจุดที่เริ่มมีการเปล่ียนแปลงจากพฤติกรรมการ
ส่ันสะเทือนคลายแผนบางไปเปนพฤติกรรมการสั่นสะเทือนคลายคานนั้น ดูรูปที่ 3 แสดง Mode Shape ที่
เริ่มมีการเปล่ียนแปลงจากพฤติกรรมการสั่นสะเทือนคลายแผนบางไปเปนพฤติกรรมการสั่นสะเทือน
คลายคานสําหรับ Mode 4 ที่อัตราสวนเรขาคณิต r =4 โดยจะพิจารณา Mode Shape ของลําดับโหมดที่
สนใจแลวสังเกตปลายดานกวางทั้งสองขางของคานจะมีการโกงตัวสูงสุดเกิดขึ้นที่บริเวณนี้ซึ่งการโกงตัว
สูงสุดจะเกิดขึ้นตลอดแนวความกวางของคานและมีลักษณะเปนเสนโคง 

 

Mode 4

570

575

580

585

590

595

600

0 5 10 15 20 25

Geometric Ratio

Fr
eq

ue
nc

y(
Hz

)

 
รูปที่ 4 ความสมัพันธของอัตราสวนเรขาคณิตและคาความถี่ธรรมชาติที ่Mode 4  
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รูปที่ 5 Mode Shape ที่มีพฤติกรรมการสั่นสะเทือนคลายแผนบางสําหรับ Mode 4 ที่ Geometric Ratio r =3 

 

 
รูปที่ 6 Mode Shape ที่เริ่มมีพฤติกรรมการสั่นสะเทือนคลายคานสาํหรับ Mode 4 ที ่Geometric Ratio r =5 

 

ผลการทดลอง 
ผลของการเลือกคาของความถี่ธรรมชาติและอัตราสวนเรขาคณิตของแผนบางที่โหมดตางๆ ที่

เริ่มมีการเปล่ียนแปลงจากพฤติกรรมการสั่นสะเทือนคลายแผนบางไปเปนพฤติกรรมการสั่นสะเทือน
คลายคานในกรณีคาคุณสมบัติเชิงกลของวัสดุสําหรับเหล็กกลา (Carbon steel) ซึ่งมีความหนาแนนเปน 
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7850 kg/m3 คาโมดูลัสความยืดหยุนเปน 210 GN/m2 และคาอัตราสวนพัวซองเปน 0.29 แสดงใวใน
ตารางที่ 1 

 
Mode Natural Frequency ( f ) Geometric Ratio ( r ) 

2 106.82 2.5 

3 296.13 3 

4 581.33 4 

5 961.21 5 

6 1435.2 6 

7 2002.4 7 

8 2662 8 

9 3412.9 9 

10 4254.1 10 

ตารางที่ 1 ผลของการเลือกคาของความถี่ธรรมชาต ิ( f ) และอัตราสวนเรขาคณิต ( r ) ของแผน
บางที่โหมดตางๆ 

 
นําความสัมพันธของความถี่ธรรมชาติและอัตราสวนเรขาคณิตของแผนบางที่โหมดตางๆ ที่เริ่ม

มีการเปลี่ยนแปลงจากพฤติกรรมการสั่นสะเทือนคลายแผนบางไปเปนพฤติกรรมการสั่นสะเทือนคลาย
คานมาหาสมการเสนโคง Polynomial 2nd order โดยการประมาณคาแบบ Curve fitting ดวยระเบียบวิธี
ของ Least-Square Method จะไดความความสัมพันธของสมการเปนดังนี้ 

 
rrf 877.46359.47 2 −=                                           (18) 

 
เมื่อ    f = คาความถี่ธรรมชาติ (Hz) 

         r = อัตราสวนเรขาคณิต 

 



เสนโคงของการเปลี่ยนจากพฤติกรรมคลายแผนบางเปนพฤติกรรมคลายคานของคาน               131 
และแผนบางที่มปีลายอิสระทุกดาน 

 

 

f = 47.359r2 - 46.877r

0
500

1000
1500
2000
2500
3000
3500
4000
4500

0 2 4 6 8 10 12

Geometric Ratio

N
at

ur
al

 F
re

qu
en

cy
 (H

z)

Plate

Beam

 
รูปที่ 7 กราฟจากสมการความสัมพันธของความถี่ธรรมชาต ิ( f ) ที่ข้ึนอยูกับอัตราสวนเรขาคณิต 

( r ) 
 

สรุปผลการทดลอง 
จากผลการทดลองการสั่นสะเทือนแบบอิสระของคานอิสระทั้งส่ีดานที่มีหนาตัดสม่ําเสมอโดยไม

มีภาระในแนวแกนมากระทํากับคาน จะพบวาเมื่ออัตราสวนเรขาคณิต ( r ) ของคานเพิ่มขึ้นคาโมเมนท
พ้ืนที่ของความเฉื่อย (Area moment of inertia) ของคานจะลดลงและความหนาแนนของคานจะลดลง
ตามไปดวย จะทําใหความถี่ธรรมชาติมีคาที่ลดลงดวย ซึ่งจะสอดคลองกับสมการที่ (4) ดังแสดงใวในรูป
ที่ 4 โดยความถี่ธรรมชาติหาจากสมการที่ (4) สําหรับ Mode Shape สามารถหาไดจากสมการที่ (16) 
สมการของความถี่ธรรมชาติและสมการของ Mode Shape ที่หามาไดทั้งสองจะไมสามารถแยกแยะ
พฤติกรรมของการสั่นสะเทือนแบบอิสระไดเลยวา ความถี่ธรรมชาติและ Mode Shape ที่ไดมานั้นมี
พฤติกรรมการสั่นแบบแผนบางหรือมีพฤติกรรมการสั่นแบบคานได ดวยเหตุนี้จึงไดใชการวิเคราะหโดย
ระเบียบวิธีของไฟไนเอลิเมนตจากโปรแกรม ANSYS มาชวยวิเคราะหเพ่ือหาความสัมพันธของความถ่ี
ธรรมชาติ อัตราสวนเรขาคณิตและ Mode Shape เพ่ือชวยแยกแยะพฤติกรรมการสั่นสะเทือนแบบอิสระ
ใหเห็นลักษณะทางกายภาพไดอยางชัดเจนวาพฤติกรรมการสั่นแบบไหนจะเปนพฤติกรรมการสั่นแบบ
แผนบางหรือพฤติกรรมแบบคาน สําหรับการทดลองการสั่นสะเทือนของคานที่มีการเคลื่อนที่แบบฮารโม
นิกสมีเง่ือนใขขอบเขตตางๆกัน อัตราสวนเรขาคณิตเดียวกัน (C. L. Kirk and S. M. Wiedemann, 

2002) คาความถี่ธรรมชาติที่ไดจากกรณีของคานอิสระทุกดาน (Free-Free Beam) ,คานยื่น (Clamped-

Free Beam) และคานที่ยึดติดที่ปลายทั้งสองดาน (Clamped-Clamped Beam) เมื่อพิจารณาที่รอบของ
การเคลื่อนที่ (Cycle) ที่รอบเหมือนกันจะพบวามีคาความถี่ธรรมชาติเหมือนกันแตลําดับโหมดจะ
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แตกตางกัน และจากการทดลองหาคาความถี่ธรรมชาติของคานยื่น (เกียรติฟา, 2548) มีการทดลองหา
คาความถี่ธรรมชาติของคานยื่นที่อัตราสวนเรขาคณิตตางๆกัน ไดสรุปใววาคาความถี่ธรรมชาติที่ไดจาก
การทดลองกับคาความถี่ธรรมชาติที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนทเอลิเมนต (ANSYS) มีคาที่ใกลเคียงกัน 
จากความสัมพันธของความถี่ธรรมชาติกับอัตราสวนเรขาคณิตที่ Mode ตางๆในตารางที่1 โดยพิจารณา
ชวงที่เริ่มมีพฤติกรรมการสั่นสะเทือนแบบแผนบางไปเปนพฤติกรรมการสั่นสะเทือนแบบคาน Mode ที่
เริ่มมีการสั่น Mode แรกคือ Mode 2 สําหรับ Mode 0 และ Mode 1 จะไมนํามาพิจารณาเนื่องจากคาน
อิสระทั้งส่ีดานจะไมมี Mode 0 สวน Mode 1 เนื่องจากความถี่ธรรมชาติที่ไดมามีคาเขาใกลศูนยจึงตัดทิ้ง
ไป จากความสัมพันธที่กลาวมาขางตนจะไดสมการ Polynomial 2nd order (18) จากรูปที่ 7 สามารถระบุ
พฤติกรรมของคานหรือแผนบางไดวา พ้ืนที่ดานบนของสมการ (18) จะแสดงถึงพฤติกรรมการ
ส่ันสะเทือนแบบแผนบาง สวนพ้ืนที่ดานลางของสมการที่ (18) จะแสดงถึงพฤติกรรมการสั่นสะเทือนแบบ
คาน 
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