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 B����$����C���DE;����F���#���@�G��H�@;=#����� ���I������=��;E;
DBD��������7D�<���I9JI����$H�;DB
>;���7�<�=K��L��;�!;KJ��#G������=���8�A���@>�G@��:D�<�:7�<@;=@������#ML� ��� FB#�������� I����D�!����<
>;�BB�� �>N�DO�D�;�D���F�����O��=��I����$H�;DB>;���7�<�=K��L��;�!; 9��KD��������7D�<���I9JI�B����$����C :KJ@�G  
D��������7D�<@��P���>;Q�7�� (��D�<�;�<7H�@O�GBD��K�� 2 @;=��D�<�;�<#�����Q�D��K�� 2)  @;=D��������7D�<@��        
�D�P���>;Q�7�� (��B�B��77�D��K�� 4 @;=�����<D��K�� 4) ����K;DBD�MG��?�� double precision LK�I9J$H����D�!W�# 
256 D�!W�#@;=����<@���;����<K-L$��<  �H�O�K�=�=��B7�K���#H���Y��Z� 3.0σ  ����K;DB�!��W��=I9J
JD�M;
�����7J������=�D�KJ��7H�@O�GB@;=L����7�� (initial configurations) ��Z�9!K�K������@;=I9J�=�=��;������CBO�K
DB���
$H�;DB��G���� LK�7��@��7��#ND9G�B��;� (time-step) ����K;DB��=�D�KJ������K;DBD���= 10 #��CB�>N�DO�#G���;���
@;=#���#;�K�#;N�D�7���^�_������=$��@����`��<�9����  PF�B��Z���#��#@�KBE;#���#;�K�#;N�D����K�    

E;����K;DB>��G�D��������7D�<@����D�<�;�<7H�@O�GB@;=��D�<�;�<#�����Q� ��#����� �����G���N�D��������
D��������7D�<@����B�B��77�@;=@�������<  �D�$����C��;����#H���Y
DBD��������7D�<@����D�<�;�<$=��Q���G����  ��CB��C
�>��=��$H����#��CB
DB���#H���Y@�B7GD9G�B��;��JD���G� D��������7D�<@����D�<�;�<#�����Q������ D�!����<>;�BB��
:KJK���G�D��������7D�<9��KDN�� �H�IOJD��������7D�<@����D�<�;�<#�����Q���#����O��=��I����$H�;DB>;���7�<�=K��
L��;�!; LK�
��K
DB time-step ����O��=��I����$H�;DB>;���7�<�=K��L��;�!;
DBD��������7D�<@����D�<�;�<
#�����Q�:�G#������ 0.01 ��CB��C
FC�D�MG����W��=
DB�=�����I9JI����$H�;DB  
������� %: ���$H�;DB>;���7�<�=K��L��;�!;,  D��������7D�<@��P���>;Q�7��, �����=���8�A���@>�G,  ���D�!����<>;�BB��  
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Stability of Symplectic Integrators in Molecular Dynamics Simulations 
 

Piti thammavej 1) Juraivan Ratanapisit * 2) and Kulchanat Prasertsit 3) 
 
 

Abstract 
 

In this research, the experiments have been performed based on diffusion coefficients of Green-Kubo 
and Einstein expressions and conservation energy to investigate the accuracy and stability of the second 
order explicit symplectic integrators of position Verlet and velocity Verlet algorithms compared to non-
symplectic integrators (fourth order Runge Kutta and fourth order Gear predictor-corrector). The simulations 
were performed by invoking the Green-Kubo and Einstein relations including global errors in energy 
calculations. Computer simulations were performed using double precision of calculations. Also they were 
performed on a system of 256 Lennard-Jones particles interacting with a potential that was truncated at 
3.0σ . The essence of the study was to run series of simulations, starting from the same initial configuration, 
with each simulation being run the same reduced time. They differ in the size of the time step used and hence 
the total number of steps actually made during the simulation. The simulation runs were divided into 10 
independent batches such that these 10 batches formed an approximate Gaussian distribution for which the 
mean and its uncertainty can be calculated. This technique gives reliable error estimates from computer 
simulations.   

Results showed that the position and velocity Verlet algorithms were very competitive compare to the 
Runge Kutta and Gear predictor-corrector methods. Both Verlet methods use approximately the same CPU 
time due to less force evaluations per time step compare to non-symplectic integrators. The appropriate time-
step size for velocity Verlet algorithm should be lower than 0.01 as well as the time-step size that used for 
molecular dynamic simulation must depend on temperature and density of system.  
Keywords: molecular dynamic simulation, symplectic integrator, diffusion coefficient, conservation energy 
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1. ����� 

�|$$!�����#��##D�>���7D�<��#����$��bD�G�B
��K��Q�  �GBE;IOJ��#��#���$H�;DB��B#D�>���7D�<:KJ���
#�����I$@;=��Z��������I����>�}���^�_� LK���>�=
���$H�;DB>;���7�<�=K��L��;�!;(molecular dynamics 
simulations; MD) #���@�G��H�
DBE;#H���Y���:KJ$��
����H� MD 
FC�D�MG���O;���|$$�� �9G� 9��K>;�BB������<
�=O�G�BD�!W�# @��$H�;DBL#�B��J�BL��;�!;@;=9��K
D��������7D�<�>N�D7�K7������#;N�D����L��;�!; LK�9��K
>;�BB������<�=O�G�BD�!W�# @;=@��$H�;DBL#�B��J�B
L��;�!; �GB�D� FB#���I�;J�#��B
DBL��;�!;I�����H� 
MD ��������L��;�!;$��B����JD��>��BIK (Alder et al., 
1970; Alder and Wainwright, 1960; Frenkel, 1996; 
Haile, 1992; Rowley, 1994) �G��D��������7D�<�>N�D   
7�K7������#;N�D����
DBL��;�!; ��E;7GD�=�=��;����
$H�;DB @;=#���#;�K�#;N�D�
DB��J���B����#;N�D����

DBD�!W�# PF�B��E;7GD#���@�G��H�����H��������7�
�=�����#H���Y:KJ K�B��C�����;ND�I9JD��������7D�<���K�      
��#���#!J�#G� $FB��E;7GD#���@�G��H�����H��������7�
�=�� ��� FBD��������7D�<���K�#��I9J
�C�7D����#H���Y
@�B7GD#��CBIOJ�JD�����!K (Liu et al., 1998; Ferna´ndez    
et al., 2006) 

�H�O���B����$����C�F���9��KD���� ����7D�<               
7GD#�������� ���D�!����<>;�BB��@;=�����=���8�A 
���@>�G �D�$����C��B�F���
��K time-step ����O��=��
KJ��#G������=���8�A���@>�G  LK���������������#G�
�����=���8�A���@>�G
DB������ ��= Rowley and 
Painter, 1997 D��������7D�<���I9JI�����F��� :KJ@�G 
D�;�D���F�@����B�B��77�D��K����� (RK4)  D�;�D���F�@��
�����<D��K�����  (G4) @;=D�;�D���F�@����D�<�;�<��CB     
��D�<�;�<7H�@O�GB (pV2) @;=��D�<�;�<#�����Q� (vV2) 

 

2. �CDE����F� ���
  
>;���7�<�=K��L��;�!;��Z��M�@��O�F�B
DB���

$H�;DB��B#D�>���7D�< LK�IOJD�!W�#O�NDL��;�!;���K
D��7��������=O�G�B���I�9G�B��;�O�F�B �>N�D�F������

�#;N�D����
DBD�!W�#�O;G���C� @;=�H�:��MG���#H���Y
����7��=��  I�B����$����C �;ND�I9J  Lennard-Jones 
potential PF�B@�KB:KJK�B����� (1) 

                        (1) 

LK� u(r) = ����<�=O�G�BD�!W�#, r = �=�=��B�=O�G�B
�M��<�;�B
DB�DBD�!W�#, σ = �=�=��B�=O�G�B
�M��<�;�B
DB�DBD�!W�#���I�;J�������!KPF�B�H�IOJ����<
�=O�G�BD�!W�#��#G���Z��M��<   

��N�DB$���=����=�D�KJ��D�!W�#$H�������    
�H�IOJO�����7�
DB�=��LK���8�������#��=O<:KJ���    
����H� MD $FBI9J��8�����9�B7���;
�>N�DO�����7��=��   
LK�KH��������KJ��$H����D�!W�#I�9G�B 102-106 D�!W�# 
@;=7�K7��>;��7����#;N�D����
DBD�!W�#KJ������� 
����#;N�D���� (equations of motion) EG������@�B 
(force field) LK�I9JD��������7D�<7���=�������8�          
�9�B7���;
 �H�IOJ��������#H���Y��$H�����MB���     
���7�K7��>;��7
DBD�!W�#KJ�����I9JD��������7D�<  
�GBE;IOJ��J���B����#;N�D������#���#;�K�#;N�D�:�$��
#G����@�J$��B LK�9��K#���#;�K�#;N�D�@�GBDD���Z�       
2 9��K#ND #���#;�K�#;N�D�$������|K��� (round-off 
error) @;=#���#;�K�#;N�D�$�����7�K��D�#H�7D� 
(truncation error) �H�O������;K#���#;�K�#;N�D�$��
����|K �����C������ �H � :KJ LK�����>���$H ����           
$!K������ �H�IOJ�>���#���@�G��H�
DB7��@�����I9J��Q�

JD�M; (double precision) �G��#���#;�K�#;N�D�$��
���7�K��D�DD�������
JDBLK�7�B���#���@�G��H�
DB
���I9J�=�������8��9�B7���;
�>N�DO�#H�7D� #���@�G��H�

DBD��������7D�<@�KB:KJI���D�
DB time step  

9��KD��������7D�<��E;7GD#����� ���
DB���
�H� MD ��Z�D�G�B���B LK�����:�D��������7D�<@�GBDD�:KJ
��Z�   2 9��KIObG#ND �D�P���>;Q�7�� (non-SI) @;=     
P���>;Q�7�� (SI) (Haile, 1992; Xin-hao and Lin, 1995; 
Ratanapisit et al., 2001; Tsai et al., 2004)  ;���Y=
DB
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D��������7D�< non-SI ���:�G#H��FB FB;���Y=��>�=�=�� 
�9G� ���D�!����<>;�BB��
DB�=����B9��K��Z��=�����
�� 8� � 9� B 7� � � ;
���  M �>�}����$��D�! � �� �� �;D �<              
I�B����$����C�;ND�I9JD��������7D�< non-SI :KJ@�G ��B�B     
��77�D��K�� 4 (fourth order Runge Kutta (RK4) @;=
�����<D��K�� 4 (fourth order Gear predictor corrector 
(G4))  

D��������7D�<@��P���>;Q�7�� (SI)  ��Z��=�����
��8��9�B7���;
��� M�>�}���>N�DO�#H�7D�
DB��������<��;
L7�����  LK�D��������7D�< SI ����� D�!����<>;�BB��
@;=�����7�����I����WM���=��O�ND������P D�����O�F�B
@�KB FB#�������� E���;��:KJI���D�
DB��;� PF�B��Z�
;���Y=�H�#�b
DB MD �H�IOJD��������7D�<��#����� ���
�>��B>D���$=���9G�B��;������
��KIObG
FC�:KJ ����#ND    
D��������7D�< SI ����� #H���Y�JD��;��:���B9G�B��;�
�GD�O�J�:KJBG����G�@�� non-SI ���:�G����_#���
�DK#;JDB���E���;��
DB��;�7����J���B����#;N�D����  
D��������7D�< SI ���I9JI�B����$����C:KJ@�GD�;�D���F���D�<�;�< 
PF�B��Z��������I9JI�����H� MD  $!K�KG�
DBD�;�D���F���C  
#NDI9J$H����#��CB
DB���#H���Y@�B��=�H��=O�G�B
L��;�!; ����JD���G���N�D�������� RK4  

�H�O���#G�����7��!�9��KI�������B��E;��Z�
����7���?����K��P< PF�B��Z�7��@��:�JO�G�� @;=I������CI9J
7���� *  @�KB7��@��:�JO�G��O�ND7��@����K��P<                 
 

2.1 ��
�����G��� ����

��� 
2.1.1 ������	
�� ��=�D�KJ�� 2 �G�� #ND�G��


DB>;�BB������<O�:KJ$������<�=O�G�BL��;�!; @;=
>;�BB��$;�<O�:KJ$��#�����Q�D�!W�#  @�KB:KJK�B��C 

                                (2) 

��N�D E  #ND>;�BB�����, u  #ND>;�BB������<, N  #ND
$H����D�!W�# @;=  

i
v  #ND#�����Q�D�!W�# i   

2.1.2 ��
�	�
����������	�	
��� @�KBI��M�
DB#���
#;�K�#;N�D�
DB>;�BB��������������W��=�����7J� K�B��C   

 

            (3) 

��N�D <ge> #ND �������DB
DB#G���;���#���#;�K�#;N�D� 
(root mean square of global error per step), M  #ND 

$H����#��CB���#H���Y @;= ∆t #ND
��K time-step   
�D�$����C���D�!����<>;�BB��I��=����B����� O�:KJ
$��E;7G�B
DB>;�BB�����
DB�=�������;�IK � �����
���>;�BB�����
DB�=�������;������7J� (<E*(t)>-E*(0)) 

2.1.3 ����
���� �!��
"�
#  ����� O�:KJ 2 ��8� 
��8�@������#ML���Z����D�������7�|B�<9��#�����Q����>��8<
����������;� K�B�������� (4) 

           (4) 

LK� D = �����=���8�A���@>�G @;= t = ��;��G����8�@��
:D�<�:7�< ��Z����O�����7�����#;N�D������;����H�;�B�DB

DB��#�7D�<����#;N�D��������������;� K�B�������� (5) 

                              (5) 

��N�D r*(0), v*(0) ��Z�7H�@O�GB@;=#�����Q�
DBD�!W�#���
$!K�����7J� @;= r*(t), v*(t) ��Z�7H�@O�GB@;=#�����Q�
DB
D�!W�#�����;�IK�  
 

2.2 H����������
���
�  

2.2.1 (��
�(���)���(
*� (Velocity Verlet; vV2) 

          (6) 

     (7) 

2.2.2 (��
�(���23�"4	#� (Position Verlet; pV2) 
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��N�D m #ND��;
DBD�!W�#, a #ND#�����GB
DBD�!W�# 
@;=  F  #ND@�B�����=�H����D�!W�# 
 

3. ��J���
����
 
B����$��@�GB����K;DB��Z��DB�G�� �G��@��

��Z�����������������=���8�W�>9��KD��������7D�<     
�>N�DO�D��������7D�<����O��=�� @;=�G������DB��Z�����H�
D��������7D�<��� �O��=��$������K;DBI��G��@��    
�>N�DO�
��K time-step ����O��=�� LK�I9J����H�          
P��!�;9�� MD @����K!; ����K;DB�!��W��=D�MG��?�� 
double precision @;=I9J����<�;����<KL$��< $H����
D�!W�##B��� 256 D�!W�#  ��;�������$H�;DB#B��� (t*) 
��G���� 1,000 @;=�=�=��B7�K���#H���Y rcut  ��Z� 3.0 

���#H���Y����7��=�� ��=�D�KJ�����
�K;DB�G D�  10  # ��C B  � >N� DO�#G � � �;�� � @;=#���
#;�K�#;N�D� LK��!�9!K����K;DBI9J
JD�M;�����7J�@�KB
7H�@O�GB@;=L����7�� (initial configurations) ��Z�9!K
�K������ �H�O���9G�B����F���9!K�K;DB��K�B��C  
3.1 ��
�K
�	����	�K
����J�L����
H��������    
��
���
� 

����K;DBKH��������D!YOWM��@;=#���O��@�G�
��G���� 0.722 @;= 0.844 7��;H�K�� LK��F���9��KD����
����7D�<��CB 4 @��:KJ@�G RK4, G4, pV2 @;= vV2  9G�B
����F���
��K time-step ( *

t∆ ) ��Z� 0.0025, 0.005, 
0.01 @;= 0.02 7��;H�K��   
3.2 ��
F����� time-step ��N�F����� 

����K;DB�>N�DO�
��K time-step ����O��=��
>�$��Y�$��#G������=���8�A���@>�G    ��CB@��:D�<�:7�<
@;=@������#ML� @;=��������������#G������=���8�A���
@>�G���#H���Y$�������� ��= Rowley and Painter, 
1997 @;=#�������� ���D�!����<>;�BB�� LK�I9J
D�;�D���F����K�����!K$������K;DBI��G��@�� �H�O���
9G�B����F���
��K time-step ( *

t∆ ) ��G���� 0.005, 
0.01 @;= 0.02 7��;H�K�� ����K;DB���O�
��K 
time-step :KJ@�GB����K;DB��Z� 2 9!K����K;DB�GD�
K�B��C 

1 .  �F � � � E;
 D B # � � �O� � @�G � 7G D #G �
�����=���8�A���@>�G@;=#�������� I����D�!����<
>;�BB��  �H�O�KD!YOWM����Z� 1.0   LK�@��#G�#���
O��@�G���Z� 0.20, 0.40, 0.60 @;= 0.80 7��;H�K��  

2. �F���E;
DBD!YOWM��7GD#G������=���8�A���
@>�G@;=#�������� I����D�!����<>;�BB�� LK��H�O�K
#���O��@�G���Z� 0.6 LK�@��#G�D!YOWM����Z� 0.8, 1.0, 
1.2 @;= 1.4 7��;H�K�� 
 

4. P���
����
�������
��F�P���
����
 
4.1 K
����J�L����
H����������
���
���Q����

��������
���
��"
 �D��� 

�� 

7���B���  1 @�KB#�������� ���D�!����<
>;�BB�� >��G���N�D
��K
DB time-step IObG
FC� E;7G�B

DB>;�BB��������#H���Y$��D��������7D�< G4 @;= 
RK4 ��#G��>���
FC���� LK�D��������7D�< G4 ��#����� ���
��N�D time-step ��
��K�;Q���G� 0.0025  @7GO��I9J time-
step IObG��G� 0.0025 @;J�  �=�����K���;G��;�� 
(overflow)  PF�B@�KB FB#���:�J�� ���W�>  D�G�B:��Q7��
���I9JD��������7D�<@�������<I��=�������
��K time-step 
IObG��G� 0.005 @;J���C�  ��#���$H���Z�7JDB����#�����Q� 
(rescale velocity) ��Z�9G�B� ���=��C��=��$=���K��� 
overflow �=O�G�B���$H�;DB ��CB��C�>��=�������#�����Q�
��Z����#��#!�D!YOWM���=��IOJ#B���7��#G�����H�O�K 

��
�
��N 1 <�2#��=��������	
���>?(�����@�A�B(�>B�
���������	
��=��
����>?(���(
�?�2A	 

 

  

E;7G�B
DB>;�BB����������;��!K�J����������>;�BB�����

DB�=�������;������7J� 

∆t* 0.0025 0.005 0.01 0.02 

RK4 -0.00048 -0.01518 -0.31515 -1.63387 
G4 0.03032 Overflow Overflow Overflow 
pV2 0.00043 0.00199 0.00739 0.13648 
vV2 8.02E-05 0.00015 0.00034 0.07284 
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E;����K;DB
DBD���� ��� �7D�< � �D�< �;�<        
��CB�DB9��K >��G�I�9G�B time-step 
��K�;Q�@;J�  
E;7G�B
DB>;�BB�������#G��JD���G�@�� G4 @;= RK4 
D�G�B������H�#�b D�G�B:��Q7��E;7G�B
DB>;�BB�����   
��#G��>���
FC� ��N�D time-step ��
��KIObG��G� 0.01        
PF� B @�K B F B � � � �>�� � 
FC � 
D B#� �� : �J � � � � �W�>             
��N�D�����������#�������� ���D�!����<>;�BB��
�=O�G�BD��������7D�< RK4 ���D��������7D�<��D�<�;�<     
��CB�DB@�� >��G�D��������7D�<��D�<�;�<����� D�!����<
>;�BB��:KJK���G���� D����CB��B��#�����Q����#H���Y
I�;J�#��B���D�;�D���F� G4 D�G�B:��Q7����N�D time-step 
��
��KIObG
FC� #����� ���
DBD�;�D���F� G4 ��#G�;K;B
D�G�B�OQ�:KJ9�K  ��CB��C��N�DB$�����#H���YKJ�� G4 �H�IOJ
D�!W�#����������B�����J���BD�G�B7GD��N�DB I�
Y=��� 
vV2 @;= pV2 ��B#B�����#����� ���:KJ ��N�DB$�����
#H���YLK�I9JD�;�D���F� vV2 @;= pV2 :�G�H�IOJ��J���B
����#;N�D����
DBD�!W�#�����B���:�$����J���B���
�#;N�D����$��B������ �H�IOJ�=����B#B�����#����� ���
�D�:�J:KJ 

  ��N�D>�$��Y�>;�BB�����
DB�=��@;J� >��G�
>;�BB��$;�<��E;7GD#����� ����=�������G�>;�BB��
����<  $FB��Z��O7!IOJD�;�D���F� vV2 ��#����� ��������G�
D�;�D���F� pV2 �>��=���#H���Y#�����Q�
DBD�!W�#
KJ��D�;�D���F� vV2 $=�H����#H���Y��;=#�F�B time-step 
�H�IOJ���#H���Y#�����Q�
DBD�!W�#KJ��D�;�D���F� vV2 
��#���@�G��H���G����#H���Y#�����Q�
DBD�!W�#
DB
D�;�D���F� pV2 I�
Y=�K���������#H���Y7H�@O�GB
DB
D�!W�#
DBD�;�D���F� pV2 $=��#���@�G��H���G�
D�;�D���F� vV2 ��N�DB$�����#H���Y7H�@O�GB
DBD�!W�#

DBD�;�D���F� pV2 $=�H����#H���Y��;=#�F�B time-step 
�9G���� 

 

 

 

 

LK�����:�#���:�G�� ���
DBD��������7D�<�G��IObG
���K$��
��K
DB time-step IObG����:� �H�IOJ���
#H���Y��J���BD�!W�#��LD������K������PJD�:KJ���
FC�   
���#H���Y@�B$FB�GDIOJ���K�W��=���E;�����@��D���7<   
�=��$FBO�!K�H�B�� O�ND�H�IOJD�!W�#�
J�I�;J������   
�H�IOJ���K@�BE;���O���;�=O�G�B��� �H�IOJ��CB#MG>!GBDD�
$�����KJ��#�����Q��MB PF�B���B���>�#ND��N�D
��K
DB time-
step IObG����:� >;�BB�����
DB�=�����K���@��GB
D�G�B�!�@�B ��N�DB$�� #�����Q�
DBD�!W�#��B7���MB
����:� O�ND�=�����K���;G��;��$���������=����
D!YOWM���MB����:� PF�B�OQ�:KJ$��9��K G4 ��N�D
��K
DB
D��������7D�<IObG����:��H�IOJ�=�����K���LD��D�<L�;�<   

$���M����  1 @�KBIOJ �OQ��G� D�;�D���F� vV2       
��#����� ��������G�9��KDN�����D�7���G���=O�G�B
��K

DB time-step ���$H����#��CBI����#H���Y@�B(Nf)    
I�@7G;= step ��G���� @;=$��7���B��� 2 >��G��=�=��;�
���I9JI����#H���Y
DBD��������7D�< vV2 �JD���G�     
D��������7D�< RK4 ���
��K time-step ��G���� ��N�DB$��
$H����#��CBI����#H���Y@�B�JD���G� �H�O���D��������7D�< 
vV2 @;= pV2 ��#�����Q�I����#H���YI�;J�#��B���     
@7GKJ��D�;�D���F� vV2 ��#����� ��������G� $FB�H�IOJ
D��������7D�< vV2 ��#����O��=��I�����H� MD 
�����G�D��������7D�<9��KDN�� 
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-1.5

-1

-0.5

0

0.5

-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1

log(dt/Nf)

lo
g
(<

g
e>

)

RK4

pV2

vV2

G4

 


RK��N 1 )��������	 �
�4�#��
���>?���=��)#�(C�>?B)���
)��@()�D?�	 <ge> ��� ��2
��#�	
�4�#�� time-step ���
H3�	�	)
�I��>?�JA�	��
)3�	�K"
� 
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��
�
��N 2 
�B�(����	��
)3�	�K (hr) "��)���(
*�
�	��
)3�	�K (step/hr) =��J	�@��	��(�
(2�
� 

 �=�=��;�I����#H���Y (hr) 
∆t* 0.0025 0.005 0.01 0.02 

#�����Q� 
(steps per hr) 

RK4 5.40 2.80 1.50 0.75 74,066 

G4 1.38 Overflow Overflow Overflow 288,623 

pV2 1.35 0.70 0.35 0.20 301,255 

vV2 1.35 0.70 0.35 0.20 294,117 
 

4.2 � �K
����J�S��
��
$ 

�����=���8�A���@>�GLK���8�:D�<�:7�<@�KB:KJ   
K� B �M����  2 @�KB F B#����� ���
DBD���� ��� �7D�<      
�>��=�����=���8�A���@>�G��Z�����7����������>�������;�  
$��E;����K;DB>��G���N�D
��K time-step �JD���G� 
0.005 @;J� �����=���8�A���@>�G
DBD��������7D�<�!�9��K 
��#G�I�;J�#��B��� D�G�B:��Q7����N�D time-step ��
��K
IObG��G �  0 .01  @;J �  #G ������=���8�A ���@>�G
DB         
D��������7D�< RK4 ���:�G���������#�����Q�$=@7�7G�B
$��D��������7D�<��D�<�;�<��CB�DB9��K @�KB FB#���
�� ���
DBD��������7D�<��D�<�;�< LK�>��G���N�DD��������7D�<
�Mb����#�������� D�!����<>;�BB�� $=�GBE;7GD#G�
�����=���8�A���@>�G���#H���Y �D�$����C#G������B���
��7�?��
DB�����=���8�A���@>�G���:KJ$��D��������7D�<
��D�<�;�<#�����Q���@��L�J��JD���G�#G����:KJ$��D����    
����7D�<��D�<�;�<7H�@O�GB ��CB��C��N�DB$��#��������   
I����D�!����<>;�BB��
DB��D�<�;�<#�����Q����K���G�    
��D�<�;�<7H�@O�GB 
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Reduced time-step
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RK��N  2 ����
���� �! ��
"�
#�>? )3 �	�KN@B�� >=��
O�	��O2	�2��J	�@��	��(�
(2�
� 

4.3 ��
F����� time-step ��N�F����� 
4.3.1 )�������
P��
�	�
����������	 

    $������K;DBI��G��@��>��G�D��������7D�<
@����D�<�;�<#�����Q�  ����� D�!����<>;�BB��:KJK���G�
9��KDN�� E;����K;DB#�������� ���D�!����<>;�BB��
@�KBI�7���B��� 3 >��G�#���#;�K�#;N�D�>;�BB��@;=
E;7G�B ��N�D>�$��Y�#�������� ���D�!����<>;�BB�� 
>��G� #���#;�K�#;N�D�I���D�>;�BB�� @;=#G�E;7G�B

DB>;�BB�������@��L�J��>���
FC���N�D time-step ��
��K
IObG
FC�K�B@�KBI�7���B���  3 �D�$����C���N�D time-
step=0.02 >��G� D��������7D�<@����D�<�;�<#�����Q�
�����#���:�G�� ���LK���>�=I�9G�B#���O��@�G��MB 
�GBE;IOJ�=��:�G����� KH��������7GD:�:KJ  

      ��N�D>�$��Y��=�� Y T*=1.2, ρ*=0.2 @;= 
time-step=0.02  >��G��=������� KH��������7GD:KJ 
@�JD��������7D�<�����#���:�G�� ��� ��CB��C@>��=#���
O��@�G�
DB�=��7�H��H�IOJ;DLD������PJD�������
DB
D�!W�#  

�H�O���D!YOWM��@;=#���O��@�G���C� :�G��E;
7GD#�������� I����D�!����<>;�BB����N�D�������� 
time-step @7G��E;7GDLD���I����PJD����
DBD�!W�# 
��N�DI9J#G� time-step 
��KIObG 
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4.3.2 ����
���� �!��
"�
#"��)���"�#	B3���
)3�	�K 

$��7���B���  4 >��G���N�D time-step ≤ 0.01 @;J� 
�����=���8�A���@>�G��CB:D�<�:7�<@;=����#ML� ��#G�I�;J 
�#��B��� �����=���8�A���@>�G���#H���YKJ�������� ��=

DB Rowley and Painter, 1997 ��N�D>�$��Y�
��K 
time-step=0.02  @;=#���O��@�G��MB��G� 0.2 @;J�  

�=�����K���;G��;��I����#H���Y �>��=D��������7D�<
@����D�<�;�<#�����Q�:KJ�Mb����#����� ��� 

PF�BE;����K;DB�DK#;JDB����M���� 1 �9G����  
LK�#G� log<ge> ���
��K time-step = 0.005 @;= 0.01 
��#���@7�7G�B:�G��������N�D��������#G����
��K time-
step ��Z� 0.02   

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

��
�
��N 3 @�KB�������DB
DB#G���;���#���#;�K�#;N�D�I���D�>;�BB��@;=E;7G�B
DB>;�BB����������;�
�!K�J����������>;�BB�����
DB�=�������;������7J�
DBD��������7D�<@����D�<�;�<#�����Q� 

�W��=
���

�K;DB 
�������DB
DB#G���;���#���#;�K�#;N�D� 

I���D�>;�BB�� (<ge>) 
E;7G�B
DB>;�BB����������;��!K�J���������� 

�����;�����7J� (<E(t)>-E(0)) 
T* ρ* ∆t*=0.005 ∆t*=0.01 ∆t*=0.02 ∆t*=0.005 ∆t*=0.01 ∆t*=0.02 
1.0 0.8 0.00023 0.00071 Overflow 0.000053 0.000098 Overflow 
1.0 0.6 0.00025 0.00101 Overflow -0.000171 -0.000808 Overflow 
1.0 0.4 0.00026 0.00060 Overflow -0.000178 -0.000387 Overflow 
1.0 0.2 0.00049 0.00051 0.10188 0.000457 0.000289 0.087803 
0.8 0.6 0.00040 0.00054 0.10489 0.000331 0.000361 0.087907 
1.2 0.6 0.00022 0.00118 Overflow 0.000119 0.000921 Overflow 
1.4 0.6 0.00031 0.00104 Overflow 0.000041 0.000299 Overflow 
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5. �
"KP���
����
 

D��������7D�<��D�<�;�<��CB 2 @�� ����� I9JI�
���$H�;DB>;���7�<�=K��L��;�!;:KJK���G�D��������7D�<
@�� RK4 @;=@�� G4  LK���>�=I�9G�B time-step     
��
��KIObG D��������7D�<��D�<�;�<��#�������� I����
D�!����<>;�BB��
DB�=��:KJK�  LK�D��������7D�<��D�<�;�<
#�����Q������ D�!����<>;�BB��:KJK���G�9��KDN�� @;=��
#�����Q�I����#H���YI�;J�#��B�����D�<�;�<7H�@O�GB    
�H�IOJD��������7D�<��D�<�;�<#�����Q���#����O��=��   
I�����H� MD 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�H�O���
��K time-step ����O��=��#����#G�
�JD���G� 0.01 ��CB�FC
FC�D�MG����W��=����;ND�I9J  �����CB
D!YOWM��@;=#���O��@�G�:�G�GBE;���#����� ���
DB
D��������7D�<��N�D��������
��K
DB time-step ����;ND�I9J 
@7GD!YOWM��@;=#���O��@�G�
DB�=��$=�GBE;7GD
LD���������KPJD�������
DBD�!W�# ��N�D�H����#H���Y
��J���B����#;N�D����KJ�� time-step 
��KIObG 

 

 

 

 
 
 
 

��
�
��N 4 �����=���8�A���@>�G#H���YKJ��D��������7D�<@����D�<�;�<#�����Q� 

#G������=���8�A���@>�G �W��=���
�K;DB Einstein relation Green-Kubo 
T* ρ* ∆t*=0.005 ∆t*=0.01 ∆t*=0.02 ∆t*=0.005 ∆t*=0.01 ∆t*=0.02 

�����
� ��=***  

1.0 0.8 0.06460 
(0.003997) 

0.06443 
(0.003381) 

Overflow 
 

0.06455 
(0.003894) 

0.06414 
(0.003232) 

Overflow 
 

0.06330 

1.0 0.6 0.15755 
(0.005547) 

0.15682 
(0.006565) 

Overflow 
 

0.15800 
(0.005094) 

0.15747 
(0.006124) 

Overflow 
 

0.15584 

1.0 0.4 0.30085 
(0.022748) 

0.29881 
(0.022030) 

Overflow 
 

0.30507 
(0.025407) 

0.30406 
(0.020660) 

Overflow 
 

0.28532 

1.0 0.2 0.57691 
(0.013227) 

0.58087 
(0.019263) 

0.60611 
(0.022562) 

0.58852 
(0.019058) 

0.59509 
(0.024537) 

0.62149 
(0.025649) 

0.59048 

0.8 0.6 0.11863 
(0.005557) 

0.11876 
(0.006242) 

0.122967 
(0.007884) 

0.11859 
(0.006116) 

0.11860 
(0.007008) 

0.1239 
(0.008567) 

0.08951 

1.2 0.6 0.18578 
(0.005056) 

0.18463 
(0.005727) 

Overflow 
 

0.18656 
(0.003822) 

0.18617 
(0.007830) 

Overflow 
 

0.18483 

1.4 0.6 0.21097 
(0.003985) 

0.21234 
(0.007066) 

Overflow 
 

0.21201 
(0.000649) 

0.21237 
(0.008197) 

Overflow 
 

0.21321 

** #G�I��B�;Q�@�KB FB#���#;�K�#;N�D� (standard deviation) �9G� 0.000869± 0.00005 
*** Rowley and Painter, 1997 
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