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A Finite Element Method for Viscous Incompressible Flow Analysis 
 

Jittin Triputtarat * 
 
 

Abstract 
 

 A finite element method for viscous incompressible flow analysis is presented. The flow is classified 
into two types as: the flow without inertia for slow moving fluid and with inertia for a more general flow. Finite 
element equations corresponding to these flows are derived and are used in the development of the computer 
programs that can be executed on standard personal computers. The programs have been verified by solving 
academic-type examples that have exact solutions before applying to solve more complex flow problems. 

Keywords: Finite Element, Viscous incompressible flow 
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�
��� 

  ��:�BJB�8;�HC����8; ��>���:��N�L8���C
��:�A�?�L���RNI
�Q�A���F�I������N�LH�!9��:;  FC@BEI���#�������
��D�HL$������@���:�M�9R����F�I�UVA�S#�L��I�L���
K��KIH� (Cook, Malkus and Plesha, 1989)                  
( Zienkiewicz and Taylor, 2005) ��:������=������Q���RNI
F9�GAC��R����F�I�UVA���LEI��8G�LO B�G�G�$@��>�
�UVA���LEI����� G����#����IH� (Lewis, et at., 
1996) ( Dechaumphai, 1994) ��� G������@$!BJJw� 
(Jin, 1993) N�����F9��; (Gallagher, et at.,1982) ��>�8I� 
�H�$����=BJB�8;�HC����8;����� �Q���RNI���#��@A;
�UVA���LEI��9C���8�; SE���9�@������#��@A;�UVA�
���BAC�����#���A�DEK?�L8IHL�Q�������#��@A;#GH�
I�L
K��KIH�SE�RNI������N�LH�!9��:; �Q�A����UVA����BAC
����B�K?�L��@�H�B�EI����������B�G��>��N�L��I� R����
��@��CWC��:��N�L8���C
RAI��WCC�9:;���F�G��Q�$Q���>�8IHL
�����RNI9D=����R����$�E��y�
IH�TCFC@�����RNI��C�R����
���#��@A;#GH�
I�L���  
 ����?�����=�����$�����BAC�����#���A�DE#L���
F��B�GH�E8��FC@B�G��#�����D�H�K?�L��>����BAC
HL
HL
BACF���ND�HLNI� ������������;�S8�;#$@ T��Q���
��@E��P;
?=���>������BJB�8; �HC� ���8; SE������
#Q���[A�WCC�9:;EI��S��F�����LEI��BJB�8;�HC����8;
E�L����CG��
I�L8I� R�������#��@A;�UVA����BAC�����#���
A�DEF��B�GH�E8��FC@��#�����D�H���>����BAC
HL    

HLBAC����OB��y$@��������#��@A;A�WCC�9:;�NG��E������ 
����?���#��=L��=BEI������Q�������#��@A;8��H�G�L�UVA�
AC��O�T�F���9D�H�Q����9��T$�;��@���:�M�9
HL
S��F���BJB�8;�HC����8;R����F�I���#��@A;�UVA����
BAC
HLBAC�����#���A�DEF��B�GH�E8�� 
 

1.  ����	�
��������	���������������@�����������
�A���� 
1.1  �����B�C��DE���
�������� 
 �X�z� ��D= H L8I���� R NI ������F�I�UVA����
�#CD�H����
HL
HLBAC$@H�TGR��T�
HL���������B�#DH       
1. �Y���H�!����;��CA�DH�����#���8GH��D�HL 2. �Y
H�!����;S����8�� FC@ 3. �YH�!����;9C�LL�� K?�L��@�H�

B�EI������� 2 �����#DH �����B�G�N�L��I�FC@�����
�N�LH�!9��:; �Q�A������BAC�EH�EB�GBEI��������BAC���NI� 
#���A��F�G�FC@H![AMT��
HL
HLBAC$@ T��Q�A�ERAI
��#G�#L���  FC@$@�������#���8GH��D�HLFC@�����
S����8����G���=������#����Q�#�V8GH������#��@A; SE����
������N�LH�!9��:;$@�����BAC���#L��� 2 �����LE�L����� 
(1a-c)                                          
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                                                                (1c) 

SE���� u FC@ v #DH#�����y�R������L x FC@ y 8��CQ�E�� 
p #DH#���E��  #DH#G������@���:�|#���A�DE
HL
HL
BAC FC@  #DH#���A��F�G�
HL
HLBAC 

R��G��
HL���BAC�����#���A�DEF��B�GH�E8��
SE�B�G��#�����D�H������ RNI�X�z���S�C;�����H�;      
SE��������=$@��>�H�8���G��
HL#G�#�����D�H�8GH#���
A�DE
HL
HLBAC ��D�HRE���#G���S�C;�����H�;��#G��IH�
���O#G�#�����D�H�
HL���BAC
HL
HL�AC�B�G8IHL
�Q����Q������������������#G�#���A�DEFC@�����   
8�EHH�$�������H�!����;S����8��BEIE�L����� (1b-c) 
R��G����=������N�LH�!9��:;R������ (1a-c) CE�T�CL��>�
�����LG��OFC@����� �
���RAIH�TGR��T�
HL tensor #DH 

x,u   + y,v         =      0                                     (2a) 

x,xσ  + y,xyτ        =      0                                   (2b)                                  

x,xyτ +   y,yσ         =      0                                   (2c)                                 

SE����G����@�H���>�#����#I�#DH 

xσ   =  µ2+− p xu                                             (3a) 

yσ   =  µ2+− p yv                                                          (3b)   

xyτ    =     )( ,,
xx

vu +µ                                               (3c)                                       
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������N�LH�!9��:; (2a-c) ����� H:����H�TGR��T�
HL
#�����y�8���@�@��L
HL���BAC S1 

=u  y)(x,u1                                                            (4a)                                                       
=v y) (x,1v    (4b)

                                             

A�DH8���@�@������EF�L8?LW�� S2 

xT    =    mTx xy    +lσ                                  (5a) 

 yT    =    myστ     xy +l                       (5b)   
SE����     FC@ m #DH�����LR��T�
HLS#BK�;R��T�F��
����8H�; 
 

1.2  ���������
��������
 
 SE���� � B�8��F����� B�G����#G�
HL�UVA�      
���BAC �����#���A�DEF��B�GH�E8����=���#����HE#CIHL
��������#���8GH��D�HLE�L����� (1a) FC@��������
�#CD�H���� 2 �����#DH (1b-c) K?�L 2 �������=��@�H�B�
EI��#�����y� u, v FC@#���E�� p ��#�����=RNI�HC����8;
����AC����N��EA�$!E8GH (Yamada, et at., 1975) K?�L    
�HC����8;��=��HL#;��@�H�#�����y�FC@#���E��E�L����� 

ααuu Ny) (x, =                                                 (6a) 

ααvv Ny) (x, =                                                 (6b)                

λλPp Hy) (x, =                                               (6c) 
                                               

SE����  = 1, 2� 6;  = 1, 2, 3 FC@  ��>�     
�HC� ���8;��� ��>�JUL�;N��
HL#�����y�FC@#���E��
8��CQ�E�� 
 

�Q������BJB�8;�HC����8;RAI��>����������#CD�H����  
(2b-c) FC@�����#���8GH��D�HL (2a) EI����:� G�L�=Q�A���
���8�#I�L 

  

i
A
N∫ 0 )dA ( ,, =+ yxyxx τσ                   (7a) 

i
A
N∫ 0 )dA ( ,, =+ yyxxy στ                        (7b)  

i
A

H∫ 0 )dA ( ,, =+
yx

vu                                 (7c) 

                                      

SE���� A ��>�9D=���� ��@�!�8;RNI�X�Y�
HL����;R������ 

(7a-c) �Q����H��������8FC@�Q�A�E�LD�H�B

H��
8$��

����� (5a-b) FC@����� (7a-b) $@BEI 

∫A ])()2[( ,,,,, yxyx
x

NvuNpu αα µµ ++− dA  

dSTN x
S

α∫=
2

                                                        (8a)  

∫A dANpuNvu yyxxy
])2()([ ,,,, , αα µµ −++  

dSTN y
S

α∫=
2

                                                   (8b) 

��D�H�Q��HC����8;#�����y�FC@#���E��$������� (6a-c) 
����@�!�8;RNI����� �
�����>������BJB�8;�HC����8;K?�L
H�TGR��T� 
 

βαββαβαβ µµµµ  v) M   2( xyyyxx MM ++

xxH - αλαλ RP =                                         (9a) 

βαβαββαβ µµµ vMM ) M2  (u yyxxyx ++

yyH - αλαλ RP =  (9b) 
- 0Hu yx =+ ββλββλ vH         (9c)  

SE���� 

dAM x
A

,x,xx NN βααβ ∫=              (10a)                                                    

dAM y
A

,y,yy NN βααβ ∫=     (10b) 

dAM y
A

,x,xy NN βααβ ∫=     (10c) 

dAM x
A

,y,yx NN βααβ ∫=    (10d)           

dAHH
A

λααλ x,x N ∫=    (10e) 

dAHH
A

λααλ y,y N ∫=  (10f)  

dSTR x
S

αα N 
2

x ∫=    (10g) 

dSTR y
S

αα N 
2

y ∫=  (10h) 

�HC����8;������K;��=BEI�Q�B���@E��P;
?=���>�S��F���
��LEI��BJB�8;�HC����8; K?�L���C@�H��E���������������K;
B�GF�ELR���#�����=      
 

1.3 H�I��������������	
 
 $�������BJB�8;�HC����8;������K; (10a-h)   
K?� L R���#�����= RNI �HC� ���8;����AC����A�$!E8GH            
�HC����8;F8GC@�HC����8;��@�H�B�EI�������E�L����� 
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(9a-c) ��� 15 �����SE����������HC����8;��=$@
?=�H�TG
����UVA�����Q�������#��@A; SE������$������Q�A�E
�LD�H�B

H��
8����A��@���GH��Q����F�I�UVA��9D�HA�
#G�8��F��
HL#�����y�FC@#���E�� R�����=�����         
�HC����8; (9a-c) ��>�������N�L��I�FC@�����#Q���[
WCC�9:;��>�F�����F�I�UVA�SE�8�L K?�L��=L�����    
������K;FC@S��F���BJB�8;�HC����8;���RNIR�������#��@A;
BEI�����8��$�H�#��� T�8IHLF�G��Q�SE��Q����
���#��@A;8��H�G�L�UVA�F��LG���9D�HETWCC�9:;���BEI�GH�
�Q����Q�������#��@A;�UVA�
I�L8I� 
 

1.4 �������C
��
������������	
 
 R�������#��@A;EI��S��F���BJB�8;�HC����8;
$@�Q�������#��@A;���BACR��GHSCA@�����K?�L��>����BAC
F���8y��T�F��R��GHE�L�T���� 1 SE�#�����y����BAC�
I��GH
$@H�TGR��T�F�������@$��8����>�F��9�C�S�C� 
 

 )()(
2

4
yhyu

h

y −=  (11) 

 �Q�RAI��>����BAC��>����BACR������L�E���
8��F�� x (White, 1991)�
���H�TGR��T� 

x

py
hyyu ∂
∂−= )()(

2µ  (12)
  

 K?�LF��$Q�CHL���BACR��GHSCA@�����$@�����
F�GL�HC����8;��>�F������AC����$Q�����HC����8; 12   
�HC����8;FC@��$Q���� 35 $!E8GHFC@������Q�A�E

H��
8�LD�H�B
E�L�T���� 2 R�������#��@A;��=$@�Q����
���#��@A;�����@$��8��
HL#�����y�FC@#���E�����
���E
?=�R�
[@���
HLBACBACH�TGR��GHFWG�SCA@�����      
�T���� 3 ��>�����Q����H�8����y����BACK?�L��C���[@���
BACR������LF�� x $������Q������=F�ELRAI�Ay��G�
C���[@
HL���BAC
HL
HLBAC��#����HE#CIHL���
����� (12) ��D�H�Q�������������������T���� 4 FC@�T���� 5 
��>�����Q���������@$��8��
HL#���E�������[
EI��CG�L
HL�GH EI����FC@8�L�C�L
HL�GHK?�L��>�B�E�L
����� 

)30()( 2

8 −= xxP
h

u  (13)  

 

     
�KL
�� 1 ��������	
���
��
�
������
�����	���  

 
�KL
�� 2 �������
�
�
����
���������� !�"���#$
�
�
�
�����
���	
������
 

 
�KL
�� 3 	%&���'"���	("�
���	
���
��
�
����
��)������ X 

 

 
 

�KL
�� 4 �&	��������'"���	("��	
���
��
�
������

	��"���+���,-������	����+���,-����
�
����
������� 

 

�KL
�� 5 ��	�	������"�
�'"��.������)������ X 



$�88�� 8��9!�:��8�; 

 

88 

2.  ����	�
��������	���������������@��������
�A���� 
2.1  �����B�C��DE���
�������� 
 �Q�A����UVA����BAC����OB�������������;
�S8�;����� �Q���F�I�UVA�BEIE� L����� (1a-c)           
K?�L�������=$@��C���[@��>������B�G�N�L��I���D�HL$����
��H�
HL#�����D�H��
I���������
IHLE�LF�ELR������ 
(1b-c) ������������;�S8�;#��= T��
���RAIH�TGR��T�       
����KH�;�9D�HRAILG��8GH����Q���>������BJB�8;�HC����8;
E�L��= 

xu,   + y,v   =   0    (14a)      
u xu,   + v −yu ,  ,, yxyxx τσ − =   0   (14b) 
u xv,   + v −yv,  ,, yyxxy στ − =   0 (14c) 
 ��D�H�Q���>�����������#����#I���>�HL#;��@�H�
F�ELBEI��>� 

xσ =   p−   + 2v xu,  (15a) 

yσ =   p−   + 2v yv,  (15b) 

 xyτ = v ( ),, xy vu −  (15c)  
FC@H�TGR��T�
HL#���A�DE$C���8�;#DH 

p

u
v =  (16) 

γβαβγ
uuK x   + γβαβγ

uvK y   − µαµ
pH x

  + βαβ
uS xx   + βαβ

vS xy  = xQα
 (17a) 

γβαβγ
vuK x   + γβαβγ

vvK y   − µαµ
pH y

  + βαβ
uS yx   + βαβ

vS yy  = yQα
 (17b) 

ββµ
uH x   + ββµ

vH y  =   0 (17c) 

SE���������@���:�|R��T�F��������K;�HC����8; 
A�BEI$�����H�������89D=���� A FC@�@�@��L
HL
HLBAC 
S2 #DH 

xK
αβγ

  =  x,γβα NNN
A∫ dA  (18a) 

yK
αβγ

  =  y,γβα NNN
A∫ dA   (18b) 

xH
αλ

   =   λα HN
A

x,∫ dA  (18c) 

yH
αλ

   =   λα HN
A

y,∫ dA  (18d 

xxS
αβ

   =   x,x,2 βαν NN
A∫ dA   +   

                y,y, βαν NN
A∫ dA  (18e) 

xyS
αβ

   =   x,y, βαν NN
A∫ dA  (18f)  

yxS
αβ

   =   y,x, βαν NN
A∫ dA  (18g) 

yyS
αβ

   =   x,x, βαν NN
A∫ dA    +  

                y,y,2 βαν NN
A∫ dA  (18h) 

xQ
α

     = ∫ 2S
xi TN dS  (18i) 

yQ
α

  = ∫ 2S
yi TN dS  (18j) 

2.2 �����������������N 
 �����BJB�8;�HC����8; (17a-c) ��>������
F��B�G�N�L��I������F��B�G�N�L��I���=��>������9�N#[�8
$@ T���@�!�8;EI����:�
HL���8����J��� (Dechaumphai, 
1995) SE������F��$@��#G����B�G��E!CR������BJB�8;     
�HC����8;E�L��=  
 

xF
α

= γβαβγ
uuK x   + γβαβγ

uvK y
  −

λαλ
pH x   + βαβ

uS xx   + βαβ
vS xy

  − xQ
α

 (19a) 

yF
α

= ββαβγ
vuK x   + γβαβγ

vvK y
  −

λαλ
pH y   + βαβ

uS yx   +
βαβ

vS yy
  − yQ

α
 

 (19b) 

µF  = ββµ
uH x   + ββµ

vH y
 (19c) 

 

 R������@�!�8;��:����
HL���8�� ��J���R�
�����9�N#[�8��=�H�TGR��T� 

βαβ
uG x∆   + βαβ

vL y ∆   − λαλ
pH x ∆   = xF

α
 

  (20a) 

βαβ
uL x∆   + βαβ

vG y ∆   − λαλ
pH y ∆   = yF

α
 

 (20b) 

βαµ
uH x∆   + ββµ

vH y ∆   =
µ

F  (20c) 
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SE���� 

xG
αβ

=  γαβγ
uK x   + γαγβ

uK x   + γαγβ
vK y
  

                + xxS
αβ

    (21a) 

xG
αβ

= γαβγ
uK y   + γαγβ

vK y   + γαγβ
uK x

  

                + yyS
αβ

            (21b) 

xL
αβ

= γαβγ
vK x   + xyS

αβ
   (21c)  

yLαβ = γαβγ
uK y   + yxS

αβ
   (21d)   

R������ (21a-d) ��=  ��>�#G�
HL
#�����y�R�
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