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$�77�� 7��8!�9��7�: *1) <=> �������: 
!���8�:�?@ 2) 
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                ��#�����ABCD�E����?�����>�!�7:FGD�>�������9�BHB�7:�?=����7: (Finite Element Method) ��@8=���7�:  

?@BO= (Fluid Dynamic) F��?@��7� �8S�?�E����=���T>���BO=F����??�<��7E�<O�U@7�C7�A@
?@O�D�7U�@<=>       
�����>7VW��F��D��O�S?7��?�#����A@W��F�<=>W���?� �GU� ���??�<�����8��?���� O������� �E����=���T>  
���BO=XU��O=�@#�<=>8Y7�����
?@���BO=XU����>7V O�D�7U�@ $>�E�FOD����� �E�O�C7E�<O�U@���7�C7�A@O�D�7U�@   
O�S?��>7VF�7E�<O�U@����O��>��BCD GU����>O��C��=�F����??�<��<=>=C���=?@X�C=?@ V�F����??�<��
�A�7D� 
�O7!X=C�@�=U����A�E�FOD�>�������9�BHB�7:�?=����7:BCD V��E�����>�!�7:FGD���?�U�@<8�UO=��F��Z$$!��� ��#�����A?9����
�����>�!�7:FGD�>�������9�BHB�7:�?=����7:������??�7�C7�A@O�D�7U�@ <=>�����>7VF����8��?����<=>?�#�� [C�#E��\@ \@
���BO=XU��W��F����8��?����<=>?�#�� ����E����=���T>
?@��� U����
?@?����W��F��D��<=>7��?�#���E�FOD
���C��>[�G�:[C�FGDO=�����7���Y�]�
?@�>�������9�BHB�7:�?=����7:BCD?�U�@G�C�$�  
���'���	( : BHB�7:�?=����7:, 8=���7�:
?@BO=, ���BO=<��B�U?�C7�� 
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Finite Element Method for Predicting of Air Flow Passed Residential Buildings 
 

Jittin Triputtarat *1)  and Sansanee Khuntiptong 2) 
 
 

Abstract 
 

 The finite element method for predicting air flow behaviors passed residential buildings is presented. 
The method is based on the computational fluid dynamics for analyzing incompressible flow phenomena in 
two dimensions. The air flow behaviors obtained from using the method help designers to locate the buildings 
doors and windows properly to improve ventilation. Such flow behaviors are obtained from solving the Navier-
Stokes equations that govern the flow field. Detailed finite element computational procedure and their element 
matrices are explained. Examples are presented to highlight the capability of the finite element method for 
predicting air flow passed residential buildings.  
Keywords:  Finite Element, Fluid dynamics, Incompressible flow 
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����� 

�>�������9�BHB�7:�?=����7: ��r����#E���T���7�A@
?�VU��8SA�s��
?@#T�7���7�:<=>���FGD�>�������9��G�@
7���=
 (Numerical methods) #�������� 
?@�>�����
��9� BHB�7:�?=� ���7:
\A�?�VU��������>C��s:[��<���
#?�8���7?�: �8S�?FGDF����#E���T<=><�C@X==�89:
??���F��G�@�V�W�8(graphic) �?�$����A���@����� 
8�t��
�C#�������� ���FGD����V��U�@
?@�ZbO����
7D?@����E������ �#��>O:�����#���u��uD?�BCD?�U�@��
��>���9�W�8 X==�89:���BCD$�����#E���T����� �E���
8�t�� �8S�?FGDF����??�<���U?FOD���C��>[�G�:F�
�A�
7U?vB�  
           F��Z$$!�����A�>�������9�BHB�7:�?=����7:BCD�E���
��>�!�7:���@����@CD��?S��v �GU�@����@CD��[#�@��D�@
@�����X=
?@?!TOWV�����U��������
D?@O�S?@�����������
D?@
������BO=��r�7D� [C�����7 !��>�@#:O=��#S? �8S�?=C
#U�FGD$U�������7�u\�@$E���r�7D?@FGDB�F�����C=?@O�S?�8S�?
FGD���@�����B�U����� �E�����C=?@?�U�@���V�T:BCD   
<=>��@����� <�D�ZbO�CD��?S��vF���@�������� 
�O7!X=C�@�=U����A�E�FOD�>�������9���A ��r�����?����F�      
O�VU���������??�<������B� ?�U�@B��w7�����FGDBHB�7:  
�?=����7:[��<���#?�8���7?�: $E���r�7D?@FGDCD��#���
�?�#?�<=>�>��C�>��@ XVDFGDBHB�7:�?=����7:[��<���
#?�8���7?�:$E���r�7D?@��#����VD8SA�s��
?@��9����BHB�7:
�?=����7:?�U�@�8��@8?    
          ��#�����A�=U�� \@���??�<��7E�<O�U@7�C7�A@
O�D�7U�@ <=>�����>7V ����xC<=>��xCF��D��O�S?      
7� �?�#��[C�FGDO=����@��@8=���7�: 
?@BO=          
[C���>�!�7:FGD�>�������9�BHB�7:�?=����7: �U���E�#�b
?�U�@���@
?@XVD8��?����FGU�8��@<7U#���8\@8?F$F�#���
���@��
?@7��?�#�� #�������#@<
w@<�@��U���A� 
=� ��T>��� U �� � �
?@?������ @ � �r ��Z $ $� ���� ��
#����E�#�b��r�?�U�@���@ C�@��A����O7!C�@�=U�� $\@BCD���C
<��#���#�C���$>8�t�����<�D�ZbO�FOD���C��>[�G�:?��
�V@�!C ��#�����ABCD?9�����>�����
�A�7?�
?@�>�������9�
BHB�7:�?=����7:B�D[C�=>�?��C  
 

1. ���������G��HI(����J����'#�$K
J��� 

������#��>O:�ZbO�CD��7U�@v ��@�=���7�:

?@BO=��@���������ZbO���@CD�����BO=
?@?����
XU�������>7VO�S?
?�O�D�7U�@
?@?�#�� X==�89:������C
$������� �#��>O:�ZbO��O=U���A
\A�?�VU����Z$$��O�S?
?@#:��>�?�FObUv 3 ?@#:��>�?� (���[���:, 2545),    
(Robert, Alan and Philip, 2006) �=U��#S?(�) �>��
������G�@?�!8��9: (Partial Differential Equations) ���
?9����#�����r�$��@
?@�ZbO���A� (
) �@S�?�B

?��
7 
(Boundary Condition) <=> (#) =���T>�V��U�@ 
(Geometry) (���[���:, 2546) 
?@�ZbO���A���A@���
?@#:��>�?�FC?@#:��>�?�O�\�@��=����<�=@B� X==�89:
������C
\A��w$>��=����<�=@B�CD�� #����
D�F$[C�=\�u\A@F�
?@#:��>�?���A@�����A   ��#���$E���r�?�U�@���@7U?���
���#��>O:�ZbO�CD�����#E���T #����E�#�bF�<7U=>
?@#:��>�?����$E���r�7D?@�E�#����
D�F$u\�@����� 
?9����F�W�8���BCDC�@��A 
����'%����� J
�L�	�!$��
��������$'�#�$�K
J���
�����'
J% #     

�ZbO�F�@����������7U�@��#���=\�u\A@
?@
������G�@?�!8��9:�U?����<7�7U�@���??�B� ������G�@
?�!8��9:�U?������ $�CBCD�U���r�O��F$ u\�@<�C@ \@#���
��r�$��@��� ���C
\A�F��ZbO���A�v u\� @=���T>���BO=
[C���� � B ���� 8��� �� ��O �S ? F �# ��� ��r �$ �� @ F �
G���7��>$E���� �w#S?���BO=<����#���O�SC<7UB�U?�C7�� 
(Viscous Incom - pressible Flow) ( Robert, Alan and 
Philip, 2006) ?����>�?�B�CD�� �>��������G�@
?�!8��9:�U?� C�@<�C@F�O��
D?7U?B���A 

 

1.1 ����'%����� J
�L�	�!$ (Partial Differential 
Equation)  

�ZbO�F�@����������7U�@��#���=\�u\A@
?@
������G�@?�!8��9:�U?� ���<7�7U�@���??�B� ������G�@
?�!8��9:�U?������ $�CBCD�U���r�O��F$u\�@<�C@ \@#���
��r�$��@��� ���C
\A�F��ZbO���A�v u\� @=���T>���BO=
[C���� � B ���� 8��� �� ��O �S ? F �# ��� ��r �$ �� @ F �
G���7��>$E�����w#S? ���BO=<����#���O�SC<7UB�U?�C7�� 
(Viscous Incompressible Flow) ?����>�?�B�CD��
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�>��������G�@?�!8��9:�U?� F��V�<������u?�: (tensor) 
C�@��A 
����'%����� J
�L�	�!$��
�K
J��������'
J% # 
���QHG������R
�$ 

�����?�!����:[����7�� 

)uv uu( y,x, +ρ   − x,x(σ  + )y,yxτ     =     0
                             (1�) 

)vv vu( y,x, +ρ   − x,xy(τ + )y,yσ      =     0
                            (1
) 
��������?�!����:��= 

x,u   + y,v         =     0            (2) 
 

u\�@#����#D�7�A@���<=>#����#D���S?������ �
���F�
�V�<��
?@����u?�:�GU����  #S? 

xσ     =      p  u2 x, −µ                           (3�) 

yσ     =      p  v2 y, −µ                        (3
) 

xyτ     =    yxτ     =    )v(u x,y, +µ          (3#) 
 

[C��#�S�?@O���$!=W�# (Comma) <��#���O���
?@
#U�?�!8��9: (derivative) 

�>��������G�@?�!8��9:�������:-�[7�:# (3�-#) 
�����>�?�CD��������G�@?�!8��9:�U?���A@����������A$>
�E����<�D�8S�?O�X==�89:
?@=���T>�����>$���E�O���
7��B�U�VD#U� 3 7�� #S? #U�
?@#�����w� u, v <=>#U�
?@#���
C�� p [C�8$�:��@CD��uD���S?
?@����� (1�-
)       
��r�8$�:
?@#�����S�?�?����S�?@��$�����8�������C
\A�
$�����BO= 8$�:�O=U���A��#U�#�����w� u, v ��r�#U�  
�����>���9:?�VU O��#�����w� u <=> v ��#U�����w$>�E�FOD
8$�:��A��#U����u\�@$>��X=7U?�����=����<�=@
?@X==�89:
���7��
\A�B�CD�� <=>O��#U�#�����w� u <=> v 7�E��E�
FOD����� =>8$�:�O=U���A��A@B�BCD  X==�89:���#E���TBCD$>

\A�?�VU����V��U�@
?@�ZbO�<=>�@S�?�B

?��
7C�@�GU�
<�C@F��V����1 ?����>�?�CD��  

1.  ����E�O�C#U�
?@#�����w�7=?C
?�  1S  

 u     =     y)(x,u1              

 v     =     y)(x,v1     

 2.  ����E�O�C<�@������X�� (surface traction) 

7=?C
?� 2S  

xT    =    m    yxx τσ +l               

yT    =    m    yxy στ +l               
<=>       <=> m <�������@[#u���: (direction 
cosines) 
?@����7?�:O�\�@O�U�� n̂  ���7�A@������
?���A�  

�U�� xT  <=> yT  ��r�<�@������X��F����<�� x <=> y 
7��=E�C�� 

        

S1

x

y

Flow

 jm  i     n ˆˆˆ +l=

S2

 

�QH��� 1 ���������	
���
���������	���
�� 
 

1.2 '%����"��#$�
� �%�#$ 
 �����BHB�7:�?=����7:�E�O������BO=<��O�SC
<7UB�U?�C7��u\�@���8$�:
?@#�����S�?� [C�$>��>�?�B�
CD��7��<�����7D?@O�#U� #S? #�����w� u #�����w� v <=>
#���C�� p �?=����7:����O=����<��O�$!C7U?C�@<�C@ 
F��V���� 2 $>�E���FGDF������>C��s:�����BHB�7:      �?
=����7:����?C#=D?@��� �����>$��
?@#�����w�<=>
#���C��W��F��?=����7: ����� �
���FOD?�VUF��V�<��

?@7�����B�U����#U����$!C7U?C�@��A 

2

4

6
1

5

3

x

y u1, v1, p1
u2, v2, p2

u3, v3, p3

u4, v4u5, v5

u6, v6

(x3, y3)

(x1, y1)
(x2, y2)

 
�QH��� 2 ���������������������� 6 ������ 
 

u     =     u(x, y)     =    αα uN  ;  

α  = 1, 2, 3, 4, 5, 6                             (4�) 

v     =     v(x, y)     =    αα vN  ;  

α  = 1, 2, 3, 4, 5, 6                             (4
) 
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p =     p(x, y)     =    ηη pH            ;              

η  = 1, 2, 3                                                           (4#)   
 ��S�?@$�� �����BHB�7:�?=����7:���$>��>C��s:

\A�����A $E���r�7D?@FGDBCD����ZbO�������@S�?�B

?��
7���
<7�7U�@���BCD <7U����� (4�-#) ��>�?�CD��8$�:
7U�@ v ���=D��?�VUF��V�<��
?@?�������=��8SA����
?@       
�?=����7: C�@��A�$\@��>�!�7:FGD�>�������9� U�@�AE�O������
7�#D�@ <=>FGD$>��>�!�7:�Y�����
?@����:(Gauss 
theorem) (���[���:, 2546) <=>�E����<��#U�#���
�#D�F��V�<��
?@#�����w�<=>#���C�����<�C@F������
��� (4�-#) $����A� �E����O��7=?C��A@�?@�����
D�@��

��ACD��#U�#���O��<�U�  ρ  <=D��E�O�CFOD#U�#���O�SC
$=����7�: (kinematic viscosity)( Robert, Alan and 
Philip, 2006) u\�@#S? 

ν     =    ρ
µ                     (5) 

�����BHB�7:�?=����7: ����?C#=D?@���[����7�� (1 �-
) 
F�<��<�� x <=> y $>�=������r� 

x,i
A

uuN∫ dA   + y,i
A

uvN∫ dA 

  − x,i
A
N

1
∫ρ  p dA   + x,x,i

A
uN2 ∫ν  dA 

   + y,y,i
A

uN∫ν  dA   + x,y,i
A

vN∫ν dA         

=    xi
S

TN
1
∫ρ  dS                                      (6)    

                  

x,i
A

vuN∫ dA   + y,i
A

vvN∫ dA 

  − y,i
A
N

1
∫ρ  p dA   + y,x,i

A
uN∫ν  dA 

  + x,x,i
A

vN∫ν  dA   + y,y,i
A

vN2 ∫ν  dA       

=    yi
S

TN
1
∫ρ  dS                 (6
) 

 

8�D?��������� (7.18#) ����?C#=D?@���������G�@
?�!����:��=u\�@�E����
���������F������A?��#��A@#S? 

i
A
H∫ )vu( y,x, +  dA     =     0          (7) 

 �����  (6�-
) <=> (7) ����?C#=D?@���
[����7��F�<��<�� x <=> y �����A@�����?�!����:  
��=��A ��>�?�CD��8$�:u\�@?�VUF��V�<��
?@?�������=  
��8SA���� A O�S?7=?C
?� S 
?@�?=����7:���8�$��T���A� 
u\�@?�$$>��r��?=����7:<������O=����O�S?����O=����CD��
B�U��U��wBCD =���T>�����>$��
?@#�����w�F�<��<�� 
x <=> y 
?@�?=����7:�O=U���A$������� (4�-
)           
F��V�<��
?@����u?�:#S? 

 u     =     u(x, y)     =    αα uN          (8�) 

<=>    v     =     v(x, y)     =    αα vN         (8
) 
 

u\�@C��G��7��OD?�uAE� (Repeated index) <��#���O���

?@������ (summation) �U��=���T>�����>$��
?@
#U�#���C�����?=����7:$������� (4#) F��V�<��
?@
����u?�:#S? 

p     =     p(x, y)     =    ηη pH          (8#) 
 

C�@��A� ?�7�������=����<�=@
?@#�����w� u <=> v F����
<�� x <=> y  #S? 

x,u   =   αα uN x,    ;   y,u   =  αα uN y,              (9�) 

x,v  =  αα vN x,   ;      y,v   =  αα vN y,         (9
) 
<������� ����� (8�-#) <=> (9�-
) =@F������   
(6�-
) <=> (7) �U?FOD���C�����BHB�7:�?=����7:���
�?C#=D?@���������G�@?�!����:[����7�� <=>������G�@
?�!����:��=u\�@?�VUF��V�������u:7U�@ v [C������ �
���
FOD?�VUF��V�<��
?@����u?�:BCD?�U�@��>G��BCDC�@��A 

γβαβγ
uuK x   + γβαβγ

uvK y   − µαµ
pH x

  + βαβ
uS xx   + βαβ

vS xy  =     xQ
α

      (10�) 
 

γβαβγ
vuK x   + γβαβγ

vvK y   − µαµ
pH y

  + βαβ
uS yx   + βαβ

vS yy  =     yQ
α

      (10
) 
 

ββµ
uH x   + ββµ

vH y   =      0       (10#) 

[C�  

xK
αβγ

 =   x,
A

NNN γβα∫  dA       (11�) 
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yK
αβγ

 =   y,
A

NNN γβα∫  dA       (11
) 

 xH
αµ

   =   µα∫ρ HN
1

x,
A

 dA       (11#) 

 yH
αµ

   =   µα∫ρ HN
1

y,
A

 dA       (11@) 

 xxS
αβ

  =   x,x,
A

NN2 βα∫ν dA                        

  +  y,y,
A

NN βα∫ν  dA       (11$) 

xyS
αβ

   =    x,y,
A

NN βα∫ν  dA       (11�) 

yxS
αβ

   =    y,x,
A

NN βα∫ν  dA       (11G) 

yyS
αβ

=   x,x,
A

NN βα∫ν dA  

  +  y,y,
A

NN2 βα∫ν  dA      (11u) 

 xQ
α

    =   x
S

TN
1

α∫ρ  dS     (11�) 

yQ
α

    =    y
S

TN
1

α∫ρ  dS     (11b) 

 

������u:7U�@ v C�@<�C@F������ (11�-b) =D��?�VUF�
�V�<��
?@?�������=��8SA���� A O�S?
?� S 
?@�?=����7: 
C�@��A�$\ @
\A �?�VU ���<��
?@�?=� ���7:��� FGD ������u:
7U�@ v �O=U���A$>8�$��T�[C�=>�?��CF�O��
D?7U?B���A 
 

1.3 �"��#$�
� �%�#$�%�� �R$ 

 �?=����7:����O=����<�� 6 $!C7U? (Yamada, 
et at., 1975) ( Hood and Talor, 1974) C�@<�C@F��V�   
��� 2 $>�E���FGD�8S�?��>C��s:BHB�7:�?=����7:������u:
7U�@ v ��A@��A��S�?@$��������u:7U�@ v $���?=����7:G��C��A
����� ��>C��s:
\A�BCDF��V�<���xC (closed form) [C�
B�U7D?@FGD���?�������7�G�@7���=
 �E�FOD�>C��F�����E�
#����
D�F$<=>�����>C��s:[��<���#?�8���7?�:���
�?C#=D?@��������>C��s: BHB�7: �?=� ���7: ������u:
7U�@ v F������ (11�-b)  �8S�?FGDF���-��� BHB�7:      
�?=����7: (10�-#) �E�O����?=����7:����O=����<�� 6 $!C
7U?��A �����$������
���HZ@�:G�������>��TW��F�        

�?=����7:  iN ,  i = 1, 2, 3, 4, 5, 6   F��V�<��C�@��A 
 

 
(1x6)

N      =     
(1x6)

R [ ]
(6x6)

A           (12) 

O�S?    

{ }
(6x1)

N  =  
(1x6)

R ( [ ] T

(6x6)

) A = [ ]T
(6x6)

A  
T

(6x1)

R             

=   [ ]T
(6x6)

A { }
(6x1)

R                      (13) 

 

O�S?F��V�<��
?@����u?�: 

 αN     =    ξαξ RA              (14) 

[C� ξα,  = 1, 2, 3, 4, 5, 6 $����A�#U�?�!8��9:?��C��
O�\�@
?@HZ@�:G�������>��TW��F��?=����7:F�<�� 
<�� x ����� O�BCD$������� (13) C�@��A O�S?F��V�<��

?@����u?�:    

x,Nα     =    ηξηαξ HBA           (15) 
[C� η  = 1, 2, 3 F��E��?@�C������ #U�?�!8��9:?��C��
O�\�@
?@HZ@�:G�������>��TW��F��?=����7:F�<�� 
<�� y ����� O�BCD$������� (13) BCD�GU���� C�@��A   
O�S?F��V�<��
?@����u?�: 

y,Nα     =    ηξηαξ HCA          (16) 

��S�?����#U�HZ@�:G�������>��TW��F�<=> 
#U�?�!8��9:?��C��O�\�@
?@HZ@�:G����A��A@F�<��<�� x <=> y  
C�@<�C@F������ (13) � (16) F��V�<��
?@������u:<=>
����u?�:<=D� �?=����7:������u:7U�@ v C�@<�C@F������ 
(11�-b) $\@����� ��>C��s:
\A�BCD C�@7U?B���A 

������u: xxS
αβ

, xyS
αβ

, yxS
αβ

, yyS
αβ

               

F������ (11$-u) 

 xxS
αβ

 =   x,x,
A

NN2 βα∫ν dA  

                  +  y,y,
A

NN βα∫ν  dA 

             =  µλµβληξηαξ∫ν HBAHBA2
A

dA 

               + µλµβληξηαξ∫ν HCAHCA
A

dA 

 xxS
αβ

=    xxM2 αβν   + yyMαβν        (17�) 
 

[C� λβ, = 1, 2, 3, 4, 5, 6 <=> µ  = 1, 2, 3 F��E��?@
�C������ 



����E����=���T>?�������BO=XU��W��F�?�#�����8��?����[C�FGD�>�������9�BHB�7:�?=����7: 
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xyS
αβ

 =    x,y,
A

NN βα∫ν  dA    =    xyMαβν

                       (17
) 

 yxS
αβ

=    y,x,
A

NN βα∫ν  dA    =    yxMαβν

                       (17#) 

 yyS
αβ

=    x,x,
A

NN βα∫ν dA  

                   +  y,y,
A

NN2 βα∫ν  dA 

   =    xxMαβν   + yyM2 αβν  

                       (17@) 
F������A  $������� (17�)    

xxM
αβ

 =    ηµλµβλξηαξ GBABA     

                     (18�) 

xyM
αβ

 =    ηµλµβλξηαξ GBACA     

                                  (18
) 

yxM
αβ

 =    ηµλµβλξηαξ GCABA      

                     (18#) 

yyM
αβ

 =    ηµλµβλξηαξ GCACA     

                     (18@) 

  [C�������u: ηµG   #S? 

[ ]
(3x3)

G    = { }
(3x1)A
H∫  

(1x3)

H  dA      

=    














∫
2
33231

32
2
221

3121
2
1

A
LLLLL

LLLLL

LLLLL

 dA                 (19) 

                            

[C� λβξα ,,, = 1, 2, 3, 4, 5, 6 <=> µη,  = 1, 2, 3 

������u: xH
αµ

 <=> yH
αµ

  F������ (11#-@) 

xH
αµ

    =      µα∫ρ HN
1

x,
A

 dA 

            =      µηξηαξ∫ρ HHBA
1

A
 dA 

      =      µηξηαξ ∫ρ HHBA
1

A
 dA 

xH
αµ

    =      ηµξηαξρ GBA
1           (20�) 

F��E��?@�C������ 

yH
αµ

   =      ηµξηαξρ GCA
1           (20
) 

 

[C� ξα,  = 1, 2, 3, 4, 5, 6 <=> µη,  = 1, 2, 3 

           ������u: xQ
α

 <=> yQ
α

 F������ (11�-b) 

 ������u:��A@�?@��A7U�@?�VUF��V�<��
?@?�������=
7=?C
?� S 
?@�?=����7: u\�@<�=@<�@W���?������
��>�E�7=?C
?���A�B���r�<�@���$!C7U?��
?���A�<=D� 
C�@��A� 

xQ
α

 =    x
S

TN
1

α∫ρ  dS       ;α  = 1, 2, 3, 4, 5, 6 

           (21) 

F��E��?@�C������ ������u: yQ
α

 �w����� #E���TBCD

[C�FGDO=������GU��C������ ?�\�@�E�O���
?�
?@�?=����7: 
���?�VUW��F�[C���
?@���BO= ������u:��A@�?@��A�?@     
<��<�@���
?�
?@�?=����7:��A� v u\�@<�@���
?��O=U���A$��
7U�@�?=����7:���$>O��=D�@���B��?@O=�@$���E��?=����7:
7U�@ v ����>�?��
D�CD����� C�@��A�F������>C��s:
[��<���#?�8���7?�:$\@B�U7D?@�E����#E���TO�#U�
?@
������u:��A@�?@��A ����D��ZbO����8�$��T���A������
�E�O�C<�@���
?��?�
?@[C������BO= 

 ������u: xK
αβγ

 <=> yK
αβγ

   F������ (11�-
) 

xK
αβγ

= x,
A

NNN γβα∫  dA 

    = µζµγζλβλξαξ∫ HBARARA
A

 dA 

    = µλξζµγζβλαξ ∫ HRRBAAA
A

 dA 

xK
αβγ

  =  ξλµζµγζβλαξ FBAAA         (22) 
 

[C� ζγλβξα ,,,,, = 1, 2, 3, 4, 5, 6 <=> µ  = 1, 2, 3 

������u: ξλµF F������ (22) ��A?�VUF��V�<��
?@

?�������=��8SA���� A 
?@�?=����7:u\�@#S? 

ξλµF   =      µλξ∫ HRR
A

 dA        (23) 

u\�@����� ��>C��s:
\A�FOD?�VUF��V�<���xCBCD��S�?@$�� 



$�77�� 7��8!�9��7�: <=> �������: 
!���8�:�?@ 
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 λξ RR =  























2
2

2
132

2
13

2
21

2
321

3
212

3
1

32
2
1

2
3

2
1

2
321

3
313

2
213

3
1

3
2
21

2
321

2
3

2
2

3
323

3
232

2
1

2
321

3
31

3
32

4
3

2
3

2
2

2
3

2
1

3
213

2
213

3
2

2
3

2
2

4
2

2
2

2
1

2
3
13

3
132

2
1

2
3

2
1

2
2

2
1

4
1

LLLLLLLLLLLLLLL

LLLLLLLLLLLLLLL

LLLLLLLLLLLLLLL

LLLLLLLLLLLL

LLLLLLLLLLLL

LLLLLLLLLLLL

     

              (24) 
F��E��?@�C������ 

yK
αβγ

  =      y,
A

NNN γβα∫  dA 

      =      ξλµζµγζβλαξ FCAAA        (25) 
 

[C� ζγλβξα ,,,,, = 1, 2, 3, 4, 5, 6 <=> µ  = 1, 2, 3 
�GU����    
 BHB�7:�?=����7:������u:7U�@ v F��V�<��
?@
?�������= (11�-b) u\�@BCD��>-C��s:
\A�F��V�<��
?@    
����u?�:C�@<�C@F������ (17-25) ��ABCD�E�B�FGD�8S�?���
��>C��s:
\A���r�[��<���#?�8���7?�:����?C#=D?@���     
<7U��S�?@$���?=����7:������u:�O=U���A�Z@7��?�VUF��>��
�����BHB�7:�?=����7: (10 �-#) u\�@?�VUF��V�<��B�U�G�@
��D� (set of nonlinear equations) C�@��A�$\@$E���r�7D?@
��>�!�7:�>�������9�����E�uAE�(iteration method) 
(���[���:, 2546) �
D��VU�>�������BHB�7:�?=����7:��A
�U?��E����<�D�8S�?O�X==�89:u\�@$>?9����F�O��
D?7U?B� 
 

1.4 ���H���L�#$�������� !�� �#	�-��"'	� 

 �>�������BHB�7:�?=����7:C�@<�C@F������ 
(10 �-#) ��A�?�VUF��V�<��B�U�G�@��D� u\�@��>�?�CD��7��
B�U�VD#U���� 15 7�� #S? #�����w� u <=> v ���$!C7U??�U�@=> 
6 7�� <=>#���C�� p ���$!C7U?�!�
?@�?=����7:?�� 3 7�� 
�>�������C�@�=U������� �
���FOD?�VUF��V�<������B�
?����>�?�CD�� n ����� C�@��A   
[ ]
(nxn)

)x(K { }
(nx1)

X     =    { }
(nx1)

R            (26) 

 

[C� { }X  ��r�����7?�:u\�@��>�?�CD��7��B�U�VD#U� ix ,  i 
= 1, 2, ��, n ���7D?@���O�  [ ])x(K ��r�������u:
��C 

(nxn) u\�@���$!7��B�U�VD#U� ix  ?�VUCD��  <=> { }R  ��r�
����7?�:����VD#U�  C�@��A����<�D����� (26) CD����9�[C�7�@

FC v �8��@#��A@�C����8S�?O�7��B�U�VD#U� ix  ��� V�7D?@$\@
��r�B�B�UBCD $E���r�7D?@��>�!�7:�>�������9�����E�uAE�

��@?�U�@�8S�?�E�FOD7��B�U�VD#U� ix  =VU�
D��VUX==�89:��� V�7D?@ 
�>�������9��������FGD���<8�UO=��#S?�>�������9�����E�uAE�

?@���7��-��H��� (NewtonRaphson iteration method) 
(���[���:, 2546) 

$���>�������C�@�=U��
D�@7D� �
�����r�
�������@������u:C�@��A 

 

0 HH

HG L

HL G 

 

(3x3)
(3x6)

y

(3x6)

x

(6x3)

y

(6x6)

y

(6x6)

x

(6x3)

x

(6x6)

y

(6x6)

x

βµβµ

αµαβαβ

αµαβαβ

−

−

  











  











  













  











 u 
(6x1)

β∆

 v 
(6x1)

β∆

 p 
(3x1)

µ∆

=   













  











 F 

(6x1)

xα

 F 

(6x1)

yα

 F 
(3x1)

µ

  −

 
       (27) 

[C�  

xG
αβ

= γαβγ uK x   + γαγβ uK x  

  + γαγβ vK y   + xxSαβ                   (28�) 
 

yG
αβ

= γαβγ vK y   + γαγβ vK y  

  + γαγβ uK x   + yySαβ                 (28
) 
 

xL
αβ

    =    γαβγ vK x   + xySαβ       (28#) 
 

yL
αβ

    =    γαβγ uK y   + yxSαβ       (28@) 
 

������u:$�7!���
��C (15x15) ��@CD��uD���S?

?@�>������� (27)  
?@�?=����7:���8�$��T���A�
\A�?�VU

�� � # � � � � �w �  γu  < = >  γv  ��� $! C 7U ? C� @ < � C @ F �

����� (28�-@) �>������� (27) ��A$> V���D�@
\A��E�O���
<7U=>�?=����7:������A@[C���
?@���BO=�U?���>�?�
����
D�$���!� v �?=����7:
\A���r��>�������
��C
FObU ���#E���T$>�����$������E�O�C#U�#�����w� u 
<=> v �����A@#U�#���C�� p �����7D� $����A�$\@��>�!�7:
�@S�?�B

?��
7
?@�ZbO���A�����E�O�C��FOD<=D�$\@�E�
���<�D �>�������
��CFObU��A � �8S� ?O�#U ����
��=����<�=@
?@ u∆ , v∆  <=> p∆  ���$!C7U?7U�@ v    



����E����=���T>?�������BO=XU��W��F�?�#�����8��?����[C�FGD�>�������9�BHB�7:�?=����7: 
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#U������=����<�=@������C
\A���A$>�E�B�����
D����#U�   
�U?�O�D���A��U?FOD���C��r�#U�
?@X==�89:FO�U  C�@��A 

1k
iu
+     =    k

iu   + 1k
iu
+∆        (29�) 

1k
iv
+     =    k

iv   + 1k
iv
+∆        (29
) 

1k
ip
+     =    k

ip   + 1k
ip
+∆          (29#) 

 

[C�  k <������E�uAE�#��A@���  thk  ��>�������E�uAE�F�
=���T>�GU���A$>��A��!C=@��S�?#U������=����<�=@

?@ u∆ , v∆  <=> p∆  
?@�!� v $!C7U?��A��
D�F�=D�V��:  
F���@�]���7� #U������=����<�=@��A?�$#�C��r�#U����
��=����<�=@��� (overall error) 
?@�!� v $!C7U?��A@�>��  
�GU� 

 Overall error     =    %100x
sum

error          (30) 

[C� 

 Error     =    )vu( ii

NPOIV

1i

∆∆
=

+∑   + )p( j

NPOIP

1j

∆
=
∑

                   (31�) 

 Sum   = )v(u ii

NPOIV

1i

+∑
=

  + )(p j

NPOIP

1j

∑
=

 

               (31
) 
u\�@ NPOIV <=> NPOIP <��$E����$!C7U?
?@#�����w�
<=>#���C����A@O�CF�[C���
?@���BO=   
 
�A�7?�F���>�������E�uAE�������#���
u��uD?�
?@�����BHB�7:�?=����7:C�@?9����
D�@7D���A
<�C@FOD�Ow��U����<�D�ZbO����BO=��A�$E���r�7D?@CE�����
B�CD��#����>��C�>��@ [C���8�>?�U�@���@�E�O����ZbO�

��CFObU�����>�?�CD��$!C7U?��r�$E�������$>FGD��A@
�����TO�U��#���$E�<=>��=�F����#E���T���7��

\A�B�CD�� <=>�8S�?FOD���C#������V�T:F����<�D�ZbO�
���BO=<��O�SC������#�����S�?��
D�CD����A  
 

2. ����������JW�
��KK
��K# (Boundary conditions) 

F���>������<�D�>��������G�@?�!8��9:�U?�
��A� �@S�?�B

?��
7��r�?@#:��>�?��E�#�b ?��$>
�U?FOD���CX==�89:����?C#=D?@���
\A� O���ZbO�����E����
���#��>O:��r��ZbO�<��B�U?�VU7�� (Unsteady) �@S�?�B


�����7D� (Initial Conditions) $E���r�7D?@ V���>�!�7:�
D�
CD���GU���� �@S�?�B

?��
7�����=����<�=@B�$>�U?FOD���C
X==�89:�����=���T>��=����<�=@B�CD���GU���� 

 

3. �	�
���QH���J (Geometry) G�� ���	�!$������Y��
���� ������$ 

F���#�����AB�UBCD<�C@���=>�?��C
?@7��
[��<��������>C��s:
\A�$��BHB�7:�?=����7:������u:<=>
�����>�!�7:FGD �>�������9����7��-��H��� <7U$><�C@
X==�89:���BCDu\�@=���T>�ZbO�[C�����B�F�@����@CD��
�������� [C��U�����$> V�??�<�� O�S?��=���T>
�V��U�@�����#����=��u��uD?�?�VU���?7��?�U�@
?@�ZbO����
FGDF�������#��>O:F���#�����A#S?  

=���T>�ZbO���� 1 �ZbO����BO=
?@?����
XU���D�������OD?@F��>C��7U�@���F7DO=�@#��?��@ 

 
�QH��� 3 �� ����� �����!���	����"#��$����#%����&��
��
���'(���&����	)*+����,��	�������� 
 

7��?�U�@C� @�=U����A ?�������#E���T��@
8=���7�:
?@BO= ���$>GU�����>C��#!TW�8#���
��r�?�VUF��Z$$!���u\�@�w#S?����\�����>���9�W�8
?@���
�>���?����F�?�#����>O��C8=�@@�� u\�@BCD�E����
�C�?����[��<���BHB�7:�?=����7:���BCD��>C��s:
\A�$��
�����BHB�7:�?=����7:
?@���BO=[C�7�@$�������
�G�@?�!8��9:�������:�[7�:#F���#�����AC�@�V���� 3 <�C@
��� U����
?@?����W��F7D�W��>
?@�����xCO�D�7U�@ 
�8S�?�>���?����u\�@�W��>
?@?�������BCD��$�����
#E���T [C����?���������BO=���>�>��@CD��uD��
?@
7��?�#���U��O�\�@
?@?������A�BO=XU��
D��O=�@#� 
F�
T>���?���U��O�\�@BO=XU���
D���>7V�>����@CD��uD��

?@G�A��?@�����xCB�DXU��W��F�7��?�#���D�� <=D�$\@BO=
??�
\A�����8C��XU��O�D�7U�@�����xCB�D��@CD��
��
?@



$�77�� 7��8!�9��7�: <=> �������: 
!���8�:�?@ 
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O=�@#�F�
T>�C������=���T>���BO=F�OD?@?S��v
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