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บทคัดย่อ

 จุดประสงค์ของบทความนี้เพื่อศึกษาวิธีการประมาณค่าแบบซ้ำ สำหรับการค้นหาผลเฉลยร่วมของปัญหาจุดตรึง ปัญหา 

อสมการการแปรผัน และปัญหาเชิงดุลยภาพสำหรับการส่งแบบไม่ขยาย และ การส่งไม่เชิงเส้นแบบอื่นๆ ในปริภูมิฮิลเบิร์ตเชิงจริง 

คำสำคัญ : วิธีการประมาณค่าแบบซ้ำ ปัญหาอสมการการแปรผัน ปัญหาเชิงดุลยภาพ ปัญหาจุดตรึง  ปริภูมิฮิลเบิร์ตเชิงจริง 

 

Abstract

 The objective of this article is to study iterative approximation methods for finding the common elements 

of fixed point problems, variational inequality problems and equilibrium problems for nonexpansive mappings and 

nonlinear mappings in real Hilbert spaces. 

Keywords : Iterative approximation methods, Variational inequality problems, Equilibrium problem, Fixed point  

   problems, Real Hilbert spaces, 
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บทนำ
 วิธีการประมาณค่าแบบซ้ำของจุดตรึง (iterative approxi-

mation method of fixed point) นบัเปน็แขนงทีส่ำคญัแขนงหนึง่ 

ในสาขาของการวิเคราะห์เชิงฟังก์ชัน (functional analysis) 

ในปัจจุบันนักคณิตศาสตร์ได้ศึกษาและวิจัยในแขนงดังกล่าวกัน 

อยา่งตอ่เนือ่ง การคดิคน้เพือ่ใหไ้ดม้าซึง่วธิกีารประมาณคา่แบบตา่งๆ 

ที่ใช้ในการประมาณค่าจุดตรึงของการส่งแบบต่างๆ หรือ การ 

ประมาณค่าผลเฉลยของอสมการต่างๆ นั้นซึ่งเป็นหัวข้อที่มีนัก 

คณิตศาสตร์จำนวนมากให้ความสนใจศึกษา และสืบเนื่องจากมี

นักคณิตศาสตร์กลุ่มหนึ่งที่ได้ศึกษาการมีผลเฉลยของจุดตรึงของ

การส่งแบบต่างๆ และคำตอบของอสมการต่างๆ ดังนั้นปัญหาที่ 

น่าสนใจต่อไปก็คือ เราจะค้นหาผลเฉลยนั้นได้อย่างไร คำถาม 

ดังกล่าวนี้ก็ทำให้มีนักคณิตศาสตร์จำนวนมากสนใจที่จะศึกษาโดย 

ได้คิดค้นระเบียบวิธีทำซ้ำของจุดตรึง (fixed point iterations) 

สำหรบัการสง่แบบตา่งๆ หรอื วธิกีารประมาณคา่แบบซำ้ (iterative 

approximation methods) เพื่อใช้ในการหาผลเฉลย และการ 

ประมาณค่าผลเฉลยให้กับการส่งต่างๆ เหล่านั้น พร้อมทั้งนำ 

ผลที่ได้ไปประยุกต์ใช้เกี่ยวกับการแก้ปัญหาอสมการการแปรผัน 

(variational inequality problem (VIP)) ปัญหาเชิงดุลยภาพ 

(equilibrium problems (EP)) ปัญหาการหาค่าเหมาะที่สุด 

(optimizations problems) และ ปัญหาค่าน้อยที่สุด (minimiza-

tions problems) ในปริภูมิฮิลเบิร์ต ซึ่งองค์ความรู้ใหม่ที่ได้จาก 

การศกึษาทฤษฎเีกีย่วกบัปญัหาดงักลา่วนัน้เปน็แบบจำลองพืน้ฐาน 

และเป็นเครื่องมือที่สำคัญในการศึกษาเกี่ยวกับทั้งปัญหาเชิงเส้น 

และไม่เชิงเส้น (linear and nonlinear problems) ซึ่งปัญหา 

ทั้งสองดังกล่าวถือเป็นปัญหาหลักในการศึกษาทั้งในแง่ของ 

วิทยาศาสตร์บริสุทธิ์และวิทยาศาสตร์ประยุกต์ อย่างเช่นทางด้าน 

กลศาสตร์ (mechanics) ฟิสิกส์ (physics) การหาค่าเหมาะที่สุด 

และการควบคุม (optimization and control) การเงิน (finance) 

นิเวศวิทยา (ecology) เครือข่าย (network) กำหนดการไม่เชิงเส้น 

(nonlinear programming) ทฤษฎีเกมส์ (game theory) 

เศรษฐศาสตร์และการเคลื่อนย้ายเชิงดุลยภาพ (economics and 

transportation equilibrium) วิทยาศาสตร์เชิงวิศวกรรมศาสตร์ 

(engineering science) เป็นต้น 

 การศึกษาทฤษฎีบทเกี่ยวกับอสมการการแปรผันนั้น ต้อง 

อาศัยเทคนิคความรู้ที่ผสมผสานกันของการวิเคราะห์เชิงคอนเวกซ์ 

(convex analysis) การวเิคราะหเ์ชงิฟงักช์นั (functional analysis) 

และการวิเคราะห์เชิงตัวเลข (numerical analysis) มาประกอบ

กันเพื่อให้ได้ซึ่งผลเฉลยของอสมการการแปรผัน ซึ่งวิธีที่นิยมใช้กัน 

อย่างแพร่หลาย คือ การคิดค้นวิธีการประมาณค่าแบบซ้ำโดยใช้

เทคนิคภาพฉาย (projection technique) (ดูจาก Baiocchi & 

Capelo, 1984; Blum & Oettli, 1994; Noor, 2010; Noor, 2007) 

ซึ่งจากการแก้ปัญหาโดยใช้วิธีการดังกล่าว ทำให้นักคณิตศาสตร์ 

ไดม้องเหน็ถงึความสมัพนัธร์ะหวา่งปญัหาอสมการการแปรผนั และ 

ปญัหาจดุตรงึ (fixed point problem) นอกจากนัน้แลว้ ในป ี2005 

Combettes และ Hirstoaga ได้คิดค้นวิธีการประมาณค่าแบบซ้ำ 

เพื่อการหาผลเฉลยของปัญหาเชิงดุลยภาพ ซึ่งวางนัยทั่วไปของ 

ปัญหาอสมการการแปรผันโดยใช้ปัญหาจุดตรึงมาช่วยในการแก้ไข 

ปญัหาดงักลา่ว อกีทัง้ปญัหาเชงิดลุยภาพนีถ้อืเปน็เครือ่งมอืสำคญัยิง่ 

ในการแก้ปัญหาในทางฟิสิกส์ หรือแม้กระทั่งในทางเศรษฐศาสตร์ 

ซึ่งสามารถดูได้จากเอกสารอ้างอิง (Blum & Oettli, 1994; Flam 

& Antipin, 1997; Moudafi & Thera, 1999) เป็นผลให้ต่อมาในปี 

2008 Peng และ Yao ได้ศึกษาและคิดค้นวิธีการประมาณค่าแบบ 

ซ้ำเพื่อหาผลเฉลยของ ปัญหาเชิงดุลยภาพแบบผสมวางนัยทั่วไป 

(GMEP) และ ปญัหาจดุตรงึของการสง่แบบไมข่ยายในปรภิมูฮิลิเบริต์ 

 จากที่กล่าวมาข้างต้นจะเห็นได้ว่า การศึกษาทฤษฎีบท 

เกี่ยวกับวิธีการประมาณค่าแบบซ้ำสำหรับแก้ไขปัญหาอสมการ  

การแปรผนั และ ปญัหาเชงิดลุยภาพสำหรบัการสง่แบบไมข่ยายนัน้ 

นับเป็นหัวข้อการศึกษาที่น่าสนใจและมีประโยชน์เป็นอย่างยิ่ง 

ดังนั้นในการคิดค้นทฤษฎีใหม่ๆ เพื่อเป็นองค์ความรู้ใหม่นั้นนับว่า 

มีประโยชน์ต่อทางวิชาการและการพัฒนาประเทศเป็นอย่างมาก 

และเป็นที่ยอมรับว่าทฤษฎี และ องค์ความรู้ใหม่ๆ ที่เกิดจาก 

การวิจัยนั้น นอกจากจะมีประโยชน์อย่างมากในการพัฒนาความรู้ 

เชิงวิชาการในสาขา และแขนงต่างๆ นั้นแล้ว บางครั้งยังสามารถนำ 

ไปประยุกต์ในสาขาอื่นๆ และเป็นพื้นฐานสำคัญในการพัฒนาทาง 

วทิยาศาสตรพ์ืน้ฐานซึง่เปน็การวจิยัพืน้ฐาน เพือ่สรา้งองคค์วามรูใ้หม ่

อันถือเป็นพื้นฐานในการพัฒนาประเทศชาติต่อไป

นิยาม และ ความรู้พื้นฐาน
 ในหัวข้อนี้ เราจะกล่าวถึงบทนิยามและความรู้พื้นฐาน  

ที่สำคัญ ในการศึกษาเกี่ยวกับวิธีการประมาณค่าแบบซ้ำเพื่อใช้ 

ในการค้นหาผลเฉลยร่วมของปัญหาเชิงดุลยภาพ ปัญหาอสมการ 

การแปรผัน และปัญหาจุดตรึงของการส่งแบบไม่เชิงเส้นแบบต่างๆ 

บทนิยาม 1 กำหนดให้ (H,〈 〉) เป็นปริภูมิฮิลเบิร์ตเชิงจริง และ 

C เป็นเซตย่อยของ H ซึ่งเป็นเซตปิด (closed) และคอนเวกซ์ 

(convex) เราจะกล่าวว่าการส่ง A : C H เป็น การส่งทางเดียว 

(monotone mapping) ถ้า     สำหรับทุกๆ  

x,y ∈C     

 

 

วิธีการประมาณคาแบบซ้ําเพื่อหาผลเฉลยของ ปญหาเชิงดุลยภาพแบบผสมวางนัยทั่วไป (GMEP) และ ปญหาจุด
ตรึงของการสงแบบไมขยายในปริภูมิฮิลเบิรต 
 จากที่กลาวมาขางตนจะเห็นไดวา การศึกษาทฤษฎีบทเกี่ยวกับวิธีการประมาณคาแบบซ้ําสําหรับแกไข
ปญหาอสมการการแปรผัน และ ปญหาเชิงดุลยภาพสําหรับการสงแบบไมขยายนั้นนับเปนหัวขอการศึกษาที่นา 
สนใจและมีประโยชนเปนอยางยิ่ง ดังนั้นในการคิดคนทฤษฎีใหมๆ เพื่อเปนองคความรูใหมนั้นนับวามี
ประโยชนตอทางวิชาการและการพัฒนาประเทศเปนอยางมาก  และเปนที่ยอมรับวาทฤษฎี และ องคความรู
ใหมๆ ที่เกิดจากการวิจัยนั้น นอกจากจะมีประโยชนอยางมากในการพัฒนาความรูเชิงวิชาการในสาขา และ
แขนงตางๆ นั้นแลว   บางคร้ังยังสามารถนําไปประยุกตในสาขาอื่นๆ  และเปนพื้นฐานสําคัญในการพัฒนาทาง
วิทยาศาสตรพื้นฐานซึ่งเปนการวิจัยพื้นฐาน เพื่อสรางองคความรูใหมอันถือเปนพื้นฐานในการพัฒนา
ประเทศชาติตอไป 
 

นิยาม และ ความรูพื้นฐาน 
 ในหัวขอนี้ เราจะกลาวถึงบทนิยามและความรูพื้นฐานที่สําคัญ ในการศึกษาเกี่ยวกับวิธีการ

ประมาณคาแบบซ้ําเพื่อใชในการคนหาผลเฉลยรวมของ ปญหาเชิงดุลยภาพ ปญหาอสมการการแปรผัน และ 
ปญหาจุดตรึงของการสงแบบไมเชิงเสนแบบตางๆ  
 
บทนิยาม 1   กําหนดให   ,H  เปนปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง และ C  เปนเซตยอยของ H ซึ่งเปนเซตปด (closed) 
และคอนเวกซ (convex) เราจะกลาววาการสง :A C H  เปน การสงทางเดียว (monotone mapping)  ถา 

, 0Ax Ay x y    สําหรับทุก ๆ ,x y C     
เมื่อสัญลักษณ ,  แทน ผลคูณภายใน (inner product) บนปริภูมิฮิลเบิรต 

    
บทนิยาม 2  กําหนดให  ,H  เปนปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง และ C  เปนเซตยอยของ H ซึ่งเปนเซตปดและคอน
เวกซ และให :A C H  เปนการสงไมเชิงเสน(nonlinear mapping) 
ปญหาอสมการการแปรผัน (variational inequality problem (VI)) หมายถึง การหาจุด u C  ซึ่งทําใหอสมการ
ตอไปนี้เปนจริง 

, 0Au v u       สําหรับทุก ๆ   v C                       (1) 
เซตคําตอบของปญหาอสมการการแปรผันจะถูกเขียนแทนดวย ( , )VI C A  นั่นคือ  
 

 ( , ) : , 0,VI C A u C Au v u v C       
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เมื่อสัญลักษณ์ 〈 , 〉 แทน ผลคูณภายใน (inner product) 

บนปริภูมิฮิลเบิร์ต

บทนิยาม 2 กำหนดให้ (H,〈 〉) เป็นปริภูมิฮิลเบิร์ตเชิงจริง และ 

C เป็นเซตย่อยของ H ซึ่งเป็นเซตปิดและคอนเวกซ์ และให้ 

A : C H เป็นการส่งไม่เชิงเส้น (nonlinear mapping)

ปัญหาอสมการการแปรผัน (variational inequality problem 

(VI)) หมายถึง การหาจุด u ∈C ซึ่งทำให้อสมการต่อไปนี้เป็นจริง

 〈Au,v-u〉>0 สำหรับทุกๆ v ∈C                          (1)

เซตคำตอบของปัญหาอสมการการแปรผันจะถูกเขียนแทนด้วย 

VI(C,A) นั่นคือ 

บทนิยาม 3 กำหนดให้ (H,〈 〉) เป็นปริภูมิฮิลเบิร์ตเชิงจริง และ C   

เป็นเซตย่อยของ H ซึ่งเป็นเซตปิดและคอนเวกซ์ เราจะกล่าวว่า 

การส่ง A : C H เป็น การส่งทางเดียวอย่างเข้มผกผันที่มีค่า 

สัมประสิทธ์ α (α-inverse-strongly monotone mapping) 

ถ้ามีจำนวนจริง α > 0 ซึ่งทำให้

สำหรับทุกๆ x,y ∈C 

เมื่อ || || แทนฟังก์ชันนอร์ม (norm) บนปริภูมิฮิลเบิร์ต 

บทนิยาม 4 กำหนดให้ (X,|| ||) เป็นปริภูมินอร์ม และ C 

เป็นเซตย่อยของ H จะกล่าวว่า การส่ง T : C C เป็น การส่ง 

แบบไม่ขยาย (nonexpansive mapping)  ถ้า

สำหรับทุกๆ x,y ∈C 

                     

                                 

       

                                                    

และ ให้ F(T) แทนเซตของจุดตรึงทั้งหมดของการส่ง T นั่นคือ 

บทนิยาม 5 ให้ (X,d) เป็นปริภูมิเมตริก และ T : X X จะกล่าวว่า  

T  เป็นการส่งหดตัว (contraction mapping) ถ้ามีจำนวนจริง k  

ซึ่ง 0<k<1 และทำให้อสมการต่อไปนี้เป็นจริง 

สำหรับทุกๆ x,y ∈X 

บทนิยาม 6 กำหนดให้ H เป็นปริภูมิฮิลเบิร์ตเชิงจริง และ C 

เป็นเซตย่อยของ H ซึ่งเป็นเซตปิดและคอนเวกซ์ เราจะกล่าวว่า  

การส่ง PC : H C เป็น ภาพฉายระยะทาง ( metric projection)  

ถ้าสำหรับทุกๆ x ∈X จะมี Pc x ∈C ตัวเดียวเท่านั้นซึ่งทำให้

      สำหรับทุกๆ y ∈C 

ข้อสังเกต 7 จากนิยามดังกล่าวจะเห็นได้ว่า u เป็นคำตอบของ 

อสมการการแปรผันในสมการที่ (1) ก็ต่อเมื่อ u=PC(u-λAu)  

เมื่อ λ>0 และ PC เป็นภาพฉายระยะทาง นั่นแสดงให้เห็นว่า 

คำตอบของปัญหาอสมการการแปรผัน (1) คือ จุดตรึงของการส่ง   

PC(I-λA) เมื่อ I เป็นการส่งเอกลักษณ์

บทนิยาม 8 ให้ {xn} เป็นลำดับในปริภูมิฮิลเบิร์ต H จะกล่าวว่า 

ลำดบั {xn} เปน็ ลำดบัลูเ่ขา้อยา่งออ่น (weakly convergent)  สูจ่ดุ 

x ∈H ถ้า                      สำหรับทุกๆ y ∈H 

หรือ เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์    

 นอกจากปัญหาที่ได้กล่าวไปแล้ว อีกหนึ่งปัญหาทาง 

คณิตศาสตร์ที่เป็นที่สนใจของนักคณิตศาสตร์ คือ ปัญหาเชิง 

ดุลยภาพ (equilibrium  problems (EP)) ซึ่งวางนัยทั่วไปของ 

ปัญหาอสมการการแปรผัน โดยนิยามได้ดังนี้

บทนิยาม 9 กำหนดให้ H เป็นปริภูมิฮิลเบิร์ตเชิงจริง และ C 

เป็นเซตย่อยของ H ซึ่งเป็นเซตปิด และคอนเวกซ์ กำหนดให้ 

                เป็นฟังก์ชันโดเมนเชิงคู่ (bifunction)  ปัญหาเชิง 
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 F(x,y)>0 สำหรับทุกๆ y ∈C                           (2)

เซตคำตอบของปญัหาเชงิดลุยภาพ (2) จะถกูเขยีนแทนดว้ย EP(F)   

นั่นคือ 

ตัวอย่าง 10  กำหนดให้ C = [0,1]x [0,1] และนิยามการส่งโดเมน 
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ปัญหาเชิงดุลยภาพ คือ 

ตัวอย่าง 11 กำหนดให้ C = [0,1]x [0,1] และนิยามการส่งโดเมน 
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เชิงดุลยภาพสามารถใช้ในการแก้ไขบางปัญหาอสมการการแปรผัน 

 

 

วิธีการประมาณคาแบบซ้ําเพื่อหาผลเฉลยของ ปญหาเชิงดุลยภาพแบบผสมวางนัยทั่วไป (GMEP) และ ปญหาจุด
ตรึงของการสงแบบไมขยายในปริภูมิฮิลเบิรต 
 จากที่กลาวมาขางตนจะเห็นไดวา การศึกษาทฤษฎีบทเกี่ยวกับวิธีการประมาณคาแบบซ้ําสําหรับแกไข
ปญหาอสมการการแปรผัน และ ปญหาเชิงดุลยภาพสําหรับการสงแบบไมขยายนั้นนับเปนหัวขอการศึกษาที่นา 
สนใจและมีประโยชนเปนอยางยิ่ง ดังนั้นในการคิดคนทฤษฎีใหมๆ เพื่อเปนองคความรูใหมนั้นนับวามี
ประโยชนตอทางวิชาการและการพัฒนาประเทศเปนอยางมาก  และเปนที่ยอมรับวาทฤษฎี และ องคความรู
ใหมๆ ที่เกิดจากการวิจัยนั้น นอกจากจะมีประโยชนอยางมากในการพัฒนาความรูเชิงวิชาการในสาขา และ
แขนงตางๆ นั้นแลว   บางคร้ังยังสามารถนําไปประยุกตในสาขาอื่นๆ  และเปนพื้นฐานสําคัญในการพัฒนาทาง
วิทยาศาสตรพื้นฐานซึ่งเปนการวิจัยพื้นฐาน เพื่อสรางองคความรูใหมอันถือเปนพื้นฐานในการพัฒนา
ประเทศชาติตอไป 
 

นิยาม และ ความรูพื้นฐาน 
 ในหัวขอนี้ เราจะกลาวถึงบทนิยามและความรูพื้นฐานที่สําคัญ ในการศึกษาเกี่ยวกับวิธีการ

ประมาณคาแบบซ้ําเพื่อใชในการคนหาผลเฉลยรวมของ ปญหาเชิงดุลยภาพ ปญหาอสมการการแปรผัน และ 
ปญหาจุดตรึงของการสงแบบไมเชิงเสนแบบตางๆ  
 
บทนิยาม 1   กําหนดให   ,H  เปนปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง และ C  เปนเซตยอยของ H ซึ่งเปนเซตปด (closed) 
และคอนเวกซ (convex) เราจะกลาววาการสง :A C H  เปน การสงทางเดียว (monotone mapping)  ถา 

, 0Ax Ay x y    สําหรับทุก ๆ ,x y C     
เมื่อสัญลักษณ ,  แทน ผลคูณภายใน (inner product) บนปริภูมิฮิลเบิรต 

    
บทนิยาม 2  กําหนดให  ,H  เปนปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง และ C  เปนเซตยอยของ H ซึ่งเปนเซตปดและคอน
เวกซ และให :A C H  เปนการสงไมเชิงเสน(nonlinear mapping) 
ปญหาอสมการการแปรผัน (variational inequality problem (VI)) หมายถึง การหาจุด u C  ซึ่งทําใหอสมการ
ตอไปนี้เปนจริง 

, 0Au v u       สําหรับทุก ๆ   v C                       (1) 
เซตคําตอบของปญหาอสมการการแปรผันจะถูกเขียนแทนดวย ( , )VI C A  นั่นคือ  
 

 ( , ) : , 0,VI C A u C Au v u v C       
 

 

 

บทนิยาม 3  กําหนดให  ,H  เปนปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง และ C  เปนเซตยอยของ H ซึ่งเปนเซตปดและคอน
เวกซ เราจะกลาววา การสง  :A C H  เปน  การสงทางเดียวอยางเขมผกผันที่มีคาสัมประสิทธ   ( -inverse-
strongly monotone mapping) ถามีจํานวนจริง 0   ซึ่งทําให 

2,Ax Ay x y Ax Ay      สําหรับทุกๆ ,x y C  
เมื่อ  แทนฟงกชันนอรม (norm) บนปริภูมิฮิลเบิรต  
 
บทนิยาม 4  กําหนดให ( , )X  เปนปริภูมินอรม และ C  เปนเซตยอยของ H  จะกลาววา  การสง :T C C  
เปน  การสงแบบไมขยาย (nonexpansive mapping)  ถา 

Tx Ty x y    สําหรับทุกๆ ,x y C  
 

         x       :T C C    Tx  
                                       Ty  

y   
                                       C                 C  
และ ให ( )F T  แทนเซตของจุดตรึงทั้งหมดของการสง T  นั่นคือ  ( ) :F T x C Tx x      
 
บทนิยาม 5  ให  ( , )dX  เปนปริภูมิเมตริก และ :T X X จะกลาววา T เปนการสงหดตัว (contraction 
mapping) ถามีจํานวนจริง  k  ซึ่ง 0 1k  และทําใหอสมการตอไปนี้เปนจริง  

( , ) ( , )d Tx Ty kd x y  สําหรับทุก ๆ ,x y X  
 

บทนิยาม 6  กําหนดให H  เปนปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง และ C  เปนเซตยอยของ H ซึ่งเปนเซตปดและคอนเวกซ  
เราจะกลาววา  การสง :CP H C  เปน  ภาพฉายระยะทาง ( metric projection)  ถาสําหรับทุก ๆ x H  จะม ี

CP x C  ตัวเดียวเทานั้นซึ่งทําให 
Cx P x x y    สําหรับทุก ๆ y C  

 
 
 

CP x      x  
C                                          CP x x  

H  
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ขอสังเกต 7  จากนิยามดังกลาวจะเห็นไดวา u  เปนคําตอบของอสมการการแปรผันในสมการที่ (1) ก็ตอเมื่อ 
( )Cu P u Au  เมื่อ 0   และ  CP  เปนภาพฉายระยะทาง นั่นแสดงใหเห็นวา คําตอบของปญหาอสมการการ

แปรผัน (1) คือ จุดตรึงของการสง ( )C I AP   เมื่อ I  เปนการสงเอกลักษณ 
 
บทนิยาม 8  ให   nx  เปนลําดับในปริภูมิฮิลเบิรต H  จะกลาววา ลําดับ nx เปน ลําดับลูเขาอยางออน (weakly 
convergent)  สูจุด  x H    ถา 

, ,nx y x y             สําหรับทุก ๆ y H  
หรือ เขียนแทนดวยสัญลักษณ   w

nx x  
 

นอกจากปญหาที่ไดกลาวไปแลว อีกหนึ่งปญหาทางคณิตศาสตรที่เปนที่สนใจของนักคณิตศาสตร คือ 
ปญหาเชิงดุลยภาพ (equilibrium  problems (EP)) ซึ่งวางนัยทั่วไปของปญหาอสมการการแปรผัน โดยนิยามได
ดังนี้ 
 
บทนิยาม 9   กําหนดให H  เปนปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง และ C  เปนเซตยอยของ H ซึ่งเปนเซตปด และ คอน
เวกซ กําหนดให :F C C  R   เปนฟงกชันโดเมนเชิงคู(bifunction)  ปญหาเชิงดุลยภาพ หมายถึง การหาคา
ของ x C  ซึ่งสอดคลองกับอสมการตอไปนี้  

( , ) 0F x y     สําหรับทุก ๆ y C                          (2) 
เซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ (2) จะถูกเขียนแทนดวย ( )EP F  นั่นคือ  

 ( ) : ( , ) 0,EP F x C F x y y C      
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ขอสังเกต 7  จากนิยามดังกลาวจะเห็นไดวา u  เปนคําตอบของอสมการการแปรผันในสมการที่ (1) ก็ตอเมื่อ 
( )Cu P u Au  เมื่อ 0   และ  CP  เปนภาพฉายระยะทาง นั่นแสดงใหเห็นวา คําตอบของปญหาอสมการการ

แปรผัน (1) คือ จุดตรึงของการสง ( )C I AP   เมื่อ I  เปนการสงเอกลักษณ 
 
บทนิยาม 8  ให   nx  เปนลําดับในปริภูมิฮิลเบิรต H  จะกลาววา ลําดับ nx เปน ลําดับลูเขาอยางออน (weakly 
convergent)  สูจุด  x H    ถา 

, ,nx y x y             สําหรับทุก ๆ y H  
หรือ เขียนแทนดวยสัญลักษณ   w

nx x  
 

นอกจากปญหาที่ไดกลาวไปแลว อีกหนึ่งปญหาทางคณิตศาสตรที่เปนที่สนใจของนักคณิตศาสตร คือ 
ปญหาเชิงดุลยภาพ (equilibrium  problems (EP)) ซึ่งวางนัยทั่วไปของปญหาอสมการการแปรผัน โดยนิยามได
ดังนี้ 
 
บทนิยาม 9   กําหนดให H  เปนปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง และ C  เปนเซตยอยของ H ซึ่งเปนเซตปด และ คอน
เวกซ กําหนดให :F C C  R   เปนฟงกชันโดเมนเชิงคู(bifunction)  ปญหาเชิงดุลยภาพ หมายถึง การหาคา
ของ x C  ซึ่งสอดคลองกับอสมการตอไปนี้  

( , ) 0F x y     สําหรับทุก ๆ y C                          (2) 
เซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ (2) จะถูกเขียนแทนดวย ( )EP F  นั่นคือ  

 ( ) : ( , ) 0,EP F x C F x y y C      
 

ตัวอยาง  10  กําหนดให [0,1] [0,1]C    และนิยามการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R   โดย  
2 2

1 2 1 2( )( , ) ( )y x xF x y y      
สําหรับทุก ๆ 1 2 1 2, ,( ), ( )x yx x y y C      ดังนั้นเซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ คือ  

 1 2 1 2( ) ( , ) :EP F x x x C x x     
 
ตัวอยาง  11  กําหนดให [0,1] [0,1]C    และนิยามการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R   โดย  

1 2 1 1 1 2 2 2( 1)( ) ( 1)( )( , ) x x y x x x y xF x y          
สําหรับทุก ๆ 1 2 1 2, ,( ), ( )x yx x y y C    ดังนั้นเซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ คือ  

 1 2 1 2( ) ( , ) : 1EP F x x x C x x      
 
จากบทนิยาม 9  ถากําหนดการสง :T C H  ให ( , ) ,F x y Tx y x   สําหรับทุกๆ  ,x y C  แลวจะ

ไดวา    ( )z EP F  ก็ตอเมื่อ  , 0,Tz y z y C      นั่นแสดงใหเห็นวาคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ

 

 

ขอสังเกต 7  จากนิยามดังกลาวจะเห็นไดวา u  เปนคําตอบของอสมการการแปรผันในสมการที่ (1) ก็ตอเมื่อ 
( )Cu P u Au  เมื่อ 0   และ  CP  เปนภาพฉายระยะทาง นั่นแสดงใหเห็นวา คําตอบของปญหาอสมการการ

แปรผัน (1) คือ จุดตรึงของการสง ( )C I AP   เมื่อ I  เปนการสงเอกลักษณ 
 
บทนิยาม 8  ให   nx  เปนลําดับในปริภูมิฮิลเบิรต H  จะกลาววา ลําดับ nx เปน ลําดับลูเขาอยางออน (weakly 
convergent)  สูจุด  x H    ถา 

, ,nx y x y             สําหรับทุก ๆ y H  
หรือ เขียนแทนดวยสัญลักษณ   w

nx x  
 

นอกจากปญหาที่ไดกลาวไปแลว อีกหนึ่งปญหาทางคณิตศาสตรที่เปนที่สนใจของนักคณิตศาสตร คือ 
ปญหาเชิงดุลยภาพ (equilibrium  problems (EP)) ซึ่งวางนัยทั่วไปของปญหาอสมการการแปรผัน โดยนิยามได
ดังนี้ 
 
บทนิยาม 9   กําหนดให H  เปนปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง และ C  เปนเซตยอยของ H ซึ่งเปนเซตปด และ คอน
เวกซ กําหนดให :F C C  R   เปนฟงกชันโดเมนเชิงคู(bifunction)  ปญหาเชิงดุลยภาพ หมายถึง การหาคา
ของ x C  ซึ่งสอดคลองกับอสมการตอไปนี้  

( , ) 0F x y     สําหรับทุก ๆ y C                          (2) 
เซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ (2) จะถูกเขียนแทนดวย ( )EP F  นั่นคือ  

 ( ) : ( , ) 0,EP F x C F x y y C      
 

ตัวอยาง  10  กําหนดให [0,1] [0,1]C    และนิยามการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R   โดย  
2 2

1 2 1 2( )( , ) ( )y x xF x y y      
สําหรับทุก ๆ 1 2 1 2, ,( ), ( )x yx x y y C      ดังนั้นเซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ คือ  

 1 2 1 2( ) ( , ) :EP F x x x C x x     
 
ตัวอยาง  11  กําหนดให [0,1] [0,1]C    และนิยามการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R   โดย  

1 2 1 1 1 2 2 2( 1)( ) ( 1)( )( , ) x x y x x x y xF x y          
สําหรับทุก ๆ 1 2 1 2, ,( ), ( )x yx x y y C    ดังนั้นเซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ คือ  

 1 2 1 2( ) ( , ) : 1EP F x x x C x x      
 
จากบทนิยาม 9  ถากําหนดการสง :T C H  ให ( , ) ,F x y Tx y x   สําหรับทุกๆ  ,x y C  แลวจะ

ไดวา    ( )z EP F  ก็ตอเมื่อ  , 0,Tz y z y C      นั่นแสดงใหเห็นวาคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ

 

 

ขอสังเกต 7  จากนิยามดังกลาวจะเห็นไดวา u  เปนคําตอบของอสมการการแปรผันในสมการที่ (1) ก็ตอเมื่อ 
( )Cu P u Au  เมื่อ 0   และ  CP  เปนภาพฉายระยะทาง นั่นแสดงใหเห็นวา คําตอบของปญหาอสมการการ

แปรผัน (1) คือ จุดตรึงของการสง ( )C I AP   เมื่อ I  เปนการสงเอกลักษณ 
 
บทนิยาม 8  ให   nx  เปนลําดับในปริภูมิฮิลเบิรต H  จะกลาววา ลําดับ nx เปน ลําดับลูเขาอยางออน (weakly 
convergent)  สูจุด  x H    ถา 

, ,nx y x y             สําหรับทุก ๆ y H  
หรือ เขียนแทนดวยสัญลักษณ   w

nx x  
 

นอกจากปญหาที่ไดกลาวไปแลว อีกหนึ่งปญหาทางคณิตศาสตรที่เปนที่สนใจของนักคณิตศาสตร คือ 
ปญหาเชิงดุลยภาพ (equilibrium  problems (EP)) ซึ่งวางนัยทั่วไปของปญหาอสมการการแปรผัน โดยนิยามได
ดังนี้ 
 
บทนิยาม 9   กําหนดให H  เปนปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง และ C  เปนเซตยอยของ H ซึ่งเปนเซตปด และ คอน
เวกซ กําหนดให :F C C  R   เปนฟงกชันโดเมนเชิงคู(bifunction)  ปญหาเชิงดุลยภาพ หมายถึง การหาคา
ของ x C  ซึ่งสอดคลองกับอสมการตอไปนี้  

( , ) 0F x y     สําหรับทุก ๆ y C                          (2) 
เซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ (2) จะถูกเขียนแทนดวย ( )EP F  นั่นคือ  

 ( ) : ( , ) 0,EP F x C F x y y C      
 

ตัวอยาง  10  กําหนดให [0,1] [0,1]C    และนิยามการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R   โดย  
2 2

1 2 1 2( )( , ) ( )y x xF x y y      
สําหรับทุก ๆ 1 2 1 2, ,( ), ( )x yx x y y C      ดังนั้นเซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ คือ  

 1 2 1 2( ) ( , ) :EP F x x x C x x     
 
ตัวอยาง  11  กําหนดให [0,1] [0,1]C    และนิยามการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R   โดย  

1 2 1 1 1 2 2 2( 1)( ) ( 1)( )( , ) x x y x x x y xF x y          
สําหรับทุก ๆ 1 2 1 2, ,( ), ( )x yx x y y C    ดังนั้นเซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ คือ  

 1 2 1 2( ) ( , ) : 1EP F x x x C x x      
 
จากบทนิยาม 9  ถากําหนดการสง :T C H  ให ( , ) ,F x y Tx y x   สําหรับทุกๆ  ,x y C  แลวจะ

ไดวา    ( )z EP F  ก็ตอเมื่อ  , 0,Tz y z y C      นั่นแสดงใหเห็นวาคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ

 

 

ขอสังเกต 7  จากนิยามดังกลาวจะเห็นไดวา u  เปนคําตอบของอสมการการแปรผันในสมการที่ (1) ก็ตอเมื่อ 
( )Cu P u Au  เมื่อ 0   และ  CP  เปนภาพฉายระยะทาง นั่นแสดงใหเห็นวา คําตอบของปญหาอสมการการ

แปรผัน (1) คือ จุดตรึงของการสง ( )C I AP   เมื่อ I  เปนการสงเอกลักษณ 
 
บทนิยาม 8  ให   nx  เปนลําดับในปริภูมิฮิลเบิรต H  จะกลาววา ลําดับ nx เปน ลําดับลูเขาอยางออน (weakly 
convergent)  สูจุด  x H    ถา 

, ,nx y x y             สําหรับทุก ๆ y H  
หรือ เขียนแทนดวยสัญลักษณ   w

nx x  
 

นอกจากปญหาที่ไดกลาวไปแลว อีกหนึ่งปญหาทางคณิตศาสตรที่เปนที่สนใจของนักคณิตศาสตร คือ 
ปญหาเชิงดุลยภาพ (equilibrium  problems (EP)) ซึ่งวางนัยทั่วไปของปญหาอสมการการแปรผัน โดยนิยามได
ดังนี้ 
 
บทนิยาม 9   กําหนดให H  เปนปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง และ C  เปนเซตยอยของ H ซึ่งเปนเซตปด และ คอน
เวกซ กําหนดให :F C C  R   เปนฟงกชันโดเมนเชิงคู(bifunction)  ปญหาเชิงดุลยภาพ หมายถึง การหาคา
ของ x C  ซึ่งสอดคลองกับอสมการตอไปนี้  

( , ) 0F x y     สําหรับทุก ๆ y C                          (2) 
เซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ (2) จะถูกเขียนแทนดวย ( )EP F  นั่นคือ  

 ( ) : ( , ) 0,EP F x C F x y y C      
 

ตัวอยาง  10  กําหนดให [0,1] [0,1]C    และนิยามการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R   โดย  
2 2

1 2 1 2( )( , ) ( )y x xF x y y      
สําหรับทุก ๆ 1 2 1 2, ,( ), ( )x yx x y y C      ดังนั้นเซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ คือ  

 1 2 1 2( ) ( , ) :EP F x x x C x x     
 
ตัวอยาง  11  กําหนดให [0,1] [0,1]C    และนิยามการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R   โดย  

1 2 1 1 1 2 2 2( 1)( ) ( 1)( )( , ) x x y x x x y xF x y          
สําหรับทุก ๆ 1 2 1 2, ,( ), ( )x yx x y y C    ดังนั้นเซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ คือ  

 1 2 1 2( ) ( , ) : 1EP F x x x C x x      
 
จากบทนิยาม 9  ถากําหนดการสง :T C H  ให ( , ) ,F x y Tx y x   สําหรับทุกๆ  ,x y C  แลวจะ

ไดวา    ( )z EP F  ก็ตอเมื่อ  , 0,Tz y z y C      นั่นแสดงใหเห็นวาคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ

 

 

ขอสังเกต 7  จากนิยามดังกลาวจะเห็นไดวา u  เปนคําตอบของอสมการการแปรผันในสมการที่ (1) ก็ตอเมื่อ 
( )Cu P u Au  เมื่อ 0   และ  CP  เปนภาพฉายระยะทาง นั่นแสดงใหเห็นวา คําตอบของปญหาอสมการการ

แปรผัน (1) คือ จุดตรึงของการสง ( )C I AP   เมื่อ I  เปนการสงเอกลักษณ 
 
บทนิยาม 8  ให   nx  เปนลําดับในปริภูมิฮิลเบิรต H  จะกลาววา ลําดับ nx เปน ลําดับลูเขาอยางออน (weakly 
convergent)  สูจุด  x H    ถา 

, ,nx y x y             สําหรับทุก ๆ y H  
หรือ เขียนแทนดวยสัญลักษณ   w

nx x  
 

นอกจากปญหาที่ไดกลาวไปแลว อีกหนึ่งปญหาทางคณิตศาสตรที่เปนที่สนใจของนักคณิตศาสตร คือ 
ปญหาเชิงดุลยภาพ (equilibrium  problems (EP)) ซึ่งวางนัยทั่วไปของปญหาอสมการการแปรผัน โดยนิยามได
ดังนี้ 
 
บทนิยาม 9   กําหนดให H  เปนปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง และ C  เปนเซตยอยของ H ซึ่งเปนเซตปด และ คอน
เวกซ กําหนดให :F C C  R   เปนฟงกชันโดเมนเชิงคู(bifunction)  ปญหาเชิงดุลยภาพ หมายถึง การหาคา
ของ x C  ซึ่งสอดคลองกับอสมการตอไปนี้  

( , ) 0F x y     สําหรับทุก ๆ y C                          (2) 
เซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ (2) จะถูกเขียนแทนดวย ( )EP F  นั่นคือ  

 ( ) : ( , ) 0,EP F x C F x y y C      
 

ตัวอยาง  10  กําหนดให [0,1] [0,1]C    และนิยามการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R   โดย  
2 2

1 2 1 2( )( , ) ( )y x xF x y y      
สําหรับทุก ๆ 1 2 1 2, ,( ), ( )x yx x y y C      ดังนั้นเซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ คือ  

 1 2 1 2( ) ( , ) :EP F x x x C x x     
 
ตัวอยาง  11  กําหนดให [0,1] [0,1]C    และนิยามการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R   โดย  

1 2 1 1 1 2 2 2( 1)( ) ( 1)( )( , ) x x y x x x y xF x y          
สําหรับทุก ๆ 1 2 1 2, ,( ), ( )x yx x y y C    ดังนั้นเซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ คือ  

 1 2 1 2( ) ( , ) : 1EP F x x x C x x      
 
จากบทนิยาม 9  ถากําหนดการสง :T C H  ให ( , ) ,F x y Tx y x   สําหรับทุกๆ  ,x y C  แลวจะ

ไดวา    ( )z EP F  ก็ตอเมื่อ  , 0,Tz y z y C      นั่นแสดงใหเห็นวาคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ

 

 

ขอสังเกต 7  จากนิยามดังกลาวจะเห็นไดวา u  เปนคําตอบของอสมการการแปรผันในสมการที่ (1) ก็ตอเมื่อ 
( )Cu P u Au  เมื่อ 0   และ  CP  เปนภาพฉายระยะทาง นั่นแสดงใหเห็นวา คําตอบของปญหาอสมการการ

แปรผัน (1) คือ จุดตรึงของการสง ( )C I AP   เมื่อ I  เปนการสงเอกลักษณ 
 
บทนิยาม 8  ให   nx  เปนลําดับในปริภูมิฮิลเบิรต H  จะกลาววา ลําดับ nx เปน ลําดับลูเขาอยางออน (weakly 
convergent)  สูจุด  x H    ถา 

, ,nx y x y             สําหรับทุก ๆ y H  
หรือ เขียนแทนดวยสัญลักษณ   w

nx x  
 

นอกจากปญหาที่ไดกลาวไปแลว อีกหนึ่งปญหาทางคณิตศาสตรที่เปนที่สนใจของนักคณิตศาสตร คือ 
ปญหาเชิงดุลยภาพ (equilibrium  problems (EP)) ซึ่งวางนัยทั่วไปของปญหาอสมการการแปรผัน โดยนิยามได
ดังนี้ 
 
บทนิยาม 9   กําหนดให H  เปนปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง และ C  เปนเซตยอยของ H ซึ่งเปนเซตปด และ คอน
เวกซ กําหนดให :F C C  R   เปนฟงกชันโดเมนเชิงคู(bifunction)  ปญหาเชิงดุลยภาพ หมายถึง การหาคา
ของ x C  ซึ่งสอดคลองกับอสมการตอไปนี้  

( , ) 0F x y     สําหรับทุก ๆ y C                          (2) 
เซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ (2) จะถูกเขียนแทนดวย ( )EP F  นั่นคือ  

 ( ) : ( , ) 0,EP F x C F x y y C      
 

ตัวอยาง  10  กําหนดให [0,1] [0,1]C    และนิยามการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R   โดย  
2 2

1 2 1 2( )( , ) ( )y x xF x y y      
สําหรับทุก ๆ 1 2 1 2, ,( ), ( )x yx x y y C      ดังนั้นเซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ คือ  

 1 2 1 2( ) ( , ) :EP F x x x C x x     
 
ตัวอยาง  11  กําหนดให [0,1] [0,1]C    และนิยามการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R   โดย  

1 2 1 1 1 2 2 2( 1)( ) ( 1)( )( , ) x x y x x x y xF x y          
สําหรับทุก ๆ 1 2 1 2, ,( ), ( )x yx x y y C    ดังนั้นเซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ คือ  

 1 2 1 2( ) ( , ) : 1EP F x x x C x x      
 
จากบทนิยาม 9  ถากําหนดการสง :T C H  ให ( , ) ,F x y Tx y x   สําหรับทุกๆ  ,x y C  แลวจะ

ไดวา    ( )z EP F  ก็ตอเมื่อ  , 0,Tz y z y C      นั่นแสดงใหเห็นวาคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ

 

 

ขอสังเกต 7  จากนิยามดังกลาวจะเห็นไดวา u  เปนคําตอบของอสมการการแปรผันในสมการที่ (1) ก็ตอเมื่อ 
( )Cu P u Au  เมื่อ 0   และ  CP  เปนภาพฉายระยะทาง นั่นแสดงใหเห็นวา คําตอบของปญหาอสมการการ

แปรผัน (1) คือ จุดตรึงของการสง ( )C I AP   เมื่อ I  เปนการสงเอกลักษณ 
 
บทนิยาม 8  ให   nx  เปนลําดับในปริภูมิฮิลเบิรต H  จะกลาววา ลําดับ nx เปน ลําดับลูเขาอยางออน (weakly 
convergent)  สูจุด  x H    ถา 

, ,nx y x y             สําหรับทุก ๆ y H  
หรือ เขียนแทนดวยสัญลักษณ   w

nx x  
 

นอกจากปญหาที่ไดกลาวไปแลว อีกหนึ่งปญหาทางคณิตศาสตรที่เปนที่สนใจของนักคณิตศาสตร คือ 
ปญหาเชิงดุลยภาพ (equilibrium  problems (EP)) ซึ่งวางนัยทั่วไปของปญหาอสมการการแปรผัน โดยนิยามได
ดังนี้ 
 
บทนิยาม 9   กําหนดให H  เปนปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง และ C  เปนเซตยอยของ H ซึ่งเปนเซตปด และ คอน
เวกซ กําหนดให :F C C  R   เปนฟงกชันโดเมนเชิงคู(bifunction)  ปญหาเชิงดุลยภาพ หมายถึง การหาคา
ของ x C  ซึ่งสอดคลองกับอสมการตอไปนี้  

( , ) 0F x y     สําหรับทุก ๆ y C                          (2) 
เซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ (2) จะถูกเขียนแทนดวย ( )EP F  นั่นคือ  

 ( ) : ( , ) 0,EP F x C F x y y C      
 

ตัวอยาง  10  กําหนดให [0,1] [0,1]C    และนิยามการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R   โดย  
2 2

1 2 1 2( )( , ) ( )y x xF x y y      
สําหรับทุก ๆ 1 2 1 2, ,( ), ( )x yx x y y C      ดังนั้นเซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ คือ  

 1 2 1 2( ) ( , ) :EP F x x x C x x     
 
ตัวอยาง  11  กําหนดให [0,1] [0,1]C    และนิยามการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R   โดย  

1 2 1 1 1 2 2 2( 1)( ) ( 1)( )( , ) x x y x x x y xF x y          
สําหรับทุก ๆ 1 2 1 2, ,( ), ( )x yx x y y C    ดังนั้นเซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ คือ  

 1 2 1 2( ) ( , ) : 1EP F x x x C x x      
 
จากบทนิยาม 9  ถากําหนดการสง :T C H  ให ( , ) ,F x y Tx y x   สําหรับทุกๆ  ,x y C  แลวจะ

ไดวา    ( )z EP F  ก็ตอเมื่อ  , 0,Tz y z y C      นั่นแสดงใหเห็นวาคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ

 

 

ขอสังเกต 7  จากนิยามดังกลาวจะเห็นไดวา u  เปนคําตอบของอสมการการแปรผันในสมการที่ (1) ก็ตอเมื่อ 
( )Cu P u Au  เมื่อ 0   และ  CP  เปนภาพฉายระยะทาง นั่นแสดงใหเห็นวา คําตอบของปญหาอสมการการ

แปรผัน (1) คือ จุดตรึงของการสง ( )C I AP   เมื่อ I  เปนการสงเอกลักษณ 
 
บทนิยาม 8  ให   nx  เปนลําดับในปริภูมิฮิลเบิรต H  จะกลาววา ลําดับ nx เปน ลําดับลูเขาอยางออน (weakly 
convergent)  สูจุด  x H    ถา 

, ,nx y x y             สําหรับทุก ๆ y H  
หรือ เขียนแทนดวยสัญลักษณ   w

nx x  
 

นอกจากปญหาที่ไดกลาวไปแลว อีกหนึ่งปญหาทางคณิตศาสตรที่เปนที่สนใจของนักคณิตศาสตร คือ 
ปญหาเชิงดุลยภาพ (equilibrium  problems (EP)) ซึ่งวางนัยทั่วไปของปญหาอสมการการแปรผัน โดยนิยามได
ดังนี้ 
 
บทนิยาม 9   กําหนดให H  เปนปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง และ C  เปนเซตยอยของ H ซึ่งเปนเซตปด และ คอน
เวกซ กําหนดให :F C C  R   เปนฟงกชันโดเมนเชิงคู(bifunction)  ปญหาเชิงดุลยภาพ หมายถึง การหาคา
ของ x C  ซึ่งสอดคลองกับอสมการตอไปนี้  

( , ) 0F x y     สําหรับทุก ๆ y C                          (2) 
เซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ (2) จะถูกเขียนแทนดวย ( )EP F  นั่นคือ  

 ( ) : ( , ) 0,EP F x C F x y y C      
 

ตัวอยาง  10  กําหนดให [0,1] [0,1]C    และนิยามการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R   โดย  
2 2

1 2 1 2( )( , ) ( )y x xF x y y      
สําหรับทุก ๆ 1 2 1 2, ,( ), ( )x yx x y y C      ดังนั้นเซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ คือ  

 1 2 1 2( ) ( , ) :EP F x x x C x x     
 
ตัวอยาง  11  กําหนดให [0,1] [0,1]C    และนิยามการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R   โดย  

1 2 1 1 1 2 2 2( 1)( ) ( 1)( )( , ) x x y x x x y xF x y          
สําหรับทุก ๆ 1 2 1 2, ,( ), ( )x yx x y y C    ดังนั้นเซตคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ คือ  

 1 2 1 2( ) ( , ) : 1EP F x x x C x x      
 
จากบทนิยาม 9  ถากําหนดการสง :T C H  ให ( , ) ,F x y Tx y x   สําหรับทุกๆ  ,x y C  แลวจะ

ไดวา    ( )z EP F  ก็ตอเมื่อ  , 0,Tz y z y C      นั่นแสดงใหเห็นวาคําตอบของปญหาเชิงดุลยภาพ

Rattanaporn  Wangkeeree / Burapha Sci. J. 17 (2012) 1 : 165-171

เรียน        กองบรรณาธิการวารสารวิทยาศาสตรบูรพา  คณะวิทยาศาสตร  ม.บูรพา 
   ตามที่กองบรรณาธิการวารสารวิทยาศาสตรบูรพาไดตอบรับการตีพิมพผลงานบทความทางวิชาการ
ของดิฉัน  ดิฉันขอขอบคุณกองบรรณาธิการวารสารวิทยาศาสตรบูรพาเปนอยางยิ่งคะ และในการน้ีทางกอง
บรรณาธิการไดสงไฟลวารสารมาใหตรวจสอบซึ่งดิฉันตรวจสอบเรียบรอยแลวและมีที่ตองแกไขเล็กนอย
ตามหัวขอดานลางคะ 
  
ขอความที่ตองการปรับแกในวารสารมีดังตอไปนี้คะ 
หนา  169   
                 จาก   “(A2)  F  เปนฟงกชันทางเดียวนั่น คือ ( , ) ( , )F x y F y x  ทุก ๆ ,x y C ” 

แกไขเปน   “(A2)  F  เปนฟงกชันทางเดียวนั่น คือ ( , ) ( , ) 0F x y F y x   ทุก ๆ ,x y C ” 
 
คือเคร่ืองหมายอสมการนอยกวาและเทากับศูนย หายไปคะ 

............................................................................................................................. .................... 
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หนา  170    อยูในหัวขอ “ปญหาเปด และกาวตอไปของวิธีการประมาณคา ขอ (2)” 
 

จาก  “ :F C C   R  ”  แกไขเปน  “ :F C C  ”  
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นอกจากนี้แล้ว จะเห็นว่าปัญหาต่างๆ ในทางฟิสิกส์ หรือในทาง 

เศรษฐศาสตร์บางอย่างสามารถแปลงเป็นสมการ หรืออสมการ 

ให้อยู่ในรูปอสมการ (2) ได้ ดังนั้น การค้นหาผลเฉลย หรือการ 

ประมาณค่าของปัญหาเชิงดุลยภาพ (2) นั้นถือเป็นการแก้ไขปัญหา 

ในทางฟิสิกส์ หรือในทางเศรษฐศาสตร์ได้อีกทางหนึ่ง ซึ่งสามารถ 

ดูได้จากเอกสารอ้างอิง (Blum & Oettli, 1994; Flam & Antipin, 

1997)

 เนื่องจากการศึกษาก่อนหน้านี้ได้ศึกษาวิธีการประมาณค่า 

สำหรับหาผลเฉลยของจุดตรึงเพียงอย่างเดียวนั่นก็คือแก้ปัญหา 

ได้เพียงด้านเดียวดังนั้นนักวิจัยทั้งหลายจึงได้พยายามศึกษาหา 

แนวทางในการที่จะทำให้วิธีการประมาณค่านั้นสามารถที่จะหา 

ผลเฉลยเพื่อแก้ปัญหาทางด้านต่างๆ ไปพร้อมๆ กันหลายๆ ด้าน 

ซึ่งเป็นประโยชน์มากกว่าการแก้ไขปัญหาไปทีละด้านซึ่งกว่าจะ 

แก้ปัญหาได้แต่ละด้านก็ให้แนวคิดที่ต่างกันและใช้เวลานานด้วย 

ดังนั้นจึงมีนักวิจัยรุ่นใหม่ได้พยายามนำปัญหาต่างๆ เหล่านั้น  

มาศึกษาไปพร้อมๆ กันและแก้ปัญหาไปพร้อมๆ กันซึ่งจะเกิด 

ประโยชนห์ลายๆ ดา้นพรอ้มกนัและแกป้ญัหาไดห้ลายๆ ศาสตรด์ว้ย 

และยังประหยัดเวลาและงบประมาณในการคิดค้นหาแนวทาง 

ในการแก้ปัญหาต่างๆ ด้วย โดยในที่นี้มีการศึกษาร่วมกันกับปัญหา 

ต่างๆ แยกได้ดังต่อไปนี้

วธิกีารประมาณคา่สำหรบัการคน้หาผลเฉลยของปญัหาอสมการ 

การแปรผัน

 ในปี ค.ศ. 2003 Takahashi และ Toyoda ได้คิดค้น 

วิธีทำซ้ำต่อไปนี้ เพื่อค้นหาผลเฉลยร่วมระหว่างจุดตรึงของการส่ง 

แบบไม่ขยาย และ ผลเฉลยของอสมการการแปรผันในปริภูมิ 

ฮิลเบิร์ตเชิงจริง ดังทฤษฎีบท ต่อไปนี้ 

ทฤษฎีบท 12 (Takahashi & Toyoda, 2003) ให้ C เป็นเซตย่อย 

ของปริภูมิฮิลเบิร์ตเชิงจริง H ซึ่งเป็นเซตปิด และคอนเวกซ์ และ 

S : C C เป็นการส่งแบบไม่ขยาย โดยที่ F(S)∩VI(C,A) ≠ ∅ ให้ 

PC : H C เป็นภาพฉายระยะทาง และ A : C H เป็นการส่ง 

ทางเดยีวอยา่งเขม้ผกผนัทีม่คีา่สมัประสทิธ ์α โดยที ่α > 0 กำหนดให ้  

x0 ∈C นิยามลำดับ {xn} โดย

                                                                             

สำหรับทุกๆ n = 0,1,2,3,... เมื่อลำดับ {αn}⊂[c,d] สำหรับบาง 

c,d ∈(0,1) และลำดับ {λn}⊂[a,b] สำหรับบาง a,b ∈(0,2α)  

ดงันัน้ลำดบั {xn} ลูเ่ขา้อยา่งออ่นสูส่มาชกิรว่มของ F(S)∩VI(C,A) 

 ต่อมาในปี ค.ศ. 2005 Iiduka และ Takahashi ต้องการ 

ทฤษฎีบทการลู่เข้าอย่างเข้มสู่สมาชิกร่วมของ F(S)∩VI(C,A) จึง 

ได้กำหนดวิธีการทำซ้ำแบบใหม่ดังนี้

ทฤษฎีบท 13 ให้ C เป็นเซตย่อยของปริภูมิฮิลเบิร์ตเชิงจริง H 

ซึง่เปน็เซตปดิและคอนเวกซ ์และ S : C C เปน็การสง่แบบไมข่ยาย 

โดยที่ F(S)∩VI(C,A) ≠ ∅ ให้ PC : H C เป็นภาพฉายระยะทาง 

และ A : C H เปน็การสง่ทางเดยีวอยา่งเขม้ผกผนัทีม่คีา่สมัประสทิธ ์

α และกำหนดให้ x1 = u ∈C นิยามลำดับ {xn} โดย

 

สำหรับทุกๆ n=1,2,3 เมื่อลำดับ {λn}⊂[0,2α] โดยที่ {λn}⊂[a,b] 

สำหรับบาง a,b ∈ (0,2α) และลำดับ {αn}⊂[0,1] และสอดคล้อง 

เงื่อนไขต่อไปนี้คือ   

และ                            ดังนั้นลำดับ {xn} ลู่เข้าอย่างเข้มสู่สมาชิก 

ร่วมของ F(S)∩VI(C,A) ในปริภูมิฮิลเบิร์ต  

 นอกจากนั้นแล้วในปี 2007 Yao และ Yao (Yao & Yao,  

2007) ได้แนะนำวิธีการประมาณค่าแบบซ้ำเพื่อหาสมาชิกร่วมของ   

F(S)∩VI(C,A) ดังนี้

ทฤษฎีบท 14 (Yao & Yao, 2007) ให้ C เป็นเซตย่อยของปริภูมิ 

ฮิลเบิร์ตเชิงจริง H ซึ่งเป็นเซตปิด และคอนเวกซ์ และ A : C H 

เป็นการส่งทางเดียวอย่างเข้มผกผันที่มีค่าสัมประสิทธ์ α ให้ 

PC : H C เป็นภาพฉายระยะทาง และ S : C C เป็นการส่ง 

แบบไม่ขยายซึ่ง F(S)∩VI(C,A) ≠∅ 

กำหนดให้ x1=u∈C นิยาม ลำดับ {xn} และ {yn} โดย

                                                 (3)

สำหรับทุกๆ n = 0,1,2,3,... เมื่อ {αn},{βn},{γn} เป็นลำดับของ 

จำนวนจรงิในช่วงปดิ [0,1] และลำดบั {λn}⊂[a,b] สำหรบับาง a,b   

โดยที่ 0 < a < b < 2α และสอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี้

(1)  

(2)                 และ  

(3)  

(4)   

ดังนั้นลำดับ {xn} และ {yn} นิยามโดย (3) ลู่เข้าอย่างเข้มสู่สมาชิก

ร่วมของ F(S)∩VI(C,A) ในปริภูมิฮิลเบิร์ต

วิธีการประมาณค่า สำหรับการค้นหาผลเฉลยร่วมของปัญหาเชิง

ดุลยภาพ และ ปัญหาจุดตรึง 

 สำหรับการหาผลเฉลยของปัญหาเชิงดุลยภาพ สำหรับ 

การส่งโดเมนเชิงคู่               เราจะกำหนดให้การส่ง F     

สอดคล้องกับเงื่อนไขดังต่อไปนี้

 

 

สามารถใชในการแกไขบางปญหาอสมการการแปรผัน นอกจากนี้แลว จะเห็นวาปญหาตางๆ ในทางฟสิกส หรือ
ในทางเศรษฐศาสตรบางอยางสามารถแปลงเปนสมการ หรือ อสมการใหอยูในรูปอสมการ (2) ได ดังนั้น การ
คนหาผลเฉลย หรือ การประมาณคาของปญหาเชิงดุลยภาพ (2) นั้นถือเปนการแกไขปญหาในทางฟสิกส หรือ 
ในทางเศรษฐศาสตรไดอีกทางหนึ่ง ซึ่งสามารถดูไดจากเอกสารอางอิง (Blum & Oettli, 1994; Flam & Antipin, 
1997) 

เน่ืองจากการศึกษากอนหนานี้ไดศึกษาวิธีการประมาณคาสําหรับหาผลเฉลยของจุดตรึงเพียงอยางเดียว
นั่นก็คือแกปญหาไดเพียงดานเดียวดังนั้นนักวิจัยทั้งหลายจึงไดพยายามศึกษาหาแนวทางในการที่จะทําใหวิธีการ
ประมาณคานั้นสามารถที่จะหาผลเฉลยเพื่อแกปญหาทางดานตาง ๆ ไปพรอม ๆ กันหลาย ๆ ดานซึ่งเปน
ประโยชนมากกวาการแกไขปญหาไปทีละดานซึ่งกวาจะแกปญหาไดแตละดานก็ใหแนวคิดที่ตางกันและใช
เวลานานดวย ดังนั้นจึงมีนักวิจัยรุนใหมไดพยายามนําปญหาตาง ๆ เหลานั้นมาศึกษาไปพรอม ๆ กันและ
แกปญหาไปพรอม ๆ กันซึ่งจะเกิดประโยชนหลาย ๆ ดานพรอมกันและแกปญหาไดหลาย ๆ ศาสตรดวยและยัง
ประหยัดเวลาและงบประมาณในการคิดคนหาแนวทางในการแกปญหาตาง ๆ ดวย โดยในที่นี้มีการศึกษา
รวมกันกับปญหาตาง ๆ แยกไดดังตอไปนี้ 

 
วิธีการประมาณคาสําหรับการคนหาผลเฉลยของปญหาอสมการการแปรผัน 

 
ในป ค.ศ. 2003 Takahashi และ Toyoda ไดคิดคนวิธีทําซ้ําตอไปนี้ เพื่อคนหาผลเฉลยรวมระหวางจุด

ตรึงของการสงแบบไมขยาย และ ผลเฉลยของอสมการการแปรผันในปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง ดังทฤษฎีบท 
ตอไปนี้  
ทฤษฎีบท 12 (Takahashi & Toyoda, 2003)  ให C  เปนเซตยอยของปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง H ซึ่งเปนเซตปด 
และคอนเวกซ  และ  :S C C  เปนการสงแบบไมขยาย โดยที่ ( ) ( , )F S VI C A    ให :CP H C   เปน
ภาพฉายระยะทาง และ :A C H  เปนการสงทางเดียวอยางเขมผกผันที่มีคาสัมประสิทธ   โดยที่ 0   
กําหนดให 0x C  นิยามลําดับ  nx  โดย 

1 (1 ) ( )n n n n n nn Cx x SP x Ax                                                                                    
สําหรับทุกๆ 0,1,2,3,...n   เมื่อลําดับ { } [ , ]n c d   สําหรับบาง , (0,1)c d   และลําดับ { } [ , ]n a b   สําหรับ
บาง , (0,2 )a b    ดังนั้นลําดับ  nx  ลูเขาอยางออนสูสมาชิกรวมของ ( ) ( , )F S VI C A   
    

ตอมาในป ค.ศ. 2005 Iiduka และ Takahashi ตองการทฤษฎีบทการลูเขาอยางเขมสูสมาชิกรวมของ 
( ) ( , )F S VI C A  จึงไดกําหนดวิธีการทําซ้ําแบบใหมดังนี้ 

ทฤษฎีบท 13  ให C  เปนเซตยอยของปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง H ซึ่งเปนเซตปดและคอนเวกซ และ  :S C C  
เปนการสงแบบไมขยาย โดยที่ ( ) ( , )F S VI C A    ให :CP H C  เปนภาพฉายระยะทาง และ :A C H  
เปนการสงทางเดียวอยางเขมผกผันที่มีคาสัมประสิทธ   และกําหนดให 1x u C   นิยามลําดับ  nx  โดย 

 

 

1 (1 ) ( )n n n n nn Cx u SP x Ax        
สําหรับทุกๆ 1,2,3,...n  เมื่อลําดับ { } [0,2 )n  โดยที่ { } [ , ]n a b   สําหรับบาง , (0,2 )a b   และลําดับ 
{ } [0,1)n   และสอดคลองเงื่อนไขตอไปนี้คือ lim 0nn
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     ดังนั้นลําดับ  nx  ลูเขาอยางเขมสูสมาชิกรวมของ ( ) ( , )F S VI C A  ในปริภูมิฮิลเบิรต   

 
นอกจากนั้นแลวในป 2007 Yao และ Yao (Yao & Yao,  2007) ไดแนะนําวิธีการประมาณคาแบบซ้ํา

เพื่อหาสมาชิกรวมของ ( ) ( , )F S VI C A  ดังนี้ 
 

ทฤษฎีบท 14 (Yao & Yao, 2007)   ให C  เปนเซตยอยของปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง H ซึ่งเปนเซตปด และคอน
เวกซ  และ :A C H  เปนการสงทางเดียวอยางเขมผกผันที่มีคาสัมประสิทธ   ให :CP H C  เปนภาพฉาย
ระยะทาง และ  :S C C  เปนการสงแบบไมขยายซึ่ง ( ) ( , )F S VI C A   
 กําหนดให 1x u C   นิยาม ลําดับ  nx และ  ny   โดย 
                     

1

( )
( )

n n n nC

n n n n n n nn C

y P x Ax
x u x SP y Ay


   





 
   

                           (3) 

สําหรับทุกๆ 1,2,3,...n  เมื่อ  ,{ },{ }n n n    เปนลําดับของจํานวนจริงในชวงปด [0,1]  และลําดับ 
{ } [ , ]n a b   สําหรับบาง ,a b  โดยที่ 0 2a b      และสอดคลองกับเงื่อนไขตอไปนี้ 
(1) 1n n n      
(2) lim 0nn




 และ
1

n
n





  ,   

(3) 0 liminf limsup 1n nn n
 

 
    

(4) 1lim( ) 0nnn
 

    
ดังนั้นลําดับ  nx และ  ny  นิยามโดย (3) ลูเขาอยางเขมสูสมาชิกรวมของ ( ) ( , )F S VI C A ในปริภูมิฮิลเบิรต 
 

วิธีการประมาณคา สําหรับการคนหาผลเฉลยรวมของปญหาเชิงดุลยภาพ และ ปญหาจุดตรึง  
สําหรับการหาผลเฉลยของปญหาเชิงดุลยภาพ สําหรับการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R  เราจะ

กําหนดใหการสง   F  สอดคลองกับเงื่อนไขดังตอไปนี้ 
(A1)   ( , ) 0F x x   ทุก ๆ x C   
(A2)  F  เปนฟงกชันทางเดียวนั่น คือ ( , ) ( , ) 0F x y F y x   ทุก ๆ ,x y C  
(A3)  

0
lim (1 ) , ( , )
t

F tz t x y F x y


   สําหรับทุก ๆ , ,x y z C    
(A4) สําหรับทุก ๆ x C จะไดวาฟงกชัน ( , )y F x y  เปนฟงกชันคอนเวกซ และ ฟงกชันกึ่งตอเนื่อง
ลาง (convex and lower semicontinuous function) 

 

 

 

1 (1 ) ( )n n n n nn Cx u SP x Ax        
สําหรับทุกๆ 1,2,3,...n  เมื่อลําดับ { } [0,2 )n  โดยที่ { } [ , ]n a b   สําหรับบาง , (0,2 )a b   และลําดับ 
{ } [0,1)n   และสอดคลองเงื่อนไขตอไปนี้คือ lim 0nn
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     ดังนั้นลําดับ  nx  ลูเขาอยางเขมสูสมาชิกรวมของ ( ) ( , )F S VI C A  ในปริภูมิฮิลเบิรต   

 
นอกจากนั้นแลวในป 2007 Yao และ Yao (Yao & Yao,  2007) ไดแนะนําวิธีการประมาณคาแบบซ้ํา

เพื่อหาสมาชิกรวมของ ( ) ( , )F S VI C A  ดังนี้ 
 

ทฤษฎีบท 14 (Yao & Yao, 2007)   ให C  เปนเซตยอยของปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง H ซึ่งเปนเซตปด และคอน
เวกซ  และ :A C H  เปนการสงทางเดียวอยางเขมผกผันที่มีคาสัมประสิทธ   ให :CP H C  เปนภาพฉาย
ระยะทาง และ  :S C C  เปนการสงแบบไมขยายซึ่ง ( ) ( , )F S VI C A   
 กําหนดให 1x u C   นิยาม ลําดับ  nx และ  ny   โดย 
                     

1

( )
( )

n n n nC

n n n n n n nn C

y P x Ax
x u x SP y Ay


   





 
   

                           (3) 

สําหรับทุกๆ 1,2,3,...n  เมื่อ  ,{ },{ }n n n    เปนลําดับของจํานวนจริงในชวงปด [0,1]  และลําดับ 
{ } [ , ]n a b   สําหรับบาง ,a b  โดยที่ 0 2a b      และสอดคลองกับเงื่อนไขตอไปนี้ 
(1) 1n n n      
(2) lim 0nn




 และ
1

n
n





  ,   

(3) 0 liminf limsup 1n nn n
 

 
    

(4) 1lim( ) 0nnn
 

    
ดังนั้นลําดับ  nx และ  ny  นิยามโดย (3) ลูเขาอยางเขมสูสมาชิกรวมของ ( ) ( , )F S VI C A ในปริภูมิฮิลเบิรต 
 

วิธีการประมาณคา สําหรับการคนหาผลเฉลยรวมของปญหาเชิงดุลยภาพ และ ปญหาจุดตรึง  
สําหรับการหาผลเฉลยของปญหาเชิงดุลยภาพ สําหรับการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R  เราจะ

กําหนดใหการสง   F  สอดคลองกับเงื่อนไขดังตอไปนี้ 
(A1)   ( , ) 0F x x   ทุก ๆ x C   
(A2)  F  เปนฟงกชันทางเดียวนั่น คือ ( , ) ( , ) 0F x y F y x   ทุก ๆ ,x y C  
(A3)  

0
lim (1 ) , ( , )
t

F tz t x y F x y


   สําหรับทุก ๆ , ,x y z C    
(A4) สําหรับทุก ๆ x C จะไดวาฟงกชัน ( , )y F x y  เปนฟงกชันคอนเวกซ และ ฟงกชันกึ่งตอเนื่อง
ลาง (convex and lower semicontinuous function) 

 

 

 

1 (1 ) ( )n n n n nn Cx u SP x Ax        
สําหรับทุกๆ 1,2,3,...n  เมื่อลําดับ { } [0,2 )n  โดยที่ { } [ , ]n a b   สําหรับบาง , (0,2 )a b   และลําดับ 
{ } [0,1)n   และสอดคลองเงื่อนไขตอไปนี้คือ lim 0nn
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     ดังนั้นลําดับ  nx  ลูเขาอยางเขมสูสมาชิกรวมของ ( ) ( , )F S VI C A  ในปริภูมิฮิลเบิรต   

 
นอกจากนั้นแลวในป 2007 Yao และ Yao (Yao & Yao,  2007) ไดแนะนําวิธีการประมาณคาแบบซ้ํา

เพื่อหาสมาชิกรวมของ ( ) ( , )F S VI C A  ดังนี้ 
 

ทฤษฎีบท 14 (Yao & Yao, 2007)   ให C  เปนเซตยอยของปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง H ซึ่งเปนเซตปด และคอน
เวกซ  และ :A C H  เปนการสงทางเดียวอยางเขมผกผันที่มีคาสัมประสิทธ   ให :CP H C  เปนภาพฉาย
ระยะทาง และ  :S C C  เปนการสงแบบไมขยายซึ่ง ( ) ( , )F S VI C A   
 กําหนดให 1x u C   นิยาม ลําดับ  nx และ  ny   โดย 
                     

1

( )
( )

n n n nC

n n n n n n nn C

y P x Ax
x u x SP y Ay


   





 
   

                           (3) 

สําหรับทุกๆ 1,2,3,...n  เมื่อ  ,{ },{ }n n n    เปนลําดับของจํานวนจริงในชวงปด [0,1]  และลําดับ 
{ } [ , ]n a b   สําหรับบาง ,a b  โดยที่ 0 2a b      และสอดคลองกับเงื่อนไขตอไปนี้ 
(1) 1n n n      
(2) lim 0nn




 และ
1

n
n





  ,   

(3) 0 liminf limsup 1n nn n
 

 
    

(4) 1lim( ) 0nnn
 

    
ดังนั้นลําดับ  nx และ  ny  นิยามโดย (3) ลูเขาอยางเขมสูสมาชิกรวมของ ( ) ( , )F S VI C A ในปริภูมิฮิลเบิรต 
 

วิธีการประมาณคา สําหรับการคนหาผลเฉลยรวมของปญหาเชิงดุลยภาพ และ ปญหาจุดตรึง  
สําหรับการหาผลเฉลยของปญหาเชิงดุลยภาพ สําหรับการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R  เราจะ

กําหนดใหการสง   F  สอดคลองกับเงื่อนไขดังตอไปนี้ 
(A1)   ( , ) 0F x x   ทุก ๆ x C   
(A2)  F  เปนฟงกชันทางเดียวนั่น คือ ( , ) ( , ) 0F x y F y x   ทุก ๆ ,x y C  
(A3)  

0
lim (1 ) , ( , )
t

F tz t x y F x y


   สําหรับทุก ๆ , ,x y z C    
(A4) สําหรับทุก ๆ x C จะไดวาฟงกชัน ( , )y F x y  เปนฟงกชันคอนเวกซ และ ฟงกชันกึ่งตอเนื่อง
ลาง (convex and lower semicontinuous function) 

 

 

 

1 (1 ) ( )n n n n nn Cx u SP x Ax        
สําหรับทุกๆ 1,2,3,...n  เมื่อลําดับ { } [0,2 )n  โดยที่ { } [ , ]n a b   สําหรับบาง , (0,2 )a b   และลําดับ 
{ } [0,1)n   และสอดคลองเงื่อนไขตอไปนี้คือ lim 0nn
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     ดังนั้นลําดับ  nx  ลูเขาอยางเขมสูสมาชิกรวมของ ( ) ( , )F S VI C A  ในปริภูมิฮิลเบิรต   

 
นอกจากนั้นแลวในป 2007 Yao และ Yao (Yao & Yao,  2007) ไดแนะนําวิธีการประมาณคาแบบซ้ํา

เพื่อหาสมาชิกรวมของ ( ) ( , )F S VI C A  ดังนี้ 
 

ทฤษฎีบท 14 (Yao & Yao, 2007)   ให C  เปนเซตยอยของปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง H ซึ่งเปนเซตปด และคอน
เวกซ  และ :A C H  เปนการสงทางเดียวอยางเขมผกผันที่มีคาสัมประสิทธ   ให :CP H C  เปนภาพฉาย
ระยะทาง และ  :S C C  เปนการสงแบบไมขยายซึ่ง ( ) ( , )F S VI C A   
 กําหนดให 1x u C   นิยาม ลําดับ  nx และ  ny   โดย 
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x u x SP y Ay


   





 
   

                           (3) 

สําหรับทุกๆ 1,2,3,...n  เมื่อ  ,{ },{ }n n n    เปนลําดับของจํานวนจริงในชวงปด [0,1]  และลําดับ 
{ } [ , ]n a b   สําหรับบาง ,a b  โดยที่ 0 2a b      และสอดคลองกับเงื่อนไขตอไปนี้ 
(1) 1n n n      
(2) lim 0nn
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(3) 0 liminf limsup 1n nn n
 

 
    

(4) 1lim( ) 0nnn
 

    
ดังนั้นลําดับ  nx และ  ny  นิยามโดย (3) ลูเขาอยางเขมสูสมาชิกรวมของ ( ) ( , )F S VI C A ในปริภูมิฮิลเบิรต 
 

วิธีการประมาณคา สําหรับการคนหาผลเฉลยรวมของปญหาเชิงดุลยภาพ และ ปญหาจุดตรึง  
สําหรับการหาผลเฉลยของปญหาเชิงดุลยภาพ สําหรับการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R  เราจะ

กําหนดใหการสง   F  สอดคลองกับเงื่อนไขดังตอไปนี้ 
(A1)   ( , ) 0F x x   ทุก ๆ x C   
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รัตนาพร  วังคีรี / วารสารวิทยาศาสตร์บูรพา. 17 (2555) 1 : 165-171

เรียน        กองบรรณาธิการวารสารวิทยาศาสตรบูรพา  คณะวิทยาศาสตร  ม.บูรพา 
   ตามที่กองบรรณาธิการวารสารวิทยาศาสตรบูรพาไดตอบรับการตีพิมพผลงานบทความทางวิชาการ
ของดิฉัน  ดิฉันขอขอบคุณกองบรรณาธิการวารสารวิทยาศาสตรบูรพาเปนอยางยิ่งคะ และในการน้ีทางกอง
บรรณาธิการไดสงไฟลวารสารมาใหตรวจสอบซึ่งดิฉันตรวจสอบเรียบรอยแลวและมีที่ตองแกไขเล็กนอย
ตามหัวขอดานลางคะ 
  
ขอความที่ตองการปรับแกในวารสารมีดังตอไปนี้คะ 
หนา  169   
                 จาก   “(A2)  F  เปนฟงกชันทางเดียวนั่น คือ ( , ) ( , )F x y F y x  ทุก ๆ ,x y C ” 

แกไขเปน   “(A2)  F  เปนฟงกชันทางเดียวนั่น คือ ( , ) ( , ) 0F x y F y x   ทุก ๆ ,x y C ” 
 
คือเคร่ืองหมายอสมการนอยกวาและเทากับศูนย หายไปคะ 

............................................................................................................................. .................... 
 

หนา  167      บทนิยาม 9   ตัวอยางที่ 10    ตัวอยางท่ี 11   
หนา  168     บรรทัดรองสุดทาย 
หนา 169      ทฤษฎีบท 15   ทฤษฎีบท 16    ทฤษฎีบท 17 
หนา  170    อยูในหัวขอ “ปญหาเปด และกาวตอไปของวิธีการประมาณคา ขอ (2)” 
 

จาก  “ :F C C   R  ”  แกไขเปน  “ :F C C  ”  
 

คือตัว  R  ในวารสารเปนอักษรคอนขางตัวเล็กซึ่งมีขนาดไมเทากับตัวอักษร  F  และ C  ซึ่งเปนสมการ
เดียวกันดังนั่นดิฉันขอเปลี่ยน  ถาไมได  แบบนี้ก็ขอเปนตัวอารตัวหนาท่ีมีอักษรขนาดเทากับตัวอักษร F  
และ C  เพราะในตัววารสารมีขนาดที่แตกตางกันมากเกินไปคะ 
............................................................................................................................. ..................................... 
 
ขอขอบคุณทางกองบรรณาธิการวิทยาศาสตรบูรพาเปนอยางยิ่งท่ีชวยตรวจสอบและแกไข 
 
 
ดวยความเคารพเปนอยางยิ่ง 
 
       รัตนาพร  วังคีรี 
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 (A1) F(x,x) = 0 ทุกๆ x ∈C   

 (A2) F เป็นฟังก์ชันทางเดียวนั่น คือ F(x,y)+F(y,x) < 0 

ทุกๆ x,y ∈C  

 (A3)              สำหรับทุกๆ

x,y,z ∈C   

 (A4) สำหรับทุกๆ  x ∈C  จะได้ว่าฟังก์ชัน

เป็นฟังก์ชันคอนเวกซ์ และ ฟังก์ชันกึ่งต่อเนื่องล่าง (convex and 

lower semicontinuous function)

 โดยในป ีค.ศ. 2005 Combettes และ Hirstoaga ไดเ้ริม่ตน้ 

ศึกษาและใช้วิธีการประมาณค่าแบบซ้ำในการประมาณค่าที่ดีที่สุด 

เพื่อนำไปหาผลเฉลยให้กับปัญหาเชิงดุลยภาพ และได้พิสูจน์ทฤษฎี 

บทการลู่เข้าอย่างเข้มเพื่อค้นหาผลเฉลยร่วมของปัญหาจุดตรึง 

และปัญหาเชิงดุลยภาพ ต่อมาในปี 2007 S. Takahashi  และ W. 

Takahashi ได้คิดค้น และ นำเสนอวิธีการประมาณค่าแบบหนืด 

(viscosity approximation method) เพื่อการค้นหาผลเฉลยร่วม 

ของปญัหาจดุตรงึ และ ปญัหาเชงิดลุยภาพดงักลา่วในปรภิมูฮิลิเบริต์ 

ดังทฤษฏีบทต่อไปนี้

ทฤษฎีบท 15 กำหนดให้ C เป็นเซตย่อยที่ไม่เป็นเซตว่างของ 

ปริภูมิฮิลเบิร์ตเชิงจริง H ซึ่งเป็นเซตปิด และคอนเวกซ์ โดยที่ 

            เป็นการส่งโดเมนเชิงคู่ที่สอดคล้องกับเงื่อนไข 

(A1)-(A4) และ S : C H เป็นการส่งแบบไม่ขยายโดยที่ 

F(S)∩EP(F) ≠∅ ให้ f : H H เป็นการส่งหดตัว กำหนดให้ 

x1 ∈C นิยามลำดับ {xn} และ {un} โดย

            (4)

 สำหรับทุกๆ n = 0,1,2,3,... เมื่อลำดับ {αn}⊂[0,1] 

และลำดับ {rn}⊂(0,∞) ซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี้ 

(1)              และ   

(2)             และ   

ดังนั้นลำดับ {xn} และ {un} ลู่ เข้าอย่างเข้มสู่จุดตรึงร่วม 

z ∈F(S)∩EP(F) เมื่อ z = PF(S)∩EP(F) f(z)

หมายเหตุ : เราเรียกวิธีการประมาณค่า (4) ว่า วิธีการประมาณค่า 

แบบหนืด (viscosity approximation method)

วิธีการประมาณค่า สำหรับการค้นหาผลเฉลยร่วมของปัญหา 

อสมการการแปรผัน และ ปัญหาเชิงดุลยภาพ

 เพื่อค้นหาผลเฉลยร่วมของปัญหาจุดตรึง ปัญหาอสมการ 

การแปรผัน และ ปัญหาเชิงดุลยภาพ ในปี ค.ศ. 2008 Su 

และคณะ (Su et al., 2008) ได้สร้างวิธีการประมาณค่าแบบซ้ำ 

แบบใหม่เพื่อหาผลเฉลยร่วมระหว่างเซตของจุดตรึงของการส่ง 

แบบไม่ขยาย F(S) เซตผลเฉลยของอสมการการแปรผัน VI(C,A) 

และ เซตผลเฉลยของปัญหาเชิงดุลยภาพ EP(F) นั่นก็คือ  

F(S)∩EP(F)∩VI(C,A) ในปริภูมิฮิลเบิร์ตดังนี้ 

ทฤษฎีบท 16 (Su et al., 2008) กำหนดให้ C เป็นเซตย่อยปิด 

คอนเวกซ์ที่ไม่เป็นเซตว่างของปริภูมิฮิลเบิร์ตเชิงจริง H ให้ 

       เป็นการส่งโดเมนเชิงคู่ที่สอดคล้องเงื่อนไข 

(A1)-(A4) และ S : C H เป็นการส่งแบบไม่ขยาย ให้ A : C H 

เป็นการส่งทางเดียวอย่างเข้มผกผันที่มีค่าสัมประสิทธ์ α โดยที่ 

F(S)∩EP(F)∩VI(C,A) ≠∅ กำหนดให้ f : H H เป็นการหดตัว 

(contraction) และ PC : H C เป็นภาพฉายระยะทางและให้     

x1 ∈H นิยามลำดับ {xn} และ {un} โดย 

         (5)

สำหรับทุกๆ n = 0,1,2,3,... เมื่อลำดับ {αn}⊂[0,1] และลำดับ 

{rn}⊂(0,∞) โดยที่สอดคล้องเงื่อนไขต่อไปนี้

(1)             และ  

(2)            และ  

(3) ลำดับ {λn}⊂[a,b] สำหรับบาง a,b ∈(0,2α) และ 

 

ดังนั้นลำดับ {xn} และ {un} ลู่ เข้าอย่างเข้มสู่จุดตรึงร่วม 

z∈F(S)∩EP(F)∩VI(C,A) เมื่อ z = PF(S)∩EP(F)∩VI(C,A) f(z)

และต่อมาปี ค.ศ. 2008 Plubtieng และ Punpaeng ได้นำเสนอ 

วิธีการแก้ไขปัญหาเชิงดุลยภาพโดยใช้วิธีการประมาณค่าแบบซ้ำ 

ชนิดใหม่ซึ่งแตกต่างจาก (Su et al., 2008) โดยผสมแนวคิดของ 

(Takahashi &Takahashi, 2007) และ (Yao & Yao, 2007) ดังนี้ 

 จากแนวคิดดังกล่าวได้ก่อให้เกิดแนวความคิดที่จะศึกษาถึง 

วิธีการประมาณค่าแบบหนืดเพื่อค้นหาหรือการประมาณค่าของ 

สมาชิกร่วมของ ปัญหาอสมการการแปรผัน ปัญหาเชิงดุลยภาพ 

และปัญหาจุดตรึงของการส่งแบบไม่ขยายในปริภูมิฮิลเบิร์ต โดย 

ใช้เทคนิคของภาพฉายระยะทาง โดยผู้เขียนและคณะได้ค้นพบ 

ทฤษฎีบทดังต่อไปนี้ 

ทฤษฎีบท 17 (Plubtieng & Punpaeng, 2008) กำหนดให้ C 

เป็นเซตย่อยที่ไม่เป็นเซตว่างของปริภูมิฮิลเบิร์ตเชิงจริง H ซึ่งเป็น 

เซตปิดและคอนเวกซ์ ให้              เป็นการส่งโดเมนเชิงคู่ที่  
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นอกจากนั้นแลวในป 2007 Yao และ Yao (Yao & Yao,  2007) ไดแนะนําวิธีการประมาณคาแบบซ้ํา

เพื่อหาสมาชิกรวมของ ( ) ( , )F S VI C A  ดังนี้ 
 

ทฤษฎีบท 14 (Yao & Yao, 2007)   ให C  เปนเซตยอยของปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง H ซึ่งเปนเซตปด และคอน
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โดยในป ค.ศ. 2005 Combettes และ Hirstoaga  ไดเร่ิมตนศึกษาและใชวิธีการประมาณคาแบบซ้ําในการ 
ประมาณคาที่ดีที่สุดเพื่อนําไปหาผลเฉลยใหกับปญหาเชิงดุลยภาพ และไดพิสูจนทฤษฎีบทการลูเขาอยางเขมเพื่อ
คนหาผลเฉลยรวมของปญหาจุดตรึงและปญหาเชิงดุลยภาพ ตอมาในป 2007 S. Takahashi  และ W. Takahashi  
ไดคิดคน และ นําเสนอวิธีการประมาณคาแบบหนืด (viscosity approximation method) เพื่อการคนหาผลเฉลย
รวมของปญหาจุดตรึง และ ปญหาเชิงดุลยภาพดังกลาวในปริภูมิฮิลเบิรต ดังทฤษฏีบทตอไปนี้ 

 
ทฤษฎีบท 15  กําหนดให C  เปนเซตยอยที่ไมเปนเซตวางของปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริง  H  ซึ่งเปนเซตปด และ
คอนเวกซ  โดยที่  :F C C  R  เปนการสงโดเมนเชิงคูที่สอดคลองกับเงื่อนไข (A1)-(A4) และ :S C H  
เปนการสงแบบไมขยายโดยที่ ( ) ( )F S EP F   ให :f H H เปนการสงหดตัว กําหนดให   1x H  
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 ดังนั้นลําดับ { }nx และ { }nu   ลูเขาอยางเขมสูจุดตรึงรวม ( ) ( )z F S EP F   เมื่อ ( ) ( ) ( )F S EP Fz P f z  
 
หมายเหตุ :  เราเรียกวิธีการประมาณคา (4) วา วิธีการประมาณคาแบบหนืด (viscosity approximation method) 
 

วิธีการประมาณคา สําหรับการคนหาผลเฉลยรวมของปญหาอสมการการแปรผัน และ ปญหาเชิงดุลยภาพ 
 

เพ่ือคนหาผลเฉลยรวมของปญหาจุดตรึง  ปญหาอสมการการแปรผัน และ ปญหาเชิงดุลยภาพ ในป ค.ศ. 
2008 Su และคณะ (Su et al., 2008 ) ไดสรางวิธีการประมาณคาแบบซ้ําแบบใหมเพื่อหาผลเฉลยรวมระหวาง   
เซตของจุดตรึงของการสงแบบไมขยาย ( )F S  เซตผลเฉลยของอสมการการแปรผัน ( , )VI C A  และ เซตผลเฉลย
ของปญหาเชิงดุลยภาพ ( )EP F  นั่นก็คือ ( ) ( ) ( , )F S EP F VI C A   ในปริภูมิฮิลเบิรตดังนี้  
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( ) ( ) ( , ) ( )F S EP F VI C Az P f z    และตอมาป ค.ศ. 2008  Plubtieng และ Punpaeng   ไดนําเสนอวิธีการแกไขปญหา

เชิงดุลยภาพโดยใชวิธีการประมาณคาแบบซ้ําชนิดใหมซึ่งแตกตางจาก (Su   et al., 2008)   โดยผสมแนวคิดของ 
(Takahashi &Takahashi , 2007) และ (Yao & Yao, 2007) ดังนี้  
 

จากแนวคิดดังกลาวไดกอใหเกิดแนวความคิดที่จะศึกษาถึงวิธีการประมาณคาแบบหนืดเพื่อคนหาหรือ 
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สงแบบไมขยายในปริภูมิฮิลเบิรต โดยใชเทคนิคของภาพฉายระยะทาง โดยผูเขียนและคณะไดคนพบทฤษฎีบท
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เรียน        กองบรรณาธิการวารสารวิทยาศาสตรบูรพา  คณะวิทยาศาสตร  ม.บูรพา 
   ตามที่กองบรรณาธิการวารสารวิทยาศาสตรบูรพาไดตอบรับการตีพิมพผลงานบทความทางวิชาการ
ของดิฉัน  ดิฉันขอขอบคุณกองบรรณาธิการวารสารวิทยาศาสตรบูรพาเปนอยางยิ่งคะ และในการน้ีทางกอง
บรรณาธิการไดสงไฟลวารสารมาใหตรวจสอบซึ่งดิฉันตรวจสอบเรียบรอยแลวและมีที่ตองแกไขเล็กนอย
ตามหัวขอดานลางคะ 
  
ขอความที่ตองการปรับแกในวารสารมีดังตอไปนี้คะ 
หนา  169   
                 จาก   “(A2)  F  เปนฟงกชันทางเดียวนั่น คือ ( , ) ( , )F x y F y x  ทุก ๆ ,x y C ” 

แกไขเปน   “(A2)  F  เปนฟงกชันทางเดียวนั่น คือ ( , ) ( , ) 0F x y F y x   ทุก ๆ ,x y C ” 
 
คือเคร่ืองหมายอสมการนอยกวาและเทากับศูนย หายไปคะ 

............................................................................................................................. .................... 
 

หนา  167      บทนิยาม 9   ตัวอยางที่ 10    ตัวอยางท่ี 11   
หนา  168     บรรทัดรองสุดทาย 
หนา 169      ทฤษฎีบท 15   ทฤษฎีบท 16    ทฤษฎีบท 17 
หนา  170    อยูในหัวขอ “ปญหาเปด และกาวตอไปของวิธีการประมาณคา ขอ (2)” 
 

จาก  “ :F C C   R  ”  แกไขเปน  “ :F C C  ”  
 

คือตัว  R  ในวารสารเปนอักษรคอนขางตัวเล็กซึ่งมีขนาดไมเทากับตัวอักษร  F  และ C  ซึ่งเปนสมการ
เดียวกันดังนั่นดิฉันขอเปลี่ยน  ถาไมได  แบบนี้ก็ขอเปนตัวอารตัวหนาท่ีมีอักษรขนาดเทากับตัวอักษร F  
และ C  เพราะในตัววารสารมีขนาดที่แตกตางกันมากเกินไปคะ 
............................................................................................................................. ..................................... 
 
ขอขอบคุณทางกองบรรณาธิการวิทยาศาสตรบูรพาเปนอยางยิ่งท่ีชวยตรวจสอบและแกไข 
 
 
ดวยความเคารพเปนอยางยิ่ง 
 
       รัตนาพร  วังคีรี 
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สอดคลอ้งเงือ่นไข (A1)-(A4) และ S : C C เปน็การสง่แบบไมข่ยาย 

และให้ A : C H เป็นการส่งทางเดียวอย่างเข้มผกผันที่มีค่า 

สมัประสทิธ ์α โดยที ่F(S)∩EP(F)∩VI(C,A) ≠∅ และ PC : H C 

เป็นภาพฉายระยะทาง กำหนดให้ x1 = u ∈H นิยามลำดับ {xn}, 

{yn} และ {un} ดังนี้

             (6) 

สำหรับทุกๆ n = 0,1,2,3,... เมื่อ {αn},{βn},{γn} เป็นลำดับของ 

จำนวนจริงในช่วงปิด [0,1] และสอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี้คือ 

(1)  

(2)         และ   

(3)   

(4)  ลำดับ  {rn}⊂(0,∞)  โดยที่     และ

  

(5)  ลำดับ {λn}⊂[a,b] สำหรับบาง a,b ที่ 0 < a < b < 2α  และ 

  

ดังนั้นลำดับ {xn}, {yn} และ {un} ลู่เข้าอย่างเข้มสู่จุดตรึงร่วมของ   

F(S)∩EP(F)∩VI(C,A)

ปัญหาเปิด และ ก้าวต่อไปของวิธีการประมาณค่า

 เพื่อให้ได้องค์ความรู้ที่กว้างขวาง และ ประโยชน์ที่สามารถ 

ใชง้านไดม้ากขึน้ ผูเ้ขยีนขอใหแ้นวคดิ หรอืแนวทางในการดำเนนิงาน 

ต่อไปดังนี้

 (1) สามารถขยายแนวคิดของวิธีการประมาณค่า (6) จาก 

การส่งแบบไม่ขยายไปสู่การส่งไม่เชิงเส้นแบบอื่นๆ ที่วางนัยทั่วไป 

ของการส่งแบบไม่ขยายได้หรือไม่ 

 (2) สามารถขยายแนวคิดของวิธีการประมาณค่า (6) จาก 

การส่งโดเมนเชิงคู่               เป็นระบบของการส่งโดเมน 

เชิงคู่ได้หรือไม่

 (3) สามารถศึกษาวิธีการประมาณค่า (6) ในปริภูมิ  

บานาคเชิงจริง (real Banach spaces) ซึ่งเป็นนัยทั่วไปของปริภูมิ

ฮิลเบิร์ตเชิงจริงได้หรือไม่

 (4) สามารถขยายแนวคิดของวิธีการประมาณค่า (6) ไปสู่ 

ปัญหาซึ่งเรียกว่า ปัญหาเชิงดุลยภาพวางนัยทั่วไป (Generalized 

equilibrium problems) ได้หรือไม่

 (5) สามารถขยายแนวคิดของวิธีการประมาณค่า (6) 

ไปสู่ปัญหาซึ่งเรียกว่า ปัญหาเชิงสมการการแปรผันวางนัยทั่วไป 

(Generalized variational problems) ได้หรือไม่

สรุป
 จากที่กล่าวมาข้างต้นจะเห็นได้ว่าการศึกษาทฤษฎีบทเกี่ยว 

กับวิธีการประมาณค่าแบบซ้ำสำหรับแก้ไขปัญหาอสมการการ 

แปรผัน ปัญหาเชิงดุลยภาพ นั้นนับเป็นหัวข้อการศึกษาที่น่าสนใจ 

และมีประโยชน์เป็นอย่างยิ่ง ดังนั้นในการคิดค้นทฤษฎีเพื่อหา 

องค์ความรู้ใหม่ๆ หรือ การขยายกรอบความรู้เดิม ไปสู่ปัญหา 

เชิงดุลยภาพวางนัยทั่วไป และ ปัญหาเชิงสมการการแปรผันวาง 

นัยทั่วไป หรือปัญหาอื่นๆ อีกมากมายดังที่ได้กล่าวไปข้างต้นทั้ง 

ในปริภูมิบานาค และ ปริภูมิฮิลเบิร์ต นั้นนับว่ามีประโยชน์เป็น 

อย่างมากต่อทางวิชาการด้านคณิตศาสตร์ ซึ่งถือว่าเป็นรากฐาน 

ที่สำคัญในการพัฒนาความรู้ด้านอื่นๆ ซึ่งเป็นที่ยอมรับว่าทฤษฎี 

และองค์ความรู้ใหม่ๆ ที่เกิดขึ้นจากการวิจัยนั้น นอกจากจะมี 

ประโยชน์อย่างมากในการพัฒนาความรู้เชิงวิชาการในสาขา และ 

แขนงต่างๆ นั้นแล้ว บางครั้งยังสามารถนำไปประยุกต์ในสาขาอื่นๆ 

และเป็นพื้นฐานสำคัญในการพัฒนาทางวิทยาศาสตร์พื้นฐาน 

(basic science) ซึ่งเป็นการวิจัยพื้นฐาน(basic research) เพื่อ 

สร้างองค์ความรู้ใหม่ อันถือเป็นพื้นฐานในการพัฒนาประเทศชาติ

ต่อไป
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จากแนวคิดดังกลาวไดกอใหเกิดแนวความคิดที่จะศึกษาถึงวิธีการประมาณคาแบบหนืดเพื่อคนหาหรือ 
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(A4) และ :S C C  เปนการสงแบบไมขยาย และให :A C H  เปนการสงทางเดียวอยางเขมผกผันที่มีคาสัม
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ดังตอไปนี้  
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จริง H ซึ่งเปนเซตปดและคอนเวกซ    ให :F C C  R  เปนการสงโดเมนเชิงคูที่สอดคลองเงื่อนไข (A1)-
(A4) และ :S C C  เปนการสงแบบไมขยาย และให :A C H  เปนการสงทางเดียวอยางเขมผกผันที่มีคาสัม
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ดังนั้นลําดับ { }nx , { }ny และ { }nu  ลูเขาอยางเขมสูจุดตรึงรวมของ ( ) ( ) ( , )F S EP F VI C A    
 
ปญหาเปด และ กาวตอไปของวิธีการประมาณคา 

เพื่อใหไดองคความรูที่กวางขวาง และ ประโยชนที่สามารถใชงานไดมากขึ้น ผูเขียนขอใหแนวคิด หรือ 
แนวทางในการดําเนินงานตอไปดังนี้ 

(1) สามารถขยายแนวคิดของวิธีการประมาณคา (6) จากการสงแบบไมขยายไปสูการสงไมเชิงเสนแบบ
อ่ืนๆที่วางนัยทั่วไปของการสงแบบไมขยายไดหรือไม  

(2) สามารถขยายแนวคิดของวิธีการประมาณคา (6) จากการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R  เปนระบบ
ของการสงโดเมนเชิงคูไดหรือไม 

(3) สามารถศึกษาวิธีการประมาณคา (6) ในปริภูมิบานาคเชิงจริง (real Banach spaces) ซึ่งเปนนัยทั่วไป
ของปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริงไดหรือไม 

(4) สามารถขยายแนวคิดของวิธีการประมาณคา (6) ไปสูปญหาซึ่งเรียกวา ปญหาเชิงดุลยภาพวางนัย
ทั่วไป (Generalized equilibrium problems) ไดหรือไม 

(5) สามารถขยายแนวคิดของวิธีการประมาณคา (6) ไปสูปญหาซึ่งเรียกวา ปญหาเชิงสมการการแปร
ผันวางนัยทั่วไป (Generalized variational problems) ไดหรือไม 
 

สรุป 
 

จากที่กลาวมาขางตนจะเห็นไดวาการ ศึกษาทฤษฎีบทเกี่ยวกับวิธีการประมาณคาแบบซ้ําสําหรับแกไข
ปญหาอสมการการแปรผัน ปญหาเชิงดุลยภาพ นั้นนับเปนหัวขอการศึกษาที่นาสนใจและมีประโยชนเปนอยาง
ยิ่ง ดังนั้นในการคิดคนทฤษฎีเพื่อหาองคความรูใหม ๆ หรือ การขยายกรอบความรูเดิม ไปสูปญหาเชิงดุลยภาพ
วางนัยทั่วไป และ ปญหาเชิงสมการการแปรผันวางนัยทั่วไป หรือปญหาอ่ืนๆ อีกมากมายดังที่ไดกลาวไปขางตน
ทั้งในปริภูมิบานาค และ ปริภูมิฮิลเบิรต นั้นนับวามีประโยชนเปนอยางมากตอทางวิชาการดานคณิตศาสตร ซึ่ง
ถือวาเปนรากฐานที่สําคัญในการพัฒนาความรูดานอ่ืนๆ  ซึ่งเปนที่ยอมรับวาทฤษฎีและองคความรูใหมๆที่
เกิดขึ้นจากการวิจัยนั้น  นอกจากจะมีประโยชนอยางมากในการพัฒนาความรูเชิงวิชาการในสาขา และ แขนง
ตางๆนั้นแลว   บางคร้ังยังสามารถนําไปประยุกตในสาขาอื่นๆ  และ เปนพื้นฐานสําคัญในการพัฒนาทาง
วิทยาศาสตรพื้นฐาน (basic  science) ซึ่งเปนการวิจัยพื้นฐาน(basic research) เพื่อสรางองคความรูใหม  อันถือ
เปนพื้นฐานในการพัฒนาประเทศชาติตอไป 
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ดังนั้นลําดับ { }nx , { }ny และ { }nu  ลูเขาอยางเขมสูจุดตรึงรวมของ ( ) ( ) ( , )F S EP F VI C A    
 
ปญหาเปด และ กาวตอไปของวิธีการประมาณคา 

เพื่อใหไดองคความรูที่กวางขวาง และ ประโยชนที่สามารถใชงานไดมากขึ้น ผูเขียนขอใหแนวคิด หรือ 
แนวทางในการดําเนินงานตอไปดังนี้ 

(1) สามารถขยายแนวคิดของวิธีการประมาณคา (6) จากการสงแบบไมขยายไปสูการสงไมเชิงเสนแบบ
อ่ืนๆที่วางนัยทั่วไปของการสงแบบไมขยายไดหรือไม  

(2) สามารถขยายแนวคิดของวิธีการประมาณคา (6) จากการสงโดเมนเชิงคู :F C C  R  เปนระบบ
ของการสงโดเมนเชิงคูไดหรือไม 

(3) สามารถศึกษาวิธีการประมาณคา (6) ในปริภูมิบานาคเชิงจริง (real Banach spaces) ซึ่งเปนนัยทั่วไป
ของปริภูมิฮิลเบิรตเชิงจริงไดหรือไม 

(4) สามารถขยายแนวคิดของวิธีการประมาณคา (6) ไปสูปญหาซึ่งเรียกวา ปญหาเชิงดุลยภาพวางนัย
ทั่วไป (Generalized equilibrium problems) ไดหรือไม 

(5) สามารถขยายแนวคิดของวิธีการประมาณคา (6) ไปสูปญหาซึ่งเรียกวา ปญหาเชิงสมการการแปร
ผันวางนัยทั่วไป (Generalized variational problems) ไดหรือไม 
 

สรุป 
 

จากที่กลาวมาขางตนจะเห็นไดวาการ ศึกษาทฤษฎีบทเกี่ยวกับวิธีการประมาณคาแบบซ้ําสําหรับแกไข
ปญหาอสมการการแปรผัน ปญหาเชิงดุลยภาพ นั้นนับเปนหัวขอการศึกษาที่นาสนใจและมีประโยชนเปนอยาง
ยิ่ง ดังนั้นในการคิดคนทฤษฎีเพื่อหาองคความรูใหม ๆ หรือ การขยายกรอบความรูเดิม ไปสูปญหาเชิงดุลยภาพ
วางนัยทั่วไป และ ปญหาเชิงสมการการแปรผันวางนัยทั่วไป หรือปญหาอ่ืนๆ อีกมากมายดังที่ไดกลาวไปขางตน
ทั้งในปริภูมิบานาค และ ปริภูมิฮิลเบิรต นั้นนับวามีประโยชนเปนอยางมากตอทางวิชาการดานคณิตศาสตร ซึ่ง
ถือวาเปนรากฐานที่สําคัญในการพัฒนาความรูดานอ่ืนๆ  ซึ่งเปนที่ยอมรับวาทฤษฎีและองคความรูใหมๆที่
เกิดขึ้นจากการวิจัยนั้น  นอกจากจะมีประโยชนอยางมากในการพัฒนาความรูเชิงวิชาการในสาขา และ แขนง
ตางๆนั้นแลว   บางคร้ังยังสามารถนําไปประยุกตในสาขาอื่นๆ  และ เปนพื้นฐานสําคัญในการพัฒนาทาง
วิทยาศาสตรพื้นฐาน (basic  science) ซึ่งเปนการวิจัยพื้นฐาน(basic research) เพื่อสรางองคความรูใหม  อันถือ
เปนพื้นฐานในการพัฒนาประเทศชาติตอไป 
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เรียน        กองบรรณาธิการวารสารวิทยาศาสตรบูรพา  คณะวิทยาศาสตร  ม.บูรพา 
   ตามที่กองบรรณาธิการวารสารวิทยาศาสตรบูรพาไดตอบรับการตีพิมพผลงานบทความทางวิชาการ
ของดิฉัน  ดิฉันขอขอบคุณกองบรรณาธิการวารสารวิทยาศาสตรบูรพาเปนอยางยิ่งคะ และในการน้ีทางกอง
บรรณาธิการไดสงไฟลวารสารมาใหตรวจสอบซึ่งดิฉันตรวจสอบเรียบรอยแลวและมีที่ตองแกไขเล็กนอย
ตามหัวขอดานลางคะ 
  
ขอความที่ตองการปรับแกในวารสารมีดังตอไปนี้คะ 
หนา  169   
                 จาก   “(A2)  F  เปนฟงกชันทางเดียวนั่น คือ ( , ) ( , )F x y F y x  ทุก ๆ ,x y C ” 

แกไขเปน   “(A2)  F  เปนฟงกชันทางเดียวนั่น คือ ( , ) ( , ) 0F x y F y x   ทุก ๆ ,x y C ” 
 
คือเคร่ืองหมายอสมการนอยกวาและเทากับศูนย หายไปคะ 

............................................................................................................................. .................... 
 

หนา  167      บทนิยาม 9   ตัวอยางที่ 10    ตัวอยางท่ี 11   
หนา  168     บรรทัดรองสุดทาย 
หนา 169      ทฤษฎีบท 15   ทฤษฎีบท 16    ทฤษฎีบท 17 
หนา  170    อยูในหัวขอ “ปญหาเปด และกาวตอไปของวิธีการประมาณคา ขอ (2)” 
 

จาก  “ :F C C   R  ”  แกไขเปน  “ :F C C  ”  
 

คือตัว  R  ในวารสารเปนอักษรคอนขางตัวเล็กซึ่งมีขนาดไมเทากับตัวอักษร  F  และ C  ซึ่งเปนสมการ
เดียวกันดังนั่นดิฉันขอเปลี่ยน  ถาไมได  แบบนี้ก็ขอเปนตัวอารตัวหนาท่ีมีอักษรขนาดเทากับตัวอักษร F  
และ C  เพราะในตัววารสารมีขนาดที่แตกตางกันมากเกินไปคะ 
............................................................................................................................. ..................................... 
 
ขอขอบคุณทางกองบรรณาธิการวิทยาศาสตรบูรพาเปนอยางยิ่งท่ีชวยตรวจสอบและแกไข 
 
 
ดวยความเคารพเปนอยางยิ่ง 
 
       รัตนาพร  วังคีรี 
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