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การระบายสีแบบเท่าเทียมในกราฟ

Equitable Colorings in Graphs
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บทคัดย่อ

 กราฟ G สามารถระบายสีด้วยสี k สีแบบเท่าเทียม ถ้าสามารถแบ่งกั้นเซตของจุดยอดเป็นเซตอิสระจำนวน k เซต โดยที่ 

จำนวนจุดยอดของเซตสองเซตใดๆ แตกต่างกันอย่างมากที่สุดเท่ากับหนึ่งจุด รงคเลขแบบเท่าเทียมของกราฟ G เขียนแทนด้วย χ=(G) คือ 

จำนวนเต็มบวก k ที่น้อยที่สุดซึ่ง G สามารถระบายสีด้วยสี k สีแบบเท่าเทียมได้ ในบทความนี้ เรารวบรวมและให้ความเห็นเกี่ยวกับผล 

การศึกษาที่เกี่ยวข้องกับการระบายสีแบบเท่าเทียม ข้อความคาดการณ์เกี่ยวกับการระบายสีแบบเท่าเทียม รงคเลขแบบเท่าเทียมในกราฟ

บางประเภท รวมถึงเสนอปัญหาเปิดสำหรับการระบายสีแบบเท่าเทียมด้วย 

คำสำคัญ : การระบายสีแบบเท่าเทียม   รงคเลขแบบเท่าเทียม

Abstract

 A graph G is equitably k-colorable if its vertex set can be partitioned into k independent sets in such a way 

that the numbers of vertices in any two sets differ by at most one. The equitable chromatic number of G, denoted 

by χ=(G), is the smallest positive integer k such that G is equitably k-colorable. In this article, we collect and give 

comments about the results concerning the equitable coloring about the equitable coloring conjectures and the 

equitable chromatic numbers in some classes of graphs. Moreover, we give some open problems in this topic.
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บทนำ
 ในปจัจบุนัทฤษฎกีราฟ (graph theory) มกีารศกึษาปญัหา 

การให้สีวัตถุในกราฟกันอย่างแพร่หลายและยังคงได้รับการพัฒนา 

ทฤษฎบีทจำนวนมากอยา่งตอ่เนือ่ง ซึง่พสิจูนไ์ดจ้ากผลงานตพีมิพใ์น

หนงัสอือา้งองิทีป่รากฏในหนงัสอืปญัหาการระบายสกีราฟ (Graph 

Coloring Problems) ของ แจนเซนและโทฟท์ (Jensen & Toft,  

1995) หนึ่งในปัญหาการให้สีวัตถุในกราฟที่ได้รับความสนใจคือ 

ปัญหาการระบายสีจุดยอดของกราฟ 

 กราฟ G = (V(G),E(G)) หรือ G = (V,E) ประกอบด้วย 

เซตของจุดยอด V(G) และเซตของเส้นเชื่อม E(G) ในบทความนี้ 

เราพิจารณาเฉพาะกราฟ G ซึ่งมี V(G) เป็นเซตจำกัด ไม่มีเส้นเชื่อม 

ซ้อน (multiple edge) และไม่มีวงวน (loop) ถ้าสามารถแบ่งกั้น 

เซตของจุดยอดในกราฟ G ออกเป็นเซตอิสระ (independent set) 

(นั่นคือ จุดยอดสองจุดใดๆ ในเซตนี้ไม่ประชิดกัน) จำนวน k เซต V1, 

V2,...,Vk แล้วเรากล่าวว่า G สามารถระบายสี k สี (k-colorable) 

และเรียกเซตทั้ง k เซตว่า คลาสของสี (color classes) จำนวน 

เต็มบวก k ที่น้อยที่สุดซึ่ง G สามารถระบายสี k สีได้เรียกว่ารงคเลข 

(chromatic number) ของ G เขยีนแทนดว้ย χ(G) เรากลา่ววา่กราฟ 

G สามารถระบายส ีk สแีบบเทา่เทยีม (equitably k-colorable) ถา้  

G สามารถระบายสี k สี โดยที่จำนวนจุดยอดของเซตสองเซตใดๆ 

แตกต่างกันอย่างมากที่สุดเท่ากับหนึ่งจุด และเรียกจำนวนเต็มบวก 

k ที่น้อยที่สุดซึ่ง G สามารถระบายสี k สีแบบเท่าเทียมว่ารงคเลข 

แบบเท่าเทียม (equitable chromatic number) ของ G เขียน 

แทนด้วย χ=(G) การระบายสีแบบเท่าเทียมนำเสนอครั้งแรกโดย  

วอลเทอร์  เมเยอร์ (Meyer, 1973) ซึ่งได้รับแรงบันดาลใจจาก 

ทักเกอร์ (Tucker, 1973) โดยจุดยอดในปัญหาของเมเยอร์แทน 

เส้นทางในการเก็บขยะ และจุดยอดสองจุดใดๆ ประชิดกันเมื่อ

ไม่สามารถเก็บขยะในเส้นทางที่สมนัยกันในวันเดียวกันได้ โดย 

เมเยอร์ต้องการให้จำนวนของเส้นทางการเก็บขยะใกล้เคียงกันทั้ง 

6 วัน ซึ่งคำตอบของปัญหานี้คือการหารูปแบบการระบายสี 6 สี 

แบบเท่าเทียมนั่นเอง

 ระดับขั้น (degree) ของจุดยอด x ในกราฟ G คือ 

จำนวนเส้นเชื่อมที่มี x เป็นจุดปลาย เขียนแทนด้วย dG(x)  

หรือ d(x) ค่าสูงสุดของระดับขั้นของจุดยอดทั้งหมดในกราฟ G 

เขียนแทนด้วย ∆(G) เราให้  x  และ  x  แทนจำนวนเต็มที่น้อย 

ที่สุดที่ไม่น้อยกว่า x และจำนวนเต็มที่มากที่สุดที่ไม่มากกว่า x 

ตามลำดับ เมเยอร์ (Meyer, 1973) ได้แสดงว่ากราฟต้นไม้ (tree) 

T สามารถระบายสี  ∆(T)/2 +1 สีแบบเท่าเทียม แต่ภายหลัง 

เอกเกิลทัน (Eggleton) พบข้อผิดพลาดในการพิสูจน์ (ซึ่งนำมา 

เผยแพร่โดยกาย (Guy, 1975)) และได้ขยายผลลัพธ์ของเมเยอร์ 

โดยแสดงว่ากราฟต้นไม้ T สามารถระบายสี k สีแบบเท่าเทียม 

สำหรับทุก k> ∆(T)/2 +1 ซึ่งโบลโลบาสและกาย (Bollobas &  

Guy, 1983) ไดพ้สิจูนผ์ลลพัธท์ีเ่กีย่วขอ้งกบัการระบายสกีราฟตน้ไม ้

ที่ละเอียดขึ้น โดยแสดงว่า กราฟต้นไม้ T ซึ่งมีจุดยอด t จุด 

สามารถระบายสีแบบเท่าเทียม 3 สี สำหรับ t ซึ่ง t>3∆(T)-8 หรือ 

t=3∆(T)-10 

 สิ่งที่ได้รับความสนใจมากที่สุดใน (Meyer, 1973) คือ 

ข้อความคาดการณ์เกี่ยวกับการระบายสีจุดยอดแบบเท่าเทียม ซึ่ง 

ได้รับแรงบันดาลใจจากทฤษฎีบทของบรุกส์ (Brooks’ Theorem) 

(Brooks, 1941) ซึง่กลา่ววา่ สำหรบักราฟ G ซึง่เชือ่มโยง ถา้ G ไมใ่ช ่

กราฟแบบบริบูรณ์หรือกราฟวงคี่แล้ว χ(G)<∆(G)  

ข้อความคาดการณ์การระบายสีแบบเท่าเทียม (The Equitable 

Coloring Conjecture: ECC) ให้ G เป็นกราฟเชื่อมโยง ถ้า G ไม่ใช่ 

กราฟแบบบริบูรณ์หรือกราฟวงคี่ แล้ว χ=(G)<∆(G)  

 ฮอยนอลและเซเมเรดิ (Hajnal & Szemeredi, 1970) 

ได้เขียนข้อความ ECC ใหม่ในรูปแบบการระบายสีแบบเท่าเทียม 

และพิสูจน์ทฤษฎีบทต่อไปนี้

ทฤษฎีบท 1 กราฟ G (ไม่จำเป็นต้องเชื่อมโยง) สามารถระบายสี k 

สีแบบเท่าเทียม สำหรับทุก k>∆(G)+1 

 บทพสิจูนข์องทฤษฎบีทนีย้าวและยากตอ่การทำความเขา้ใจ 

ภายหลังเคียร์สเตดและคอสโทชคา (Kierstead & Kostochka, 

2008) ได้พิสูจน์ทฤษฎีบทนี้ใหม่ในทิศทางของการระบายสีแบบ 

เท่าเทียม

 สิง่ทีน่า่สนใจสำหรบัการระบายสแีบบเทา่เทยีมคอื ถา้กราฟ 

G สามารถระบายสี k สีแบบเท่าเทียมแล้วไม่จำเป็นว่า G จะต้อง 

สามารถระบายส ีk+1 สแีบบเทา่เทยีมได ้ตวัอยา่งเชน่กราฟสองสว่น 

แบบบริบูรณ์ K3,3 สามารถระบายสี 2 สีแบบเท่าเทียมแต่ไม่สามารถ 

ระบายสี 3 สีแบบเท่าเทียมได้ เราเรียกจำนวนเต็ม k ที่น้อยที่สุด 

ซึ่ง G สามารถระบายสี k′ สีแบบเท่าเทียม สำหรับทุก k′>k ว่า 

เทรโชลด์ของรงคเลขแบบเท่าเทียม (the equitable chromatic 

threshold) ของ G เขียนแทนด้วย χ=(G)

ข้อความคาดการณ์ E∆CC : กราฟเชื่อมโยง G สามารถระบายสี   

∆(G) สีแบบเท่าเทียมสำหรับกราฟ G ซึ่งไม่ใช่กราฟแบบบริบูรณ์   

Km กราฟวงคี่ C2m+1 และกราฟสองส่วนแบบบริบูรณ์ K2m+1,2m+1 

เมื่อ m>1 

 เราได้ว่าข้อความคาดการณ์ E∆CC ครอบคลุมข้อความ 

คาดการณ ์ECC เนือ่งจากกราฟทีส่อดคลอ้ง E∆CC จะตอ้งสอดคลอ้ง 

ECC ด้วย
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ภายนอก (outerplanar graph) ต่อมาภายหลังคอสโทชคา 

(Kostochka, 2002) ขยายผลลัพธ์ดังกล่าวโดยพิสูจน์ว่า สำหรับ 

ทุกกราฟเชิงระนาบภายนอกซึ่งมีระดับขั้นสูงสุดคือ ∆ สามารถ 

ระบายสี k สีแบบเท่าเทียมได้ สำหรับทุกค่า k ซึ่ง k>1+  ∆/2  และ 

ได้แสดงว่าค่าขอบเขตนี้เป็นค่าที่ดีที่สุด นอกจากนี้ จางและยาพ 

(Zhang & Yap, 1998) ได้พิสูจน์ว่า ECC เป็นจริงสำหรับกราฟ 

เชงิระนาบซึง่ ∆(G)>13 ซึง่ตอ่มาภายหลงั นาคประสทิธิ ์(Nakprasit, 

2010) ได้พบข้อผิดพลาดในการพิสูจน์และแก้ไขข้อผิดพลาด 

ดังกล่าว

 นอกจากนี้  จางและยาพ (Zhang & Yap, 1998) 

ยังได้ตั้งคำถามเปิดว่า “จริงหรือไม่ว่า สำหรับกราฟเชิงระนาบ 

ภายนอก G ซึ่งมี ∆(G)>3 แล้ว χ=(G)< ∆(G)/2 +1 ?” ซึ่งต่อมา 

คอสโทชคา (Kostochka, 2002) ได้พิสูจน์ว่าข้อความนี้เป็นจริง

 ลีและวู (Lih & Wu, 1996) แสดงว่า ECC เป็นจริงสำหรับ 

ทุกกราฟสองส่วน (bipartite graph) หวางและจาง (Wang & 

Zhang, 2000) ไดข้ยายผลของ ECC ไปยงักราฟ r สว่นแบบบรบิรูณ ์

(complete r-partite graph) K(n1,n2,...,nr) เมื่อ r>1 โดยแสดงว่า 

χ=(K(n1,n2,...,nr)) < ∆(K(n1,n2,...,nr)) และยิ่งไปกว่านั้น ยังได้ว่า 

χ=(K(n1,n2,...,nr)) = r ก็ต่อเมื่อ ||ni|-|nj||<1 สำหรับทุก i และ j 

และในป ีค.ศ. 2001 แลมและคณะ (Lam et al., 2001) ไดพ้สิจูนว์า่    

χ=(K(n1,n2,...,nr)) =    ni/(M+1)  เมื่อ M คือจำนวนเต็มที่ใหญ่ 

ที่สุดซึ่ง ni mod M <      ni/M  , i = 1,2,...,r 

 เฉินและคณะ (Chen et al., 1994) แสดงว่า ECC เป็นจริง 

สำหรับกราฟเชื่อมโยงที่แต่ละจุดยอดมีระดับขั้นเท่ากับสาม และ 

ยังแสดงว่า ถ้า E∆CC เป็นจริงสำหรับทุกกราฟปรกติซึ่งเชื่อมโยง 

(connected regular graph) ที่มีระดับขั้น ∆ (กราฟปรกติ คือ 

กราฟที่จุดยอดทุกจุดมีระดับขั้นเท่ากัน) แล้ว E∆CC จะเป็นจริง 

สำหรับทุกกราฟที่มีระดับขั้น ∆  

 ลีและวู (Lih & Wu, 1996) ได้แสดงว่า E∆CC เป็นจริง 

สำหรับกราฟสองส่วนแบบบริบูรณ์ (complete bipartite graph) 

ซึ่งเชื่อมโยงและไม่อยู่ในรูปแบบ K2m+1,2m+1 เมื่อ m>1 นอกจากนี้ 

ยังพิสูจน์ว่า กราฟสองส่วนแบบบริบูรณ์ Kn,n สามารถระบายสี k  

สีแบบเท่าเทียม ก็ต่อเมื่อ                   <1 รวมทั้งได้ 

ปรับปรุงขอบเขตของรงคเลขแบบเท่าเทียมสำหรับกราฟสองส่วน 

ที่สอดคล้องเงื่อนไขเฉพาะของจำนวนเส้นเชื่อมดังนี้

ทฤษฎีบท 2 (Lih & Wu, 1996) ให้ G(X, Y) เป็นกราฟสองส่วน

บทนิยามเกี่ยวกับกราฟ
 ในหัวข้อนี้ เราจะให้บทนิยามเกี่ยวกับประเภทของกราฟ 

ที่น่าสนใจ และมีผู้ศึกษาในการระบายสีแบบเท่าเทียม ซึ่งเรา 

จะอ้างอิงในหัวข้อถัดไป ส่วนบทนิยามเกี่ยวกับประเภทของกราฟ 

ที่ไม่ได้กล่าวถึงในที่นี้ ผู้อ่านสามารถศึกษาเพิ่มเติมใน (West, 

1996)

บทนิยาม 1 กราฟล้อซึ่งแบ่งก้านล้อ (broken spoke wheel 

graph) เขียนแทนด้วย Gn(n>4) คือ กราฟที่ได้จากกราฟล้อ 

Wn ด้วยกระบวนการแบ่งย่อยก้านล้อ {u,ci} ทั้ง n-1 ก้าน เป็น 

เส้นเชื่อมสองเส้น คือ {u,vi} และ {vi,ci} 

 กราฟดาวหาง (comet graph, cr,s) คือ กราฟที่มี 

จุดยอดจำนวน (r+s) จุด (r,s>1) ซึ่งได้จากการเชื่อมกราฟดาว K1,r 

กับจุดปลายหนึ่งจุดของกราฟวิถี Ps 

 กราฟคลี ่(reel graph, Rn) คอื กราฟทีไ่ดจ้ากกราฟวงคู ่ C2n 

ซึ่งมีจุดยอดคือ u0,u1,...,u2n-1 โดยเพิ่มจุดยอด v เชื่อมกับจุดยอด 

u2i สำหรับ i = 1,2,...,n-1 และเชื่อมจุดยอด u2i-1 กับจุดยอด u2i+1 

สำหรับ i = 1,2,...,n(u2n+1 = u0) 

 กราฟต้นไม้หลายเหลี่ยม (polygon tree) คือ กราฟซึ่งเป็น

สมาชกิในประเภทของกราฟซึง่นยิามโดยกระบวนการทำซำ้ดงันี ้(1) 

กราฟวงเป็นกราฟต้นไม้หลายเหลี่ยม (2) กราฟต้นไม้หลายเหลี่ยม  

G′ ได้จากกราฟต้นไม้หลายเหลี่ยม G ซึ่งเพิ่มกราฟวงซึ่งมีเส้นเชื่อม
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Δ(G) 13  ซึ่งตอมาภายหลัง นาคประสิทธิ์ (Nakprasit, 2010) ไดพบขอผิดพลาดในการพิสูจนและ
แกไขขอผิดพลาดดังกลาว 
 นอกจากนี ้จางและยาพ (Zhang & Yap, 1998) ยังไดตั้งคําถามเปดวา “จริงหรือไมวา สําหรับ
กราฟเชิงระนาบภายนอก G ซึ่งมี Δ(G) 3  แลว χ (G) Δ(G) / 2 1      ?” ซึ่งตอมา คอสโทชคา 

(Kostochka, 2002) ไดพิสูจนวาขอความนี้เปนจริง 
ลีและวู (Lih & Wu, 1996) แสดงวา ECC เปนจริงสําหรับทุกกราฟสองสวน (bipartite 

graph) หวางและจาง (Wang & Zhang, 2000) ไดขยายผลของ ECC ไปยังกราฟ r สวนแบบ
บริบูรณ (complete r-partite graph) 1 2 rK(n ,n , ,n )  เมื่อ r 1  โดยแสดงวา 

1 2 r 1 2 rχ (K(n ,n , ,n )) Δ(K(n ,n , ,n ))   และยิ่งไปกวานั้น ยังไดวา 1 2 rχ (K(n ,n , ,n )) r   
ก็ตอเมื่อ i jn n 1   สําหรับทุก i และ j และในป ค.ศ. 2001 แลมและคณะ (Lam et al., 2001) ได

พิสูจนวา 
r

1 2 r i
i 1

χ (K(n ,n , , n )) n / (M 1)


     เมื่อ M คือจํานวนเต็มที่ใหญที่สุดซึ่ง 
r

i i
i 1

n mod M n / M ,i 1, 2, , r


     

 เฉินและคณะ (Chen et al., 1994) แสดงวา ECC เปนจริงสําหรับกราฟเชื่อมโยงที่แตละจุด
ยอดมีระดับขั้นเทากับสาม และยังแสดงวา ถา EΔCC เปนจริงสําหรับทุกกราฟปรกติซึ่งเชื่อมโยง 
(connected regular graph) ที่มีระดับขั้น Δ  (กราฟปรกติ คือ กราฟที่จุดยอดทุกจุดมีระดับขั้นเทากัน) 
แลว EΔCCจะเปนจริงสําหรับทุกกราฟที่มีระดับขั้น Δ   
 ลีและวู (Lih & Wu, 1996) ไดแสดงวา EΔCC  เปนจริงสําหรับกราฟสองสวนแบบบริบูรณ 
(complete bipartite graph) ซึ่งเชื่อมโยงและไมอยูในรูปแบบ 2m 1,2m 1K    เมื่อ m 1  นอกจากนี้ ยัง
พิสูจนวา กราฟสองสวนแบบบริบูรณ n,nK  สามารถระบายสี k สีแบบเทาเทียม ก็ตอเมื่อ 

n n 1
k / 2 k / 2

   
    

         
 รวมทั้งไดปรับปรุงขอบเขตของรงคเลขแบบเทาเทียมสําหรับกราฟสอง

สวนที่สอดคลองเงื่อนไขเฉพาะของจํานวนเสนเชื่อมดังน้ี 
ทฤษฎีบท 2 (Lih & Wu, 1996) ให G(X, Y) เปนกราฟสองสวนซึ่งเชื่อมโยงและมีเสนเชื่อม m เสน  
ถา 1 2X n n Y    และ 1 2 1 2 1m n / (n 1) (n n ) 2n      แลว 1 2χ (G) n / (n 1) 1       

สังเกตวาสําหรับ m 2 คาขอบเขตของรงคเลขแบบเทาเทียมที่ไดจากทฤษฎีบทนี้มีคานอยกวา 
Δ(G)  และเน่ืองจากกราฟตนไมเปนกราฟสองสวน T(X,Y)  เมื่อ 1X n  และ 2Y n  และมีเสน

เชื่อม 1 2n n 1   ซึ่งนอยกวา 1 2 1 2 1n / (n 1) (n n ) 2n      ดังนั้น  X Y 1
χ (T)

min{X , Y} 1
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(n>2) เขียนแทนด้วย Pn เราได้ว่า χ=(Pn) = 2 สำหรับกราฟดาวที่มี 

n+1 จุด (n>1) เขียนแทนด้วย K1,n เราได้ว่า χ=(K1,n) =  n/2  +1 

และสำหรับกราฟดาวหาง เราได้ว่า 

ซึ่งเชื่อมโยงและมีเส้นเชื่อม m เส้น ถ้า |X| = n1>n2 = |Y| และ 

m <  n1/(n2+1)  (n1-n2)+2n1 แล้ว χ=(G) <  n1/(n2+1)  +1 

 สงัเกตวา่สำหรบั m>2 คา่ขอบเขตของรงคเลขแบบเทา่เทยีม 

ที่ได้จากทฤษฎีบทนี้มีค่าน้อยกว่า ∆(G) และเนื่องจากกราฟต้นไม้ 

เป็นกราฟสองส่วน T(X,Y) เมื่อ |X| = n1 และ |Y| = n2 และมี 

เส้นเชื่อม n1+n2-1 ซึ่งน้อยกว่า  n1/(n2+1)  (n1-n2)+2n1 ดังนั้น  

χ=(T) <  

 ยาพและจาง (Yap & Zhang, 1996) ได้แสดงว่า E∆CC 

เป็นจริงสำหรับทุกกราฟเชื่อมโยง G ซึ่ง ∆(G)>(|G|/3)+1 ต่อมา 

เฉินและคณะ (Chen et al., 1994) ได้ใช้เทคนิคใน (Yap  

& Zhang, 1996) แสดงว่า E∆CC เป็นจริงสำหรับทุกกราฟปรกติ 

นอกจากนี้ยังพิสูจน์ว่า E∆CC เป็นจริง สำหรับทุกกราฟเชื่อมโยง 

G ซึ่ง ∆(G)<3 และทุกกราฟเชื่อมโยง G ซึ่ง ∆(G)>|G|/2 ซึ่ง 

ไม่ใช่กราฟแบบบริบูรณ์ Km และกราฟสองส่วนแบบบริบูรณ์ 

K2m+1,2m+1 สำหรับทุก m>1  

 นอกจากนี้ยังมีผลการศึกษาเกี่ยวกับประเภทของกราฟ 

ซึ่งสอดคล้องกับ E∆CC อีกเป็นจำนวนมาก เช่น กราฟเส้น (line 

graph) (ดู (Wang & Zhang, 2000)) กราฟช่วง (interval graph) 

(ด ู(Chen et al., 1998)) กราฟเชงิระนาบ (ปรบัปรงุเงือ่นไขใหด้ขีึน้) 

(ดู (Zhang & Yap, 1998), (Wu & Wang, 2008), (Zhu & 

Bu, 2008)) กราฟ k-ดีเจนเนอเรท (k-degenerate graph) (ดู  

(Kostochka & Nakprasit, 2003), (Kostochka et al., 2005)) 

ผลคูณของกราฟ (product graph) ประเภทต่างๆ และกราฟที่ได้ 

จากการดำเนนิการทางกราฟ (ด ู(Chen et al., 1998), (Furmanczyk, 

2006), (Lih & Chang, 2010)) เป็นต้น

ผลการศึกษาอื่นๆ เกี่ยวกับการระบายสีแบบเท่าเทียม
 นอกจากจะมีผู้ศึกษาหาประเภทของกราฟที่สอดคล้องกับ 

ECC และ E∆CC แล้ว ยังมีงานวิจัยเกี่ยวกับค่า χ=(G) และค่า χ=(G) 

ในกราฟ G บางประเภท ซึ่งในกราฟบางประเภทอาจได้ค่าแม่นตรง

แตใ่นกราฟบางประเภทอาจไดเ้พยีงคา่ขอบเขตบนหรอืขอบเขตลา่ง

ของค่าดังกล่าวเท่านั้น 

 เฉินและลี (Chen & Lih, 1994) ได้แสดงว่าสำหรับกราฟ 

ต้นไม้ไม่ชัด T = T(X,Y) แล้ว χ=(T) = χ=(T) และ
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แกไขขอผิดพลาดดังกลาว 
 นอกจากนี ้จางและยาพ (Zhang & Yap, 1998) ยังไดตั้งคําถามเปดวา “จริงหรือไมวา สําหรับ
กราฟเชิงระนาบภายนอก G ซึ่งมี Δ(G) 3  แลว χ (G) Δ(G) / 2 1      ?” ซึ่งตอมา คอสโทชคา 

(Kostochka, 2002) ไดพิสูจนวาขอความนี้เปนจริง 
ลีและวู (Lih & Wu, 1996) แสดงวา ECC เปนจริงสําหรับทุกกราฟสองสวน (bipartite 

graph) หวางและจาง (Wang & Zhang, 2000) ไดขยายผลของ ECC ไปยังกราฟ r สวนแบบ
บริบูรณ (complete r-partite graph) 1 2 rK(n ,n , ,n )  เมื่อ r 1  โดยแสดงวา 

1 2 r 1 2 rχ (K(n ,n , ,n )) Δ(K(n ,n , ,n ))   และยิ่งไปกวานั้น ยังไดวา 1 2 rχ (K(n ,n , ,n )) r   
ก็ตอเมื่อ i jn n 1   สําหรับทุก i และ j และในป ค.ศ. 2001 แลมและคณะ (Lam et al., 2001) ได

พิสูจนวา 
r

1 2 r i
i 1

χ (K(n ,n , , n )) n / (M 1)


     เม่ือ M คือจํานวนเต็มที่ใหญที่สุดซึ่ง 
r

i i
i 1

n mod M n / M ,i 1, 2, , r


     

 เฉินและคณะ (Chen et al., 1994) แสดงวา ECC เปนจริงสําหรับกราฟเชื่อมโยงที่แตละจุด
ยอดมีระดับขั้นเทากับสาม และยังแสดงวา ถา EΔCC เปนจริงสําหรับทุกกราฟปรกติซึ่งเชื่อมโยง 
(connected regular graph) ที่มีระดับขั้น Δ  (กราฟปรกติ คือ กราฟที่จุดยอดทุกจุดมีระดับขั้นเทากัน) 
แลว EΔCCจะเปนจริงสําหรับทุกกราฟที่มีระดับขั้น Δ   
 ลีและวู (Lih & Wu, 1996) ไดแสดงวา EΔCC  เปนจริงสําหรับกราฟสองสวนแบบบริบูรณ 
(complete bipartite graph) ซึ่งเชื่อมโยงและไมอยูในรูปแบบ 2m 1,2m 1K    เมื่อ m 1  นอกจากนี้ ยัง
พิสูจนวา กราฟสองสวนแบบบริบูรณ n,nK  สามารถระบายสี k สีแบบเทาเทียม ก็ตอเมื่อ 

n n 1
k / 2 k / 2

   
    

         
 รวมทั้งไดปรับปรุงขอบเขตของรงคเลขแบบเทาเทียมสําหรับกราฟสอง

สวนที่สอดคลองเงื่อนไขเฉพาะของจํานวนเสนเชื่อมดังน้ี 
ทฤษฎีบท 2 (Lih & Wu, 1996) ให G(X, Y) เปนกราฟสองสวนซึ่งเชื่อมโยงและมีเสนเชื่อม m เสน  
ถา 1 2X n n Y    และ 1 2 1 2 1m n / (n 1) (n n ) 2n      แลว 1 2χ (G) n / (n 1) 1       

สังเกตวาสําหรับ m 2 คาขอบเขตของรงคเลขแบบเทาเทียมที่ไดจากทฤษฎีบทนี้มีคานอยกวา 
Δ(G)  และเน่ืองจากกราฟตนไมเปนกราฟสองสวน T(X,Y)  เมื่อ 1X n  และ 2Y n  และมีเสน

เชื่อม 1 2n n 1   ซึ่งนอยกวา 1 2 1 2 1n / (n 1) (n n ) 2n      ดังนั้น  X Y 1
χ (T)

min{X , Y} 1

  
   

 |X|+|Y|+1
min {|X|+|Y|}+1

*

*

…….. (1)

 นอกจากนีส้ำหรบักรณเีฉพาะของกราฟตน้ไม ้เชน่ กราฟวถิี 

(path graph) กราฟดาว (star graph) กราฟดาวหาง (comet graph) 

สามารถหารงคเลขแบบเท่าเทียมได้ดังนี้ สำหรับกราฟวิถีที่มี n จุด 

............(2)

 เมือ่พจิารณากราฟวงทีม่จีดุยอด n จดุ (n>3) เขยีนแทนดว้ย   

Cn ซึ่งเป็นกราฟปรกติที่มีระดับขั้นเท่ากับสอง สามารถเห็นได้ชัดว่า   

χ=(Cn) = 2 เมื่อ n เป็นเลขคู่ และ χ=(Cn) = 3 เมื่อ n เป็นเลขคี่

 ฟิดีเทคและคณะ (Fidytek et al., 2009) ได้ศึกษาการ 

ระบายสแีบบเทา่เทยีมในกราฟคนเีซอร ์(Kneser graph) เขยีนแทน 

ด้วย KG(n,k) เมื่อ n>k>1 และแสดงว่าสำหรับทุกค่า k ที่กำหนดให้ 

แล้ว χ=(KG(n, k) = n-k+1 สำหรับทุกค่า n ที่ใหญ่ เพียงพอ

 เพื่อให้ง่ายต่อการอ้างอิง เราสรุปผลการศึกษาเกี่ยวกับ 

รงคเลขแบบเท่าเทียมไว้ในตารางที่ 1 

ผลการศึกษาการระบายสีแบบเท่าเทียมในผลคูณของ 

กราฟบางประเภท

 เฉินและคณะ (Chen et al., 1998) ได้ศึกษาการระบายสี 

แบบเท่าเทียมในผลคูณคาร์ทีเซียน ได้ผลการศึกษาที่สำคัญดัง 

ต่อไปนี้

 1. ถ้า G1 และ G2 สามารถระบายสี k สีแบบเท่าเทียม แล้ว  

G1¨G2 สามารถระบายสี k สีแบบเท่าเทียม ทำให้ได้ว่า χ=(G1¨G2) 

< max{χ=(G1), χ=(G2)} < max{∆(G1)+1, ∆(G2)+1} 

 ยิง่ไปกวา่นัน้ เราไดว้า่ ถา้ G1 และ G2 เปน็กราฟทีม่เีสน้เชือ่ม 

อย่างน้อยหนึ่งเส้นแล้ว E∆CC เป็นจริงสำหรับกราฟ G1¨G2 

ข้อสังเกต : ก) ข้อความนี้ไม่สามารถแทนที่ด้วยเครื่องหมายเท่ากับ

ได้ เช่น ถ้า G1 = K1,3 และ G2 = P2 χ=(K1,3) = 3 และ χ=(P2) = 2 

แต่ χ=(K1,3¨P2) = 2 < max{χ=(K1,3), χ=(P2)} = 3 

  ข) เราไมส่ามารถลดเงือ่นไขเพยีงพอได ้เชน่ ถา้ G1 = K1,5 

*

* *

* *

* * *

Keaitsuda  Nakprasit / Burapha Sci. J. 17 (2012) 1 : 150-156

χ=(T(X, Y)) =
        2   ; ||X|-|Y|| < 1

          max {3, max  (n + 1) / (α(T - N[v]) + 2))  } ; ||X|-|Y|| > 1
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ยาพและจาง (Yap & Zhang, 1996) ไดแสดงวา EΔCC  เปนจริงสําหรับทุกกราฟเชื่อมโยง 

G ซึ่ง  Δ(G) G / 3 1   ตอมาเฉินและคณะ (Chen et al., 1994) ไดใชเทคนิคใน (Yap & 

Zhang, 1996) แสดงวา EΔCC  เปนจริงสําหรับทุกกราฟปรกติ นอกจากนี้ยังพิสูจนวา EΔCC  เปน
จริง สําหรับทุกกราฟเชื่อมโยง G ซึ่ง Δ(G) 3  และทุกกราฟเชื่อมโยง G ซึ่ง Δ(G) G / 2  ซึ่งไมใช
กราฟแบบบริบูรณ mK  และกราฟสองสวนแบบบริบูรณ 2m 1,2m 1K    สําหรับทุก m 1   

นอกจากนี้ยังมีผลการศึกษาเกี่ยวกับประเภทของกราฟซึ่งสอดคลองกับ EΔCC อีกเปนจํานวน
มาก เชน กราฟเสน (line graph) (ดู (Wang & Zhang, 2000)) กราฟชวง (interval graph) (ดู 
(Chen et al., 1998)) กราฟเชิงระนาบ (ปรับปรุงเงื่อนไขใหดีขึ้น) (ดู (Zhang & Yap, 1998), (Wu 

& Wang, 2008), (Zhu & Bu, 2008)) กราฟ k-ดีเจนเนอเรท (k-degenerate graph) (ดู 
(Kostochka & Nakprasit, 2003), (Kostochka et al., 2005)) ผลคูณของกราฟ(product graph) 
ประเภทตาง ๆ และกราฟที่ไดจากการดําเนินการทางกราฟ (ดู (Chen et al., 1998), (Furmanczyk, 

2006), (Lih & Chang, 2010)) เปนตน 
 

ผลการศึกษาอื่น ๆ เกี่ยวกับการระบายสีแบบเทาเทียม 
นอกจากจะมีผูศึกษาหาประเภทของกราฟที่สอดคลองกับ ECC และ EΔCC  แลว ยังมีงานวิจัย

เกี่ยวกับคา χ (G)  และคา *χ (G)  ในกราฟ G บางประเภท ซึ่งในกราฟบางประเภทอาจไดคาแมนตรง
แตในกราฟบางประเภทอาจไดเพียงคาขอบเขตบนหรือขอบเขตลางของคาดังกลาวเทานั้น  

เฉินและลี (Chen & Lih, 1994) ไดแสดงวาสําหรับกราฟตนไมไมชัด T T(X, Y)  แลว 
*χ (T) χ (T)   และ 

 v X Y

2 ; X Y 1
χ (T(X,Y))

max 3, max (n 1) / (α(T N[v]) 2)) ; X Y 1


 

   
       

    …….. (1) 

นอกจากนี้สําหรับกรณีเฉพาะของกราฟตนไม เชน กราฟวิถี (path graph) กราฟดาว (star 

graph) กราฟดาวหาง (comet graph) สามารถหารงคเลขแบบเทาเทียมไดดังนี้ สําหรับกราฟวิถีที่มี n 
จุด (n 2)  เขียนแทนดวย nP  เราไดวา nχ (P ) 2   สําหรับกราฟดาวที่มี n 1  จุด (n 1)  เขียน
แทนดวย 1,nK   เราไดวา 1,nχ (K ) n / 2 1      และสําหรับกราฟดาวหาง เราไดวา  

  r,s

2 ; ( r 2,s 2k, k ) (r 1)
χ (C )

max 3, (r s 2) / (s 1) / 2 2 ; ( r 2,s 2k 1, k ) (r 2)



 

                       
 

............(2) 

v∈X∪Y

χ=(Cr,s) =
        2  ;  (r = 2, s = 2k, ∃k ∈     ) v (r = 1) 

     max {3,  (r + s + 2) / (  (s - 1)/2  + 2)  } ;  (r = 2, s = 2k + 1, ∃k ∈     ) v (r > 2)

1

เรียน บรรณาธิการวารสารวิทยาศาสตร�บูรพา

จากบทความที่ท�านส�งมาให�ตรวจสอบความถูกต�องนั้นมีส�วนที่ต�องปรับแก�ไขจำนวนมาก
(ซึ่งส�วนใหญ�เกี่ยวข�องกับสัญลักษณ�ทางคณิตศาสตร�) ดังนี้
แผ�นที่ 2 หน�าที่ 151
1. (บทนำ ย�อหน�าที่ 2 บรรทัดที่ 10)
สัญลักษณ� (chromatic number) ของ G เขียนแทนด�วย χ=(G) ไม�ถูกต�อง
ที่ถูกต�องคือ χ(G) ซึ่งไม�มีเครื่องหมายเท�ากับ

2. (บทนำ ย�อหน�าที่ 3 บรรทัดที่ 7)
ที่แสดง T สามารถระบายสี �∆(G)/2�+ 1 สีแบบเท�าเทียม
ที่ถูกต�อง คือ T สามารถระบายสี �∆(T )/2�+ 1 สีแบบเท�าเทียม (คือเป�น T ไม�ใช� G)

3. (บทนำ ย�อหน�าที่ 7 บรรทัดที่ 8)
สัญลักษณ� the equitable chromatic threshold χ∗

=(G) ปรากฏ * ไม�ชัดเจน

แผ�นที่ 3 หน�าที่ 152
1. บทนิยาม 1 สัญลักษณ�กราฟดาวหาง Ci, s ไม�ถูกต�อง ที่ถูกต�องคือ Cr,s

2. บทนิยาม 2 สัญลักษณ� product ทั้งสาม
ที่แสดงใช�เหมือนกัน
ที่ถูกต�อง ต�องแตกต�างกัน (ให�ตรวจสอบจากต�นฉบับให�ด�วยค�ะ) ดังนี้
ผลคูณคาร�ทีเซียน (Cartesian product) ผลคูณเทนเซอร�อย�างอ�อน (weak tensor prod-

uct) และผลคูณเทนเซอร�อย�างเข�ม (strong tensor product) ของกราฟ G1 และ G2 เขียน
แทนด�วย G1�G2, G1 ×G2 และ G1 �G2 ตามลำดับกำหนดให� (i, j), (k, l) ∈ V1 × V2

แล�ว {(i, j), (k, l)} เป�นเส�นเชื่อมใน :
(i) E(G1�G2) ก็ต�อเมื่อ i = k และ {j, l} ∈ E2 หรือ j = l และ {i, k} ∈ E1 ;
(ii) E(G1 ×G2) ก็ต�อเมื่อ {i, k} ∈ E1 และ {j, l} ∈ E2;
(iii) E(G1 �G2) ก็ต�อเมื่อ {(i, j), (k, l)} ∈ E(G1�G2) ∪ E(G1 ×G2)

ที่ควรระวังคือ (ii) …. {j, l} ∈ E2 และ (iii) เป�นตัวแอล ไม�ใช�เลขหนึ่ง
3. (ผลการศึกษาเกี่ยวกับข�อคาดการณ� ย�อหน�าที่ 3 บรรทัดที่ 9)
ผลของการศึกษาของแลมและคณะ
ที่แสดงคือ ni mod M <

r�
i=1

�ni/M�, i = 1, 2, . . . , r

ที่ถูกต�องคือ ni mod M <
r�

i=1

�ni/M�, i = 1, 2, . . . , r (ตัว i เป�นตัวห�อย)

แผ�นที่ 4 หน�าที่ 153
1. การปรากฏของสมการ (1) และ (2) ไม�เหมาะสม และในสมการ (2) ไม�ปรากฏตัวแปรทาง
คณิตศาสตร�

χ=(Cr,s) =

�
2 ; ( r = 2, s = 2k, ∃k ∈ Z+) ∨ (r = 1)

max {3, �(r + s+ 2)/ (�(s− 1)/2�+ 2)�} ; ( r = 2, s = 2k + 1, ∃k ∈ Z+) ∨ (r > 2)

1

เรียน บรรณาธิการวารสารวิทยาศาสตร�บูรพา
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uct) และผลคูณเทนเซอร�อย�างเข�ม (strong tensor product) ของกราฟ G1 และ G2 เขียน
แทนด�วย G1�G2, G1 ×G2 และ G1 �G2 ตามลำดับกำหนดให� (i, j), (k, l) ∈ V1 × V2

แล�ว {(i, j), (k, l)} เป�นเส�นเชื่อมใน :
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ที่ควรระวังคือ (ii) …. {j, l} ∈ E2 และ (iii) เป�นตัวแอล ไม�ใช�เลขหนึ่ง
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1. การปรากฏของสมการ (1) และ (2) ไม�เหมาะสม และในสมการ (2) ไม�ปรากฏตัวแปรทาง
คณิตศาสตร�

χ=(Cr,s) =

�
2 ; ( r = 2, s = 2k, ∃k ∈ Z+) ∨ (r = 1)

max {3, �(r + s+ 2)/ (�(s− 1)/2�+ 2)�} ; ( r = 2, s = 2k + 1, ∃k ∈ Z+) ∨ (r > 2)

  

6 
 

 

ยาพและจาง (Yap & Zhang, 1996) ไดแสดงวา EΔCC  เปนจริงสําหรับทุกกราฟเชื่อมโยง 

G ซึ่ง  Δ(G) G / 3 1   ตอมาเฉินและคณะ (Chen et al., 1994) ไดใชเทคนิคใน (Yap & 

Zhang, 1996) แสดงวา EΔCC  เปนจริงสําหรับทุกกราฟปรกติ นอกจากนี้ยังพิสูจนวา EΔCC  เปน
จริง สําหรับทุกกราฟเชื่อมโยง G ซึ่ง Δ(G) 3  และทุกกราฟเชื่อมโยง G ซึ่ง Δ(G) G / 2  ซึ่งไมใช
กราฟแบบบริบูรณ mK  และกราฟสองสวนแบบบริบูรณ 2m 1,2m 1K    สําหรับทุก m 1   

นอกจากนี้ยังมีผลการศึกษาเกี่ยวกับประเภทของกราฟซึ่งสอดคลองกับ EΔCC อีกเปนจํานวน
มาก เชน กราฟเสน (line graph) (ดู (Wang & Zhang, 2000)) กราฟชวง (interval graph) (ดู 
(Chen et al., 1998)) กราฟเชิงระนาบ (ปรับปรุงเงื่อนไขใหดีขึ้น) (ดู (Zhang & Yap, 1998), (Wu 

& Wang, 2008), (Zhu & Bu, 2008)) กราฟ k-ดีเจนเนอเรท (k-degenerate graph) (ดู 
(Kostochka & Nakprasit, 2003), (Kostochka et al., 2005)) ผลคูณของกราฟ(product graph) 
ประเภทตาง ๆ และกราฟที่ไดจากการดําเนินการทางกราฟ (ดู (Chen et al., 1998), (Furmanczyk, 

2006), (Lih & Chang, 2010)) เปนตน 
 

ผลการศึกษาอื่น ๆ เกี่ยวกับการระบายสีแบบเทาเทียม 
นอกจากจะมีผูศึกษาหาประเภทของกราฟที่สอดคลองกับ ECC และ EΔCC  แลว ยังมีงานวิจัย

เกี่ยวกับคา χ (G)  และคา *χ (G)  ในกราฟ G บางประเภท ซึ่งในกราฟบางประเภทอาจไดคาแมนตรง
แตในกราฟบางประเภทอาจไดเพียงคาขอบเขตบนหรือขอบเขตลางของคาดังกลาวเทานั้น  

เฉินและลี (Chen & Lih, 1994) ไดแสดงวาสําหรับกราฟตนไมไมชัด T T(X, Y)  แลว 
*χ (T) χ (T)   และ 

 v X Y

2 ; X Y 1
χ (T(X,Y))

max 3, max (n 1) / (α(T N[v]) 2)) ; X Y 1


 

   
       

    …….. (1) 

นอกจากนี้สําหรับกรณีเฉพาะของกราฟตนไม เชน กราฟวิถี (path graph) กราฟดาว (star 

graph) กราฟดาวหาง (comet graph) สามารถหารงคเลขแบบเทาเทียมไดดังนี้ สําหรับกราฟวิถีที่มี n 
จุด (n 2)  เขียนแทนดวย nP  เราไดวา nχ (P ) 2   สําหรับกราฟดาวที่มี n 1  จุด (n 1)  เขียน
แทนดวย 1,nK   เราไดวา 1,nχ (K ) n / 2 1      และสําหรับกราฟดาวหาง เราไดวา  

  r,s

2 ; ( r 2,s 2k, k ) (r 1)
χ (C )

max 3, (r s 2) / (s 1) / 2 2 ; ( r 2,s 2k 1, k ) (r 2)



 

                       
 

............(2) 
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ตารางที่ 1  รงคเลขและรงคเลขแบบเท่าเทียมของบางคลาสของกราฟ

คลาสของกราฟ (G) รงคเลขของกราฟ (χ(G)) รงคเลขแบบเท่าเทียม (χ=(G))

กราฟวิถี (Pn) 1   ; n = 1

2   ; n > 2

1   ; n = 1

2   ; n > 2

กราฟแบบบริบูรณ์ (Kn) n n

กราฟดาว (K1,n) 2 n/2  + 1

กราฟลูกบาศก์ n มิติ (Qn) 2 2

กราฟวงคู่ (C2n, n>2)

กราฟวงคี่ (C2n+1, n>1)

2

3

2

3

กราฟล้อคู่ (W2n, n>2)

กราฟล้อคี่ (W2n+1, n>1)

3

4

(n-1)/2  +1

กราฟล้อซึ่งแบ่งก้านล้อ (Gn, n>4) 3 3   ; n < 7

4   ; n > 7

กราฟต้นไม้ (T(X,Y)) 2 สมการ (1)

กราฟต้นไม้ทวิภาค (Tt) 2 min {3,t}

กราฟต้นไม้หลายเหลี่ยมสองส่วน 2 2

กราฟต้นไม้หลายเหลี่ยมซึ่งไม่มี C3 3 3

กราฟดาวหาง (Cr,s) 2 สมการ (2)

กราฟแบบแบ่งแยกแบบบริบูรณ์

(complete split graph, Kn+Nr)

n+1 n+  r/2

กราฟคลี่คู่ (reel, R2n, n>2)

กราฟคลี่คี่ (reel, R2n+1, n>1)

3

4

3   ; n = 2,4

4   ; n ≠ 2,4

4

และ G2 = P3 ซึง่ χ(K1,5) = χ=(P3) = 2 แต ่K1,5¨P3 ไมส่ามารถระบายส ี

2 สีแบบเท่าเทียมได้ 

 2. กำหนดให ้G = G1¨G2¨
...¨Gn เมือ่แตล่ะ Gi เปน็กราฟวถิ ี

กราฟวง กราฟลูกบาศก์ n มิติ หรือกราฟแบบบริบูรณ์ แล้ว χ(G) = 

χ=(G) = χ=(G) = max{χ(Gi) : i = 1,2,...,n}

 3. ถ้า G1 มีจุดยอด n จุดและ G2 สามารถระบายสี n สี 

แล้ว G1¨G2 สามารถระบายสี n สีแบบเท่าเทียม

 เฟอร์มานซิค (Furmanczyk, 2006) ได้ศึกษาการระบายสี

แบบเท่าเทียมในผลคูณคาร์ทีเซียนเพิ่มเติม มีผลการศึกษาดังนี้

 1. ให้ G1(V1,V2) และ G2(V1,V2) เป็นกราฟสองส่วนซึ่ง 

อยา่งนอ้ยหนึง่กราฟมเีสน้เชือ่ม และ |V1| = |V2| แลว้ χ=(G1¨G2) = 2 

ซึ่งจากผลลัพธ์นี้ เราได้ว่า สำหรับจำนวนเต็มบวก k,m,n และ r ค่า 

รงคเลขแบบเท่าเทียมในกราฟต่อไปนี้มีค่าเท่ากับ 2 : C2m¨C2n, 

Pm¨C2n, Qr¨C2n, Kk,m¨C2n, K1,m¨C2n, Pm¨P2n, Qr¨P2n, Kk,m¨P2n, 

K1,m¨P2n, Qr¨Qr           

 2. χ=(K1,m¨Pn) = 3 เมื่อ m, n เป็นจำนวนเต็มบวกซึ่ง m, 

n>3 และ n เป็นจำนวนคี่

 นอกจากนี้ เฉินและคณะ (Chen et al., 1998) ได้ศึกษา 

การระบายสีแบบเท่าเทียมในผลคูณแทนเซอร์อย่างอ่อน ได้ผล 

การศึกษาที่สำคัญ ดังต่อไปนี้

 1. χ=(G1xG2) < min{|V1| , |V2|} และสิ่งที่ได้ตามมาคือ 

χ=(KmxKn) = min{m,n}

ข้อสังเกต : ก) ถงึแมว้า่ G1 และ G2 สามารถระบายส ีk สแีบบเทา่เทยีม 

แต่ G1xG2 อาจไม่สามารถระบายสี k สีแบบเท่าเทียมได้ เช่น 
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G1 = Km,m-1 และ G2 = Kn,n-1 ซึ่ง Km,m-1 และ Kn,n-1 สามารถระบายสี 

2 สีแบบเท่าเทียม แต่ Km,m-1 x Kn,n-1 เป็นการยูเนียนแบบไม่ซ้อน 

ทับกันของ Kmn,(m-1)(n-1) และ K(m-1)n,m(n-1) ซึ่งมีเซตอิสระสองเซต 

ที่มีจำนวนจุดยอดต่างกัน 2mn-m-n จุด จึงไม่สามารถระบายสี 

2 สีแบบเท่าเทียมได้ 

  ข) χ= (KnxKn,n-1) = χ=(KnxKn,n-1) = n

 
2. χ= (CmxCn) = χ= (CmxCn) =

  2 ; mn = 2k, ∃k ∈   +

        3 ; mn = 2k+1, ∃k ∈   + 

 ยิ่งไปกว่านั้น เฟอร์มานซิค (Furmanczyk, 2006) ได้ศึกษา

การระบายสแีบบเทา่เทยีมในผลคณูแทนเซอรอ์ยา่งออ่นและผลคณู

เทนเซอร์อย่างเข้ม ได้ผลลัพธ์ที่น่าสนใจดังนี้

 1. กำหนดให้ G และ H เป็นกราฟซึ่งมีเส้นเชื่อม และ   

G = (V1∪V2,E) เป็นกราฟสองส่วนซึ่ง |V1| = |V2| แล้ว χ=(GxH) = 2 

ซึง่จากผลลพัธน์ี ้เราไดว้า่ สำหรบักราฟ H ซึง่มเีสน้เชือ่ม และจำนวน 

เตม็บวก k,m,d คา่รงคเลขแบบเทา่เทยีมในกราฟตอ่ไปนีม้คีา่เทา่กบั 

2 : C2kxH, P2kxH, QdxH, Km.mxH        

 2. χ=(K1,mxK1,n) =       = min{m,n}+1 เมื่อ

  m,n ∈    +

 
3. χ=(PmxKn) =

   2   ; (m = 2k, ∃k ∈    +), (n=2)

           3   ; (m = 2k+1, ∃k ∈    +), (n≠2)

  เมื่อ m,n ∈   +  ซึ่ง m,n>1  

 4. χ=(PmxPn) = 3 เมื่อ m,n>3 เป็นจำนวนเต็มบวกคี่ 

 
5.  χ=(K1,mxPn) =

  2   ; (m = 1), (n = 2k, ∃k ∈   +)

            3   ; (m > 1) v (n = 2k+1, ∃k ∈   +) 

  เมื่อ m,n ∈   +  ซึ่ง n>2   

 
6. χ=(PmxPn) =

  4   ; nm = 2k, ∃k ∈   +

              5   ; nm = 2k+1, ∃k ∈   +

 7. χ=(C5(2l1+1)xC2l2+1) = 5 เมื่อ l1,l2 ∈   + ซึ่ง l1 > 0 และ  

  l2 > 2  

 

ปัญหาเปิดเกี่ยวกับการระบายสีแบบเท่าเทียม
 ในหัวข้อนี้ เราจะนำเสนอปัญหาเปิดสำหรับการระบายสี 

แบบเท่าเทียมที่น่าสนใจ ดังต่อไปนี้

 1. หาประเภทของกราฟซึ่งสอดคล้องข้อความคาดการณ์ 

ECC และ E∆CC  

 2. หาค่าแม่นตรงหรือค่าขอบเขตของ χ=(G) และ χ=(G) 

ในกราฟ G บางประเภท

 3. หาค่ารงคเลขแบบเท่าเทียม/เทรโชลด์ของรงคเลขแบบ

เท่าเทียมในผลคูณของกราฟประเภทต่างๆ

 4. หาความสัมพันธ์ของรงคเลขแบบเท่าเทียม/เทรโชลด์ 

ของรงคเลขแบบเท่าเทียมในผลคูณของกราฟประเภทต่างๆ กับ 

ตัวประกอบของผลคูณ เช่น KmxKn, Km,m-1xKn,n-1 เป็นต้น

 5. หาเงื่อนไขจำเป็นที่ทำให้ผลคูณของ G1*G2 สามารถ 

ระบายสี max{k1,k2} สีแบบเท่าเทียมได้ ถ้า G1 และ G2 สามารถ 

ระบายสี k1 และ k2 สี (หรือ k1 และ k2 สีแบบเท่าเทียม) 
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1

เรียน บรรณาธิการวารสารวิทยาศาสตร�บูรพา

จากบทความที่ท�านส�งมาให�ตรวจสอบความถูกต�องนั้นมีส�วนที่ต�องปรับแก�ไขจำนวนมาก
(ซึ่งส�วนใหญ�เกี่ยวข�องกับสัญลักษณ�ทางคณิตศาสตร�) ดังนี้
แผ�นที่ 2 หน�าที่ 151
1. (บทนำ ย�อหน�าที่ 2 บรรทัดที่ 10)
สัญลักษณ� (chromatic number) ของ G เขียนแทนด�วย χ=(G) ไม�ถูกต�อง
ที่ถูกต�องคือ χ(G) ซึ่งไม�มีเครื่องหมายเท�ากับ

2. (บทนำ ย�อหน�าที่ 3 บรรทัดที่ 7)
ที่แสดง T สามารถระบายสี �∆(G)/2�+ 1 สีแบบเท�าเทียม
ที่ถูกต�อง คือ T สามารถระบายสี �∆(T )/2�+ 1 สีแบบเท�าเทียม (คือเป�น T ไม�ใช� G)

3. (บทนำ ย�อหน�าที่ 7 บรรทัดที่ 8)
สัญลักษณ� the equitable chromatic threshold χ∗

=(G) ปรากฏ * ไม�ชัดเจน

แผ�นที่ 3 หน�าที่ 152
1. บทนิยาม 1 สัญลักษณ�กราฟดาวหาง Ci, s ไม�ถูกต�อง ที่ถูกต�องคือ Cr,s

2. บทนิยาม 2 สัญลักษณ� product ทั้งสาม
ที่แสดงใช�เหมือนกัน
ที่ถูกต�อง ต�องแตกต�างกัน (ให�ตรวจสอบจากต�นฉบับให�ด�วยค�ะ) ดังนี้
ผลคูณคาร�ทีเซียน (Cartesian product) ผลคูณเทนเซอร�อย�างอ�อน (weak tensor prod-

uct) และผลคูณเทนเซอร�อย�างเข�ม (strong tensor product) ของกราฟ G1 และ G2 เขียน
แทนด�วย G1�G2, G1 ×G2 และ G1 �G2 ตามลำดับกำหนดให� (i, j), (k, l) ∈ V1 × V2

แล�ว {(i, j), (k, l)} เป�นเส�นเชื่อมใน :
(i) E(G1�G2) ก็ต�อเมื่อ i = k และ {j, l} ∈ E2 หรือ j = l และ {i, k} ∈ E1 ;
(ii) E(G1 ×G2) ก็ต�อเมื่อ {i, k} ∈ E1 และ {j, l} ∈ E2;
(iii) E(G1 �G2) ก็ต�อเมื่อ {(i, j), (k, l)} ∈ E(G1�G2) ∪ E(G1 ×G2)

ที่ควรระวังคือ (ii) …. {j, l} ∈ E2 และ (iii) เป�นตัวแอล ไม�ใช�เลขหนึ่ง
3. (ผลการศึกษาเกี่ยวกับข�อคาดการณ� ย�อหน�าที่ 3 บรรทัดที่ 9)
ผลของการศึกษาของแลมและคณะ
ที่แสดงคือ ni mod M <

r�
i=1

�ni/M�, i = 1, 2, . . . , r

ที่ถูกต�องคือ ni mod M <
r�

i=1

�ni/M�, i = 1, 2, . . . , r (ตัว i เป�นตัวห�อย)

แผ�นที่ 4 หน�าที่ 153
1. การปรากฏของสมการ (1) และ (2) ไม�เหมาะสม และในสมการ (2) ไม�ปรากฏตัวแปรทาง
คณิตศาสตร�

χ=(Cr,s) =

�
2 ; ( r = 2, s = 2k, ∃k ∈ Z+) ∨ (r = 1)

max {3, �(r + s+ 2)/ (�(s− 1)/2�+ 2)�} ; ( r = 2, s = 2k + 1, ∃k ∈ Z+) ∨ (r > 2)

1

เรียน บรรณาธิการวารสารวิทยาศาสตร�บูรพา

จากบทความที่ท�านส�งมาให�ตรวจสอบความถูกต�องนั้นมีส�วนที่ต�องปรับแก�ไขจำนวนมาก
(ซึ่งส�วนใหญ�เกี่ยวข�องกับสัญลักษณ�ทางคณิตศาสตร�) ดังนี้
แผ�นที่ 2 หน�าที่ 151
1. (บทนำ ย�อหน�าที่ 2 บรรทัดที่ 10)
สัญลักษณ� (chromatic number) ของ G เขียนแทนด�วย χ=(G) ไม�ถูกต�อง
ที่ถูกต�องคือ χ(G) ซึ่งไม�มีเครื่องหมายเท�ากับ

2. (บทนำ ย�อหน�าที่ 3 บรรทัดที่ 7)
ที่แสดง T สามารถระบายสี �∆(G)/2�+ 1 สีแบบเท�าเทียม
ที่ถูกต�อง คือ T สามารถระบายสี �∆(T )/2�+ 1 สีแบบเท�าเทียม (คือเป�น T ไม�ใช� G)

3. (บทนำ ย�อหน�าที่ 7 บรรทัดที่ 8)
สัญลักษณ� the equitable chromatic threshold χ∗

=(G) ปรากฏ * ไม�ชัดเจน
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ผลคูณคาร�ทีเซียน (Cartesian product) ผลคูณเทนเซอร�อย�างอ�อน (weak tensor prod-

uct) และผลคูณเทนเซอร�อย�างเข�ม (strong tensor product) ของกราฟ G1 และ G2 เขียน
แทนด�วย G1�G2, G1 ×G2 และ G1 �G2 ตามลำดับกำหนดให� (i, j), (k, l) ∈ V1 × V2

แล�ว {(i, j), (k, l)} เป�นเส�นเชื่อมใน :
(i) E(G1�G2) ก็ต�อเมื่อ i = k และ {j, l} ∈ E2 หรือ j = l และ {i, k} ∈ E1 ;
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(iii) E(G1 �G2) ก็ต�อเมื่อ {(i, j), (k, l)} ∈ E(G1�G2) ∪ E(G1 ×G2)

ที่ควรระวังคือ (ii) …. {j, l} ∈ E2 และ (iii) เป�นตัวแอล ไม�ใช�เลขหนึ่ง
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ที่แสดง T สามารถระบายสี �∆(G)/2�+ 1 สีแบบเท�าเทียม
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ผลคูณคาร�ทีเซียน (Cartesian product) ผลคูณเทนเซอร�อย�างอ�อน (weak tensor prod-

uct) และผลคูณเทนเซอร�อย�างเข�ม (strong tensor product) ของกราฟ G1 และ G2 เขียน
แทนด�วย G1�G2, G1 ×G2 และ G1 �G2 ตามลำดับกำหนดให� (i, j), (k, l) ∈ V1 × V2
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(ii) E(G1 ×G2) ก็ต�อเมื่อ {i, k} ∈ E1 และ {j, l} ∈ E2;
(iii) E(G1 �G2) ก็ต�อเมื่อ {(i, j), (k, l)} ∈ E(G1�G2) ∪ E(G1 ×G2)

ที่ควรระวังคือ (ii) …. {j, l} ∈ E2 และ (iii) เป�นตัวแอล ไม�ใช�เลขหนึ่ง
3. (ผลการศึกษาเกี่ยวกับข�อคาดการณ� ย�อหน�าที่ 3 บรรทัดที่ 9)
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ที่แสดงคือ ni mod M <

r�
i=1

�ni/M�, i = 1, 2, . . . , r

ที่ถูกต�องคือ ni mod M <
r�

i=1

�ni/M�, i = 1, 2, . . . , r (ตัว i เป�นตัวห�อย)

แผ�นที่ 4 หน�าที่ 153
1. การปรากฏของสมการ (1) และ (2) ไม�เหมาะสม และในสมการ (2) ไม�ปรากฏตัวแปรทาง
คณิตศาสตร�

χ=(Cr,s) =

�
2 ; ( r = 2, s = 2k, ∃k ∈ Z+) ∨ (r = 1)

max {3, �(r + s+ 2)/ (�(s− 1)/2�+ 2)�} ; ( r = 2, s = 2k + 1, ∃k ∈ Z+) ∨ (r > 2)

1

เรียน บรรณาธิการวารสารวิทยาศาสตร�บูรพา
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