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บทคัดย่อ  
 ในบทความน้ี เราได้อธิบายความหมายเชิงเรขาคณิตของแนวคิดผลคูณไขว้ของเวกเตอร์ในอวกาศ
แบบยุคลิด 3 มิติโดยการเช่ือมโยงกับชิ้นประกอบปริมาตรในพิกัดทั่วไป 

คําสําคัญ: ผลคูณไขว้, เวกเตอร์, ชิ้นประกอบปริมาตร, พิกัดท่ัวไป 
  

Abstract 
In this article, we explain the geometrical interpretation of the concept of cross product 

of vectors in 3-dimensional Euclidean space by linking with the volume element in general 
coordinates.  

Keywords: Cross product, Vector, Volume element, General coordinates  

 

บทนํา 

ผู้เขียนเคยเขียนบทความชุดหนึ่งในวารสารฟิสิกส์ไทย [1–3] ว่าด้วยการอธิบายแนวคิดของเวกเตอร์ใน
ฐานะปริมาณฟิสิกส์ รวมท้ังการดําเนินการของเวกเตอร์ โดยใช้แนวคิดท่ีว่า “ปริมาณฟิสิกส์อยู่ในอวกาศและเวลา 
สมบัติของสถานท่ีอยู่คือ อวกาศและเวลา เป็นตัวกําหนดสิ่งท่ีสามารถอาศัยอยู่ว่ามีลักษณะเช่นไร เปรียบเสมือน
กับการใส่สิ่งของลงในกล่อง กล่องก็จะกําหนดลักษณะสิ่งของท่ีสามารถใส่ลงในกล่องได้” ในบทความชุดดังกล่าว 
ได้อธิบายในเชิงเรขาคณิต (Geometrical interpretation) ว่าทําไมเวกเตอร์ต้องมีทิศทาง มีการบวก/ลบเวกเตอร์ 
และมีผลคูณจุดหรือผลคูณภายใน ให้เห็นภาพ แต่ยังมีสมบัติสําคัญอีกประการหน่ึงของเวกเตอร์ท่ีซับซ้อนกว่า น่ันคือ 
ผลคูณไขว้ (Cross product) ท่ียังติดไว้ไม่ได้อธิบาย หลายปีต่อมา ผู้เขียนได้มีโอกาสท่ีจะอธิบายในบทความน้ี 
โดยจะเร่ิมจากการนิยามช้ินประกอบปริมาตร (Volume element) ท่ีเป็นวัตถุทางเรขาคณิตชนิดหน่ึงท่ีสร้างข้ึน
จากการกระจัด แล้วแสดงการเช่ือมโยงไปสู่การนิยามผลคูณไขว้ของเวกเตอร์และสูตรการคํานวณผลคูณไขว้ในรูป
พิกัดท่ัวไป (General coordinates)  สําหรับพิกัดท่ัวไปน้ัน ไม่จําเป็นต้องมีแกนพิกัดท่ีต้ังฉากกัน (Orthogonal) 
และไม่จําเป็นต้องเป็นแกนพิกัดคงท่ี ในบทความน้ีจะเขียนอธิบายแนวคิดอย่างท่ัวไปโดยใช้พิกัดท่ัวไป ไม่ได้หยิบยก
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กรณีง่าย ๆ ท่ีสามารถนึกภาพได้ง่ายอย่างในบทความชุดก่อน [1–3] ทําให้บทความน้ีเป็นการเขียนเรียบเรียงใหม่
โดยไม่ได้มีเน้ือหาท่ีต่อเน่ืองกัน  

บทความน้ีเน้นการอธิบายแนวคิดของผลคูณไขว้จากช้ินประกอบปริมาตรในรูปพิกัดท่ัวไป ในการอธิบาย
ได้ละการคํานวณและการอ้างเหตุผลท่ีเคร่งครัดไปบ้าง สําหรับคณิตศาสตร์ท่ีใช้ในบทความ เช่น การวิเคราะห์
เวกเตอร์ในพิกัดท่ัวไป สามารถค้นรายละเอียดเพ่ิมเติมได้จาก [4] และ [5] 
 

อวกาศแบบยุคลิด 3 มิติ 

ก่อนอ่ืน ขอทบทวนสมบัติพ้ืนฐานหรือมูลบท (Axioms) ของอวกาศแบบยุคลิด 3 มิติ (3-dimensional 

Euclidean space) (ซ่ึงในท่ีน้ีจะแทนด้วยสัญลักษณ์ 3R ) ท่ีนําไปสู่สมบัติต่าง ๆ ของปริมาณเวกเตอร์ดังน้ี (ใน
บทความน้ี ลําดับมูลบทแต่ละข้อของอวกาศโดยใช้ (ก) ถึง (ง) เป็นหัวข้อแทรก) 

(ก) อวกาศต่อเน่ือง 3 มิติท่ีสามารถบรรยายได้ด้วยพิกัดและมีฟังก์ชันการแปลงระหว่างบางพิกัดท่ี
เรียบหรืออนุพันธ์มีค่า (ถ้ากล่าวอย่างเคร่งครัดในวิชาเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์ (Differential geometry) ก็คือ 
อวกาศท่ีเป็นแมนิโฟลด์แบบเรียบ (Differentiable manifold) [6] แต่ในท่ีน้ี เราเน้นทําความเข้าใจแนวคิด ก็จะไม่
ใช้การอ้างเหตุผลและการพิสูจน์ท่ีใช้ในวิชาเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์) มูลบทน้ีหมายความว่า จุดหน่ึง ๆ ในอวกาศ
ต่อเน่ือง 3 มิติ สามารถบรรยายได้ด้วยพิกัดซ่ึงเป็นชุดของตัวเลข 3 ตัว และสามารถมีพิกัดหลายชุดท่ีบรรยาย
ถึงจุดเดียวกัน ระหว่างบางพิกัดท่ีต่างกัน เช่น  1 2 3, ,ix x x x  และ  1 2 3, ,ix x x x     มีฟังก์ชันการแปลง

ระหว่างพิกัดท่ีเรียบและมีฟังก์ชันผกผัน ซ่ึงจะเขียนย่อ ๆ ดังน้ี  
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สําหรับฟังก์ชันการแปลงพิกัดท่ีเรียบ ก็จะสะดวกกว่าท่ีจะแสดงสมบัติของฟังก์ชันในรูปผลต่างอนุพัทธ์ 
(Differential) กล่าวคือ 
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ในท่ีน้ี เราใช้ข้อตกลงผลบวกของไอน์สไตน์ (Einstein’s summation convention) ท่ีว่า ดัชนีท่ีซํ้ากันแต่ละคู่ เช่น 

มีดัชนี i  ซํ้า หมายถึงการมีผลบวก 
3

1i
 ส่วนสัญลักษณ์ “ ” หมายถึงเคร่ืองหมายเท่ากับท่ีใช้เป็นนิยามหรือ

เอกลักษณ์ทางคณิตศาสตร์ สมการ (2) ทําให้เราสามารถวิเคราะห์การแปลง d ix  ไปยัง d ix   ในรูปการแปลง
เชิงเส้น (Linear transformation) ได้ โดยมี  i i j

jX X x x x x x                เป็น เมทริกซ์การแปลง 

(Transformation matrix) โดยให้ดัชนีบนเป็นลําดับของแถว ส่วนดัชนีล่างเป็นลําดับของหลัก ดีเทอร์มิแนนต์ 
ของเมทริกซ์การแปลง เรียกว่า จาโคเบียน (Jacobian) กล่าวคือ 
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    (3) 

 
โดยท่ี  ijk  คือ สัญลักษณ์การเรียงสับเปลี่ยน (Permutation symbol) ท่ีกําหนดค่าต้ังต้นเป็น  123 1  ถ้าสลับ

ตัวเลขจาก 123  ไปเป็นจํานวนค่ีคร้ังก็จะได้ค่า 1  เช่น  213 1   ถ้าสลับตัวเลขจาก 123  ไปเป็นจํานวนคู่

คร้ังก็จะได้ค่า 1 เช่น  231 1  ส่วนถ้ามีดัชนีซํ้ากันจะได้ค่า 0 เช่น    113 0 111   การท่ี det 0X   ทํา

ให้มีเมทริกซ์ผกผันท่ีนําไปสู่การแปลงผกผันท่ีมี 1det 1 det 0X X    กล่าวคือ 
 

     1
k i

i
jj k

x x x x
X X I

x x x x






                 
   (4) 

 
 พิจารณาเส้นทางหน่ึง ๆ ในอวกาศ 3 มิติท่ีบรรยายด้วย         1 2 3, ,s x x x     โดยท่ีมี   

เป็นตัวแปรเสริม (Parameter) ของเส้นทาง พิจารณาเส้นสัมผัส (Tangent line) ท่ีจุดหน่ึง ๆ บนเส้นทางน้ีมีทิศว่า 
d dt s 

   ซ่ึงมองภาพได้เป็น “ลูกศร” หรือ เวกเตอร์สัมผัส (Tangent vector) ของเส้นทาง  s   

ตัวอ ย่าง เ ช่น วิ ถี โคจร (Trajectory) ของอนุภาคตามเวลา         1 2 3, ,x t x t x t x t  ท่ี มีความเ ร็ว 

 1 2 3d d ,d d ,d dv x t x t x t  แสดงทิศเส้นสัมผัสของวิถีโคจร ถ้าเราพิจารณาเส้นทางท่ีกําหนดให้ตัวแปรเสริม

คือค่าพิกัดตัวใดตัวหน่ึง เช่น 1x   ก็จะเรียกเส้นทาง     1 1 1 2 3, const, consts x x x x x    น้ีว่า เส้นพิกัด 

1x  (Coordinate line 1x ) ซ่ึงตามเส้นทางน้ีมีค่าพิกัดอ่ืน ๆ 1jx   คงท่ีท้ังหมด สําหรับเส้นพิกัด 2x  และเส้น
พิกัด 3x  ก็นิยามได้ในทํานองเดียวกัน ตัวอย่างเช่น พิกัดคาร์ทีเซียน  , ,x y z  มีเส้นพิกัด x  ซ่ึงเป็นแกน x  ท่ี
มีค่าพิกัด y และ z  คงท่ี สําหรับทิศตามเส้นสัมผัสของเส้นพิกัด ix  หน่ึง ๆ แสดงได้ด้วย i

ie s x   ทําให้

มอง d i
ie x
  (ท่ีมีดัชนี i  เดียว) ได้ว่าเป็น “ลูกศร” ie

  ท่ียืดออกโดยการคูณด้วยจํานวน d ix  ไปตามเส้นพิกัด 

เรียก d i
ie x
  น้ีว่าเป็นช้ินประกอบเส้น (Line element) หน่ึง ๆ ของเส้นพิกัด ix  การท่ีจุด P ใด ๆ ในอวกาศ

แสดงได้ด้วยพิกัด  1 2 3, ,ix x x x  ก็คือ จุดตัดหน่ึง ๆ ของเส้นพิกัด 1x , 2x , และ 3x  น่ันเอง แสดงตัวอย่าง

กรณีอวกาศแบบยุคลิด 2 มิติ หรืออวกาศระนาบ 2 มิติ ดังรูปท่ี 1 
 

 
 

รูปท่ี 1 แสดงจุด P ในอวกาศ 2 มิติ เป็นจุดตัดของเส้นพิกัด 1x  และ 2x  
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(ข) การเป็นอวกาศสัมพรรค (Affine space) กล่าวคือ สามารถเลือกจุดอ้างอิง O เป็นจุดใด ๆ ใน

อวกาศ แล้วสามารถแสดงตําแหน่งจุด P ใด ๆ ใกล้ ๆ (Neighborhood) จุด O เทียบกับจุด O ได้โดยใช้ 

เวกเตอร์ตําแหน่ง (Position vector) dx

 ท่ีเป็น การกระจัดน้อยยิ่ง (Infinitesimal displacement) ท่ีลาก

จากจุด O ไปยังจุด P เน่ืองจากจุด P เป็นจุดตัดของเส้นพิกัด 1x , 2x  และ 3x  ทําให้ dx

 สามารถ

ประกอบข้ึนจากการกระจัดน้อยย่ิง 1
1de x
 , 2

2 de x
  และ 3

3 de x
  ตามเส้นพิกัดท่ีออกจากจุด O ดังน้ันสําหรับ

จุด P ใด ๆ รอบจุด O เขียนได้เสมอว่า 
 

1 2 3
1 2 3d d d d d i

ix e x e x e x e x             (5) 
 
ซ่ึงนําไปสู่สมบัติ การรวมกันเชิงเส้น (Linear combination) (หรือ การบวกและลบ) ของเวกเตอร์ แสดงได้ดัง

รูปสาธิตในกรณีอวกาศแบบยุคลิด 2 มิติ หรืออวกาศระนาบ 2 มิติ ดังรูปท่ี 2 สังเกตว่าเวกเตอร์ dx

 ใด ๆ 

ท่ีออกจากจุด O หน่ึง ๆ เขียนได้ในรูปเซตของเวกเตอร์  3 1i i
e 
  เรียกว่า ฐานหลัก (Basis) ส่วน ie

  เรียกว่า 

เวกเตอร์ฐานหลัก ท่ีมีจํานวนเท่ากับมิติของอวกาศ 
 

 
 

รูปท่ี 2 ในอวกาศสัมพรรค 2 มิติ สามารถใช้การกระจัด 1 2
1 2d d dx e x e x   

 แสดงจุด P ใด ๆ ใกล้ ๆ จุด O   

เทียบกับจุด O ใด ๆ ในอวกาศน้ีได้ 
 

(ค) สมบัติเมทริก แจกแจงเป็น สมบัติย่อย (ค.1) และ (ค.2) ดังน้ี  
 (ค.1) ระยะห่าง d ds s 

 ระหว่างจุด 2 จุด เช่น จากจุด O ไปยังจุด P ใด ๆ ท่ีอยู่ใกล้เคียง 

(Neighborhood) เขียนได้ในรูปพิกัดท่ัวไปโดย สมการเมทริก (Metric equation) ดังน้ี 
 

 

   
2d d d d d

d d d d

i j
i j

i j i j
i j i j

s g x x x x x

e x e x e e x x

  

   

  

         (6) 

 
เราได้ใช้สัญลักษณ์ย่อ “  22d ds s ” สมการ (6) แสดงการเขียนสมการเมทริกในรูปการดําเนินการกันเองของ

การกระจัดน้อยย่ิงในรูปพิกัดใด ๆ ซ่ึงนําไปสู่ ผลคูณจุด (Dot product) ของเวกเตอร์น่ันเอง โดยท่ี 
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   
1

1

,

i j i j ji j i

i j
i j

ik i
kj j

e e g x g x e e

g g

g g 





    

      
       

g g

g g

     

     (7) 

 
สังเกตว่าในพิกัดท่ัวไป ฐานหลัก  3 1i i

e 
  ไม่จําเป็นต้องประกอบด้วยเวกเตอร์ฐานหลักท่ีต้ังฉากกัน เช่น 

มี  i j i je e g x   
 อยู่ในฐานะสนามในอวกาศท่ีข้ึนกับตําแหน่งและมีค่าไม่เท่ากับ 0 ก็ได้ โดยที่มีปริมาณ   

เทนเซอร์เมทริก (Metric tensor) ท่ีเขียนได้ในรูปเมทริกซ์สมมาตร T
i jg   g g  และมีตัวผกผันท่ีเขียนเป็น 

1 i jg    g  จากสมบัติน้ี ทําให้เรานิยามพิกัด ix  ท่ีมีควบคู่ (Dual) ไปกับ 
ix  ได้ว่า 

 
d d , d dj i i j
i i j jx g x x g x       (8) 

 

ในทํานองเดียวกัน นิยามฐานหลักส่วนกลับ (Reciprocal basis)  3
1

i

i
e



  ท่ีมีควบคู่ไปกับฐานหลัก  3 1i i
e 
  ดังน้ี 

 
,i i j j

j i i j

i ik ik ik i
j k j k j kj j

e g e e g e

e e e g e g e e g g 

 

      

   

          (9) 

 
สังเกตว่า โดยท่ัวไปเวกเตอร์ฐานหลักส่วนกลับ ie

  ต้ังฉากกับ je

 เม่ือ i j  ทําให้การคํานวณผลคูณจุดของ

เวกเตอร์ในพิกัดท่ัวไปง่ายข้ึนมากถ้าเขียนเวกเตอร์หน่ึงในรูปฐานหลักและอีกเวกเตอร์หน่ึงในรูปฐานหลักส่วนกลับ 

การมีฐานหลักส่วนกลับ  3
1

i

i
e



  ทําให้สามารถเขียนการกระจัดน้อยย่ิงและสมการเมทริกในรูปองค์ประกอบ 

(Component) ตามพิกัดอีกแบบหน่ึง d di ix e x    ได้ดังน้ี 
 

 
 

 2

d d d

d d d

d d d d d

i i
i i

ji i i
j i i i

i j i j
i j i j

x e e x e x

e g x e e x e x

s e e x x g x x x

  

   

  

    

    

  
         (10) 

 
ยังมีอีกช่ือท่ีนิยมเรียกฐานหลักท้ังสองชนิดคือ เรียก  3 1i i

e 
  ว่า ฐานหลักโคแวเรียนต์ (Covariant basis) และ

เรียก  3
1

i

i
e



  ว่า ฐานหลักคอนทราแวเรียนต์ (Contravariant basis)  

 (ค.2) ระยะห่างระหว่างจุด 2 จุด เป็นธรรมชาติของอวกาศท่ีไม่ข้ึนกับพิกัดท่ีใช้บรรยาย หรืออีกนัยหน่ึง

ไม่แปรเปล่ียน (Invariant) ในการแปลงพิกัด เขียนได้เป็น 2 2d ds s  เม่ือใช้การแปลงผกผันในสมการ (2) จัดรูป
ได้ว่า 
 



 Thai Journal of Physics                     Vol. 40 No. 1 (2023) 18-34           
 

 
 
 

23 

   

2

2

d d d

d d

d d

d d

d d d

k l
kl

k l
i j

kli j

k l
i j

k li j

i j
i j

i j
i j

s g x x

x x
g x x

x x

x x
e e x x

x x

e e x x

g x x s

 
 

 
 

 
 

 
 



 

 
    

           

 

 

 

 

         (11) 

 
จากมูลบทข้อ (ค.2) ทําให้เราได้สมบัติการแปลงพิกัดของสนาม i jg  ว่า 

 

    
k l

i j kli j

x x
g x g x x

x x
   

  
 

             (12) 

 
และสามารถเขียนเมทริกซ์การแปลงพิกัดผกผันในรูปเมทริกซ์การแปลงพิกัดดังน้ี 
 

i l
ik

l jj k

x x
g g

x x



 
 


 

           (13) 

 
และยังทําให้เราสามารถหาการแปลงพิกัดท่ัวไปของ ie

 , ie
 , และ d ix  ได้ สรุปเป็นตารางท่ี 1 ดังน้ี 

 

ตารางท่ี 1 แสดงการแปลงพิกัดท่ัวไปขององค์ประกอบคอนทราแวเรียนต์และโคแวเรียนต์ 

การแปลงขององค์ประกอบคอนทราแวเรียนต์ การแปลงขององค์ประกอบโคแวเรียนต์ 

d d
i

i j
j

x
x x

x


 



 

k

i ki

x
e e

x
 





 
 

i
i j

j

x
e e

x


 



 
 d d

j

i j i

x
x x

x
 





 

 
จากการแปลงในตารางท่ี 1 ทําให้เวกเตอร์การกระจัดก็ไม่แปรเปลี่ยนในการแปลงพิกัดด้วย กล่าวคือ 
 

d d d d

d d d d

i i
i i

i i
i i

x e x e x x

x e x e x x







   

   

   

              (14) 

 

เม่ือท่ีจุด x

 ใด ๆ ใน 3R  มีการกระจัด d d i

ix e x   เป็นเวกเตอร์ชนิดแรก ดังน้ันท่ีจุดนี้สามารถมีปริมาณอ่ืน
ท่ีมีสมบัติพีชคณิตเช่นเดียวกับการกระจัด ได้แก่ การรวมกันเชิงเส้นตามสมการ (5) และผลคูณจุดตามสมการ (6) 

เพียงแต่ปริมาณดังกล่าวเป็นสนามท่ีมีค่าและทิศอยู่ท่ีแต่ละจุด x

 เท่าน้ันไม่ได้กินอาณาบริเวณเป็นเส้นในอวกาศ

อย่างการกระจัด น่ันก็คือ ปริมาณในรูป สนามเวกเตอร์ (Vector field)    i
ia x e a x     ท่ีบรรยายสมบัติของ

วัตถุฟิสิกส์ท่ีจุดต่าง ๆ ใน 3R  น่ันเอง 
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ช้ินประกอบปริมาตรและผลคูณไขว้ 

ก่อนท่ีเราจะนิยามช้ินประกอบปริมาตรใน 3R  ในรูปพิกัดท่ัวไป เราจะพิจารณา 2 ประเด็น กล่าวคือ  
1. การแปลงพิกัดท่ัวไปของดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริก detg  g  จาก 

 
Tk l

i j kli j

x x x x
g g

x xx x
   

                     
g g     (15) 

 
ได้ว่า 
 

2

2 2

det det det

sgn det det

det det det

sgn det det det

x
g

x

x x
g g

x x

x x
g

x x

x x x
g h

x x x

      
        

            
         

g g

h

    (16) 

 
ถึงแม้อวกาศแบบยุคลิดมี 0g   แต่เราใช้สัญลักษณ์ค่าสัมบูรณ์ 0g   เพ่ือให้สามารถขยายไปใช้กับอวกาศแบบ

ยุคลิดเทียม (Pseudo-Euclidean) อย่างอวกาศเวลา (Spacetime) 4 มิติ ในทฤษฎีสัมพัทธภาพท่ีมี 0g   ได้ 

ส่วนถ้าเร่ิมการแปลงจาก เมทริกในพิกัดคาร์ทีเซียน  , ,ix x y z  ซ่ึงเขียนเป็น ˆ ˆi j i j i jh e e            h  และ 

11 22 33det 1h h h h  ไปสู่ detg ในพิกัดใด ๆ ก็จะได้สมการการแปลงชุดหลังของสมการ (16) น่ันเอง โดยท่ีได้
เขียน  det sgn det detX X X  และ  sgn det X  หมายถึง เคร่ืองหมายบวก/ลบของค่า detX  เราสามารถ

แบ่งการแปลงพิ กัด 2 ประเภท ไ ด้แ ก่ การแปลงพิ กัดแท้ (Proper coordinate transformation) ท่ี มี 
det det 0X X   และการแปลงพิกัดไม่แท้ (Improper coordinate transformation) ท่ีมี det det 0X X      

 2. ทฤษฎีบทการเปล่ียนตัวแปร  i i jx x x   ในอินทิกรัล มีว่า [6]  

 

   1 2 3 1 2 3d d d d d d det
V V

x
x x x f x x x x f x

x
     

  
    (17) 

 
ต่อไป เราจะเร่ิมแนะนําแนวคิดของช้ินประกอบปริมาตรในพิกัดท่ัวไปโดยเร่ิมจากช้ินประกอบปริมาตรในพิกัด    
คาร์ทีเซียนท่ีเราคุ้นเคยกันดี ในพิกัดคาร์ทีเซียนมีสมการเมทริกในรูป 
 



 Thai Journal of Physics                     Vol. 40 No. 1 (2023) 18-34           
 

 
 
 

25 

   

 

     
     

2

3
2

1

2 2 21 2 3

2 2 2

ˆ ˆd d d d d

d

d d d

d d d

i j i j
i j i j

i
i i

i

s e x e x h x x

h x

x x x

x y z

   
   




 

 

  

  



  

  


    (18) 

 
เน่ืองจากระยะห่างระหว่างจุด 2 จุดน้ันนิยามจากสมการเมทริก ดังน้ันแนวคิดของปริมาตรท่ีว่า “กว้าง (Width) 
คูณ ยาว (Length) คูณ สูง (Height)” ในพิกัดคาร์ทีเซียน ก็จะต้องเขียนระยะของสัน (Edge) ต่าง ๆ ได้แก่ กว้าง 
(ตามแนวแกน x ), ยาว (ตามแนวแกน y ), และสูง (ตามแนวแกน z ) โดยใช้เมทริกตามสมการ (18) สําหรับแต่
ละสัน ได้ว่า 
 

 

 

 

1 1 1 1
1 1

2 2 2 2
2 2

3 3 3 3
3 3

d width d d d d

d length d d d d

d height d d d d

s s s h x

s s s h x

s s s h x

   
 

   
 

   
 

   

   

   

 

 

 

     (19) 

 
จากช้ินประกอบปริมาตรในพิกัดคาร์ทีเซียนทําการแปลงให้เป็น ช้ินประกอบปริมาตรในพิกัดท่ัวไป ได้ว่า 
 

     3

1 2 3
1 1 2 2 3 3

1 2 3
1 1 2 2 3 3

1 2 3

(1)
1 2 3

(2)
1 2 3

(3)
3

d d width d length d height

d d d

d d d

d d d

det d d d

sgn det d d d

sgn det d

x

h x h x h x

h h h x x x

h x x x

x
h x x x

x

x
g x x x

x

x
x

x

  
     

  
     

  













    
    

     (20) 

 
ข้ันตอน (1) น้ันได้ใช้สมการ (17) และข้ันตอน (2) น้ันได้ใช้สมการ (16) ทําให้เราได้รูปของช้ินประกอบปริมาตร 
3d x ในรูปพิกัดท่ัวไป ix  เน่ืองจากเมทริก 2d s  มีสมบัติไม่แปรเปลี่ยนในการแปลงพิกัด ช้ินประกอบปริมาตรท่ี

นิยามจากเมทริกก็มีสมบัติไม่แปรเปลี่ยนในการแปลงพิกัดด้วยเช่นกัน แต่ในการแปลงพิกัดของช้ินประกอบปริมาตร
อาจมีการกลับเคร่ืองหมาย เช่น  sgn det x x   เพราะการแปลงพิกัดน้ันมีท้ังแบบแท้และไม่แท้ โดยอย่างหลังมี

การกลับเคร่ืองหมายของสันของช้ินประกอบปริมาตรได้ (ดูต่อในหัวข้อถัดไป) 
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 ในการเช่ือมโยง ช้ินประกอบปริมาตรตามสมการ (20) กับ ผลคูณไขว้ของเวกเตอร์ พิจารณาการวิเคราะห์
ตามข้ันตอนดังน้ี 
 

 

(1)
3 1 2 3

(2)
1 2 3

1 2 3
1 2 3

d d d d

det d d d

d d d
i j k

x h x x x

x
h x x x

x

x x x
h i j k x x x

x x x

  

  







    
  

  

 

 

3(3)
1 2 3

1 2 3

(4)
1 2 3

1 2 3

(5)
1 2 3

1 2 3

ˆ ˆ d d d

ˆ ˆ ˆ d d d

ˆ ˆ ˆ d d d

i j k
l

i

i l j k

i j k

i j k

i j k

i j k

x x x
e e h l j k x x x

x x x

x x x
e e e x x x

x x x

x x x
e e e x x x

x x x

  




   

  

  

  

  

     
  

  
  

  
   

       



   (21) 

 

 

 

(6)
1 2 3

1 2 3

(7)
1 1 2 3

1

(8)
1 2 3

(9) (10)
3 1 2 3

d d d

sgn det 123 d d d

sgn det d d d

sgn det d d d d

e e e x x x

x
e e g x x x

x

x
g x x x

x

x
x x x x

x

  

     
    
      

  

 

  

 

 
จากการดําเนินการตามข้ันตอนต่าง ๆ ในสมการ (21) ทําให้เราได้นิยามการดําเนินการระหว่างเวกเตอร์อีกชนิด

หน่ึง น่ันคือ ผลคูณไขว้ น่ันเอง ในข้ันตอน (1) เราเร่ิมจาก 3d x  ในพิกัดคาร์ทีเซียนหน่ึงเพ่ือต้ังมาตรฐานของ

เคร่ืองหมายของ 3d x  (ดูท่ี 1o   ในหัวข้อถัดไป) หลังจากน้ันในข้ันตอน (2) จึงแปลงพิกัดเป็นพิกัดท่ัวไปโดย
ใช้สมการ (17)  ในข้ันตอน (3)–(4) มีการนิยามผลคูณไขว้ของเวกเตอร์ฐานหลักคาร์ทีเซียนว่า 
 

 

ˆ ˆ ˆ

1

i
j k i j k

i j k

e e o e

h i j k

o






    

  

 

  

 

       (22) 

 
ในข้ันตอน (5)–(6) ทําการแปลง îe  ไปเป็นเวกเตอร์ฐานหลักในพิกัดท่ัวไป ie

  โดยใช้สูตร ˆ j i
i je e x x

    ท่ี

อ้างจากตารางท่ี 1  ในข้ันตอน (6)–(8) ก็จะได้ว่า 
 

      1
2 3 sgn det 123

x
e e oe g

x

     
    
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ทําให้สรุปผลคูณไขว้ของเวกเตอร์ฐานหลักในพิกัดท่ัวไปได้ว่า 
 

   

sgn det

i
j k ijk

ijk

e e oe

x g ijk

x
o o

x





 



    

  


      (23) 

 

สังเกตว่ามีเคร่ืองหมาย o  ท่ีสัมพันธ์กับการแปลงพิกัดว่าเป็นแบบแท้หรือไม่แท้จากพิกัดคาร์ทีเซียนเร่ิมต้นท่ีต้ังเป็น
มาตรฐาน  
 สรุปท่ัวไปได้ว่า เม่ือให้    i

ia x e a x     และ    i
ib x e b x

     เป็นสนามเวกเตอร์ใด ๆ ใน 3R  นิยาม 

ผลคูณไขว้ในพิกัดท่ัวไป ว่า 
 

j k
j k

i j k i
ijk i

c a b e e a b

oe a b oe c

   

 

   

         (24) 

 
น่าจะเป็นแบบฝึกหัดท่ีดีสําหรับผู้อ่านให้ลองแสดงหรืออ้างเหตุผลให้ได้ว่า 
 

   
sgn

ijk il jm kn
lmn

j k ijk
i

g g g

ijk
g

g

e e oe

 







   

      (25) 

 
ในสมการ (21) ข้ันตอนท่ี (6) และ (10) ทําให้เราสามารถเขียนช้ินประกอบปริมาตรท่ัวไปในรูปผลคูณสาม
เวกเตอร์แบบสเกลาร์ (Scalar triple product) ได้ กล่าวคือ สําหรับการกระจัดน้อยย่ิงใด ๆ ท่ีเขียนในรูปพิกัด
ท่ัวไป ได้แก่ d d i

ia e a  , d d i
ib e b

   และ d d i
ic e c   ท่ีออกจากจุด P เดียวกันโดยไม่ขนานกันและไม่

จําเป็นต้องต้ังฉากกัน ช้ินประกอบปริมาตรรูปกล่องด้านขนาน (Parallelepiped) ท่ีจุด P ท่ีมีสันท่ีประกอบด้วย
การกระจัดท้ังสามและสันท่ีขนานกัน (ดังรูปท่ี 3) อยู่ในรูปผลคูณสามเวกเตอร์แบบสเกลาร์ว่า 
 

 

 

3d d d d

d d di j k
ijk

i j k ijk

o V a b c

a b c o

e e e o





  



  

 

  
      (26) 
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รูปท่ี 3 ชิ้นประกอบปริมาตรรูปกล่องด้านขนานท่ีจุด P ท่ีมีสันท่ีประกอบขึ้นจากการกระจัดทั้งสามและสันท่ีขนานกัน 
 

 การหันทิศของเวกเตอร์ฐานหลัก 

 สั ง เกตจากสมการ (21) , (23) และ (26) ว่ า มีป ริมาณ  i j k ijke e e o      ท่ี เ ค ร่ื องหมาย 

 sgn deto o x x    ของปริมาณน้ีแสดงการหันทิศท่ีเรียกว่า โอเรียนเทชัน (Orientation) ของเวกเตอร์ฐาน

หลักท้ังสามท่ีจุด x

 เทียบกับการหันทิศของเวกเตอร์ฐานหลักคาร์ทีเซียนต้ังต้นชุดหน่ึง  3 1î i

e   เพ่ือให้เห็นภาพ 

พิจารณาการแปลงระหว่างพิกัดคาร์ทีเซียนด้วยกัน กล่าวคือ ถ้าเราเร่ิมต้นจากพิกัดคาร์ทีเซียน ix  ท่ีกําหนด
เคร่ืองหมาย 1o   ให้มีว่า  1 2 3 123ˆ ˆ ˆ 1e e e o      โดยสอดคล้องกับการกําหนดการหันทิศของเวกเตอร์ฐาน

หลัก  3 1î i
e   ตาม กฎมือขวา (Right-hand rule) ดังรูปท่ี 4 จากสมการ (23) และ (26) เม่ือ 1h h   

ได้ผลการแปลงว่า  
 

   1 2 3ˆ ˆ ˆ 1 2 3

sgn det

e e e o

x
o o

x

        

     

      (27) 

 

สังเกตว่า o  จะมีค่าเท่ากับ 1  หรือ 1  ข้ึนกับการแปลงพิกัด ˆ ˆ
k

i ki

x
e e

x
 





 (ดูตารางท่ี 1) ว่าจะยังคง

รักษาการหันทิศของเวกเตอร์ฐานหลักตามกฎมือขวาหรือไม่ ตัวอย่างเช่น การแปลงจาก  1 2 3ˆ ˆ ˆ, ,e e e  ไปยัง 

 1 2 3ˆ ˆ ˆ, ,e e e    ท่ียังคงรักษาการหันทิศตามกฎมือขวาดังรูปท่ี 4 ท่ีเขียนได้ว่า 

 
     

 

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , ,

1 0 0

0 1 0 det 1

0 0 1

ˆ ˆ ˆ 1

e e e e e e e e e

x x

x x

e e e

  

  

   

 
         

  
   

    (28) 
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รูปท่ี 4 การแปลงพิกัดแบบ det 1x x     ของเวกเตอร์ฐานหลักคาร์ทีเซียนจาก  1 2 3ˆ ˆ ˆ, ,e e e  ที่หันทิศตามกฎมือขวา

โดยมี 2 3 1ˆ ˆ ˆe e e   ไปยัง  1 2 3ˆ ˆ ˆ, ,e e e    ท่ีหันทิศตามกฎมือขวาเช่นกันโดยมี 2 3 1ˆ ˆ ˆe e e     

 
และ การแปลงจาก  1 2 3ˆ ˆ ˆ, ,e e e  ไปยัง  1 2 3ˆ ˆ ˆ, ,e e e    ท่ีเป็นเสมือนภาพสะท้อนในกระจก (Parity) ของ  1 2 3ˆ ˆ ˆ, ,e e e  

ดังรูปท่ี 5 ก็จะได้การหันทิศของ  1 2 3ˆ ˆ ˆ, ,e e e    ตามกฎมือซ้าย (Left-hand rule) ซ่ึงเป็นตัวอย่างของการแปลง

พิกัดแบบไม่แท้ 
 

     

 

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , ,

1 0 0

0 1 0 det 1

0 0 1

ˆ ˆ ˆ 1

e e e e e e e e e

x x

x x

e e e

  

  

  

 
         

  
   

     (29) 

 
 

 
 

รูปท่ี 5 การแปลงพิกัดแบบ det 1x x     ของเวกเตอร์ฐานหลักคาร์ทีเซียนจาก  1 2 3ˆ ˆ ˆ, ,e e e  ที่หันทิศตามกฎมือขวา

โดยมี 2 3 1ˆ ˆ ˆe e e   ไปยัง  1 2 3ˆ ˆ ˆ, ,e e e    ที่หันทิศตามกฎมือซ้ายโดยมี 2 3 1ˆ ˆ ˆe e e       

 
การกําหนดฐานหลักคาร์ทีเซียนเร่ิมต้นว่าให้  1 2 3ˆ ˆ ˆe e e   มีเคร่ืองหมายเป็น 1  หรือ 1  ถือเป็นการกําหนด

สมบัติชนิดหน่ึงให้กับ 3R  และถือเป็นมูลบทอีกข้อหน่ึงของอวกาศ 3R  กล่าวคือ  
 (ง) สมบัติโอเรียนเทชัน (Orientation) คือ การกําหนดค่าเคร่ืองหมาย o ให้กับปริมาณ  1 2 3ˆ ˆ ˆe e e   

สําหรับฐานหลักคาร์ทีเซียนหน่ึง  1 2 3ˆ ˆ ˆ, ,e e e  ของอวกาศ 3 มิติ ซ่ึงสามารถกําหนดค่าได้ 2 แบบ 1  หรือ 1  

กล่าวคือ 
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   1 2 3 123ˆ ˆ ˆ 123 1e e e o h            (30) 

 
ค่าเคร่ืองหมายของ  1 2 3ˆ ˆ ˆe e e   เม่ือกําหนดแล้วจะไม่แปรเปล่ียนในการแปลงพิกัดแท้ซ่ึงเป็นการแปลงพิกัดท่ี

เกิดข้ึนในโลกจริง  

 จากสมการ (23), (24), และ (26) ในอวกาศ 3R  ในพิกัดใด ๆ เรามีปริมาณสนามท่ีมี 3 ดัชนีท่ีเรียกว่า 
เทนเซอร์เลวี-ชีวิตา (Levi-Civita tensor) ท่ีมีนิยามและการแปลงพิกัดท่ัวไปว่า 
 

     

    

ijk

i j k

i j k ijki j k

x g x ijk

x x x
o x o x x

x x x



      



    
  

 

        (31) 

 
เราอาจเขียนสมการการแปลง (31) ได้อีกแบบ โดยใช้ 
 

     

det det det

sgn det sgn det

sgn det sgn det

x x x

x x x
x x
o o o

x x

x x
o

x x

  
 
   
             
            

 

 
ได้ว่า 
 

     
 

  

sgn det i j k

i j k

ijki j k

x
x

x

x x x
x x

x x x





  

  

    

   
  



 
      (32) 

 
ทําให้ได้การแปลงพิกัดขององค์ประกอบ ic  ของผลคูณไขว้ (24) อยู่ในรูป 
 

sgn det

j

i ji

j

i ji

x
o c oc

x

x x
c c

x x

 

 

 

  

    

 

 
ซ่ึงต่างจากการแปลงพิกัดท่ัวไปขององค์ประกอบโคแวเรียนต์ของเวกเตอร์ j i

i ja x x a     (ดูตารางท่ี 1) ตรงท่ี

มีเคร่ืองหมาย  sgn det x x   ท่ีแสดงการเปล่ียนโอเรียนเทชันเน่ืองจากการแปลงพิกัด ดังน้ันผลคูณไขว้ระหว่าง

เวกเตอร์ได้ผลลัพธ์เป็นปริมาณท่ีคล้ายเวกเตอร์ท่ีเรียกว่า เวกเตอร์เทียม (Pseudovector)  
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 น่าสังเกตว่า ผลคูณไขว้ของ 2 เวกเตอร์ นิยามได้ในอวกาศ 3 มิติเท่าน้ัน เพราะผลคูณไขว้ระหว่าง 2 
เวกเตอร์ท่ีไม่ขนานกันได้ผลลัพธ์เป็นเวกเตอร์อีกตัวหน่ึงท่ีต้ังฉากกับ 2 เวกเตอร์ต้ังต้น ผลลัพธ์จะเป็นได้อย่างเดียว 
(Unique) เม่ืออยู่ในอวกาศ 3 มิติเท่าน้ัน อย่างไรก็ดี ในอวกาศหลายมิติ สามารถนิยามช้ินประกอบปริมาตรได้
โดยการขยายนิยามของเทนเซอร์เลวี-ชีวิตาในสมการ (26), (31), และ (32) ไปหลายมิติได้ เช่น ช้ินประกอบ
ปริมาตรของอวกาศเวลา 4 มิติ อยู่ในรูป [7] 
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

 





    

     (33) 

 
โดยท่ีดัชนีอักษรกรีกหมายถึงตัวเลข 0 , 1 , 2 , 3  และ   เป็นองค์ประกอบของเทนเซอร์เลวี-ชีวิตา ในอวกาศ
เวลา 4 มิติ  นอกจากน้ี ในวิชาเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์มีแนวการศึกษา (Approach) ท่ีเป็นนามธรรมและท่ัวไปกว่า 
โดยการสร้างปริมาณชนิดใหม่ท่ีเรียกว่า ดิฟเฟอเรนเชียลฟอร์ม (Differential form) [7] ซ่ึงใช้ได้ในอวกาศโค้ง
หลายมิติ มาใช้แทนผลคูณไขว้ท่ีใช้ได้เฉพาะในอวกาศแบบยุคลิด 3 มิติ หัวข้อน้ีอยู่เหนือขอบเขตของบทความน้ี 

 

ตัวอย่าง 

ในท่ีนี้ขอยกตัวอย่างผลคูณไขว้ในพิกัดทรงกลม (Spherical coordinates) ซ่ึงเป็นพิกัดโค้งเชิงเส้น 
(Curvilinear coordinates) ท่ีมีเวกเตอร์ฐานหลักต้ังฉากกัน ท่ีใช้พิกัดน้ีเพราะเป็นพิกัดหน่ึงท่ีนักฟิสิกส์คุ้นเคยมาก
ท่ีสุด ถึงแม้ไม่ใช่พิกัดท่ีฐานหลักไม่ต้ังฉากกันดังท่ีบทความน้ีกล่าวถึงโดยท่ัวไปก็ตาม ฟังก์ชันการแปลงระหว่าง
พิกัดคาร์ทีเซียน    1 2 3, , , ,x x x x y z     กับพิกัดทรงกลม    1 2 3, , , ,x x x r    มีว่า 
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          (34) 

 
และได้เมทริกซ์การแปลงว่า   
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จากตารางท่ี 1 แทนค่าได้ว่า 
 

     
ˆ

ˆ ˆ ˆsin cos sin sin cos

i

r i

x y z

x
e e

r

e e e    









  



 

     
 

ˆ

ˆ ˆ ˆcos cos cos sin sin

i

i

x y z

x
e e

r e e e

 
    









  



 

     
 

ˆ

ˆ ˆsin sin cos

i

i

x y

x
e e

r e e

 

  









  



 

 
หมายเหตุว่าในตําราฟิสิกส์นิยมใช้ฐานหลักต้ังฉากหน่ึงหน่วย (Orthonormal basis) กล่าวคือ ใช้  ˆ ˆ ˆ, ,re e e   

มากกว่า  , ,re e e 
    ซ่ึงท้ังสองสัมพันธ์กันด้วย î i i i i iie e e e e g       และได้เทนเซอร์เมทริกในรูปพิกัด

ทรงกลมว่า 
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จากสมการ (9) แทนค่าได้ว่า 
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สําหรับเวกเตอร์ใด ๆ ในพิกัดทรงกลมเขียนได้เป็น r

ra e a e a e a 
        แทนค่าต่าง ๆ ลงในสมการ (23) 

ได้ว่า 
 



 Thai Journal of Physics                     Vol. 40 No. 1 (2023) 18-34           
 

 
 
 

33 

  2
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          (35) 

 
และจากสมการ (24) ได้ว่า 
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          (36) 

 
จากสมการ (26) ได้ช้ินประกอบปริมาตรท่ีมีสันตามเวกเตอร์ฐานหลักในพิกัดทรงกลมท่ีเราคุ้นเคยกันดีว่า 
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สรุป 

เราได้อธิบายแนวคิดของผลคูณไขว้ของเวกเตอร์ในอวกาศ 3 มิติแบบยุคลิดในเชิงเรขาคณิต โดยการ
เช่ือมโยงกับช้ินประกอบปริมาตรในพิกัดท่ัวไป และได้สูตรการคํานวณผลคูณไขว้ในพิกัดท่ัวไป แล้วอธิบายแนวคิด
ของโอเรียนเทชันของอวกาศ นอกจากน้ีได้กล่าวแนะนําวิธีขยายแนวคิดของผลคูณไขว้ของเวกเตอร์ในอวกาศ 3 
มิติ ไปสู่อวกาศเวลา 4 มิติ โดยใช้เทนเซอร์เทนเซอร์เลวี-ชีวิตา สุดท้ายได้ยกตัวอย่างการหาผลคูณไขว้และช้ิน
ประกอบปริมาตรในพิกัดทรงกลม ซ่ึงเป็นพิกัดหน่ึงท่ีนักฟิสิกส์คุ้นเคยกันดี 
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