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การแก้ปัญหาเส้นทางเดนิบนผวิโลก ในการแข่งขันโอลมิปิกดาราศาสตร์
และฟิสิกส์ดาราศาสตร์ระหว่างประเทศ 

อ ำนำจ สำธำนนท์1 
 

 
บทคดัย่อ 

กำรแข่งขนัโอลิมปิกดำรำศำสตร์และฟิสิกส์ดำรำศำสตร์
ระหว่ำงประเทศคร้ังท่ี 6 มีข้อสอบภำคทฤษฎีข้อหน่ึงเก่ียวกับ
เส้นทำงเดินบนผิวโลกท่ีท ำให้นักเดินทำงมองเห็นกำรเคล่ือนท่ี
ของดำวฤกษ์เปล่ียนไปจำกปกติ ปัญหำขอ้น้ีจัดอยู่ในระดับยำก
ท่ีสุด [1] แต่มีควำมน่ำสนใจท่ีท้ำทำยจินตนำกำรเป็นอย่ำงมำก 
คณะกรรมกำรกำรแข่งขนัตอ้งกำรค ำตอบเป็นเส้นกรำฟซ่ึงร่ำงข้ึน
เพ่ือแสดงเส้นทำงกำรเคล่ือนท่ีแบบคร่ำว ๆ และแสดงกำรหำ
ควำมเร็วในกรณีง่ำย ๆ กรณีหน่ึง  

อย่ำงไรก็ตำมในกำรแข่งขันไม่มีผูเ้ข้ำแข่งขันคนใดท่ี
สำมำรถท ำขอ้น้ีไดอ้ย่ำงสมบูรณ์ ค ำตอบของปัญหำน้ียงัค่อนขำ้ง
คลุมเครือ และมีประเด็นให้ถกเถียงกัน เน่ืองจำกยงัไม่มีวิธีกำร
แกปั้ญหำเพ่ือให้ไดค้  ำตอบเชิงวิเครำะห์ (analytic solution) ในเชิง
ปริมำณ (quantitative) ได้อย่ำงชัดแจ้ง แม้จนกระทั่งบัดน้ี  ใน
หนังสือซ่ึงรวบรวมค ำถำมพร้อมวิธีท ำและค ำเฉลยท่ียอมรับอยำ่ง
เป็นทำงกำรของคณะกรรมกำรจัดกำรแข่งขัน [1], [2] ก็ยงัไม่
ปรำกฏกำรวเิครำะห์ในรูปแบบน้ีใหเ้ห็น  

บทควำมน้ีจะอธิบำยลกัษณะเฉพำะและควำมน่ำสนใจ
ของค ำถำมขอ้น้ี พร้อมอธิบำยเฉลยท่ีคณะกรรมกำรใชใ้นกำรตรวจ
ในระหวำ่งกำรแข่งขนั ควำมยุง่ยำกในหำค ำตอบท่ีท ำให้มีประเด็น
ขดัแยง้ และในส่วนทำ้ยจะน ำเสนอกำรแกปั้ญหำน้ีโดยใชเ้มตริกซ์
กำรหมุน ซ่ึงเป็นวธีิกำรแกปั้ญหำน้ีอยำ่งท่ีเป็นธรรมชำติกวำ่ พร้อม
ผลเฉลยเชิงวเิครำะห์ท่ีสำมำรถใชไ้ดใ้นกรณีทัว่ไป ซ่ึงท ำใหเ้ห็นถึง
ควำมไม่สมบูรณ์ของผลเฉลยท่ีใชใ้นกำรแข่งขนัวำ่เป็นจริงเฉพำะ
ในกรณีท่ีง่ำยท่ีสุดเท่ำนั้น ซ่ึงน่ำจะเป็นประโยชน์ต่อผูส้นใจปัญหำ
ลกัษณะคลำ้ยกนัน้ีต่อไป 

 
 

การแข่งขันโอลมิปิกดาราศาสตร์และดาราฟิสิกส์ระหว่างประเทศ 
กำรแข่ งขันโอลิมปิกดำรำศำสตร์และดำรำฟิ สิกส์

ร ะ ห ว่ ำ ง ป ร ะ เท ศ  ( International Olympiad Astronomy and 
Astrophysics - IOAA) จัด ข้ึนทุกปีนับตั้ งแต่ ปี  พ .ศ. 2550 โดย
ประเทศไทยได้รับเกียรติจำกคณะกรรมกำรจัดกำรแข่งขัน
โอลิมปิกดำรำศำสตร์และฟิสิกส์ดำรำศำสตร์ระหว่ำงประเทศ 
(IOAA international board) ให้ เป็น เจ้ำภำพ เป็นประเทศแรก 
ประเทศท่ีเป็นสมำชิกจะหมุนเวียนกนัเป็นเจำ้ภำพ ในปีท่ีผ่ำนมำ 
(พ.ศ. 2557) ได้จัด ข้ึน เป็นคร้ังท่ี  8 ท่ี เมืองซู เชียวำ (Suceava) 
ประเทศโรมำเนีย มีทีมเขำ้ร่วมทั้งหมด 42 ทีมจำก 37 ประเทศ และ
ในปีน้ีก ำลงัจะจดัข้ึนท่ีเมืองเซอมำรัง ประเทศอินโดนีเซียในวนัท่ี 
26 กรกฎำคม ถึงวนัท่ี 4 สิงหำคม พ.ศ. 2558 

ประเทศท่ีเขำ้ร่วมกำรแข่งขนัจะจดักำรคดัเลือกนกัเรียน
ในระดบัมธัยมศึกษำตอนปลำยจ ำนวน 5 คนต่อหน่ึงทีม โดยมีครู
สังเกตกำรณ์  1 คน และหัวหน้ำทีม  2 คน ซ่ึงท ำหน้ำท่ี เป็น
กรรมกำรร่วมพิจำรณำขอ้สอบพร้อมค ำเฉลยก่อนกำรแข่งขนั แปล
ขอ้สอบ ตรวจขอ้สอบให้ลูกทีมและอุทธรณ์คะแนน (moderation) 
กบักรรมกำรกลำงในกรณีท่ีคิดวำ่นักเรียนควรไดค้ะแนนเพ่ิม กำร
แข่งขนัประกอบดว้ยขอ้สอบภำคทฤษฎี (50%) ภำควเิครำะห์ขอ้มูล 
(25%) และภำคสงัเกตกำรณ์ (25%)  

ปัญหำท่ีน ำเสนอในบทควำมน้ีเป็นขอ้สอบภำคทฤษฎีขอ้
ท่ี 13 จำกกำรแข่งขันคร้ังท่ี 6 ในปี พ.ศ. 2512 จัดข้ึนท่ีเมือง ริโอ 
เดอ จำเนโร ประเทศบรำซิล เพ่ือควำมเขำ้ใจปัญหำน้ีขออธิบำย
เก่ียวกบักำรเคล่ือนท่ีของวตัถุทอ้งฟ้ำเสียก่อน 

 
การเคลือ่นทีข่องวตัถุท้องฟ้า 

ดำรำศำสตร์ทรงกลมใช้ระบบโลกเป็น ศูนย์กลำง 
(geocentric system) โดยพิจำรณำใหท้รงกลมทอ้งฟ้ำเป็นภำพขยำย 

1 ผูช้่วยศาสตราจารย ์ภาควชิาฟิสกิส ์คณะวทิยาศาสตร ์จุฬาลงกรณ์มหาวทิยาลยั  
   และ รองหวัหน้าทมีตวัแทนประเทศไทยในแขง่ขนัโอลมิปิกดาราศาสตรแ์ละฟิสกิสด์าราศาสตรร์ะหว่างประเทศครัง้ที ่5 ประเทศโปแลนด ์
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 ของทรงกลมโลกไปในอวกำศดังรูปท่ี  1 (ข) ดำวฤกษ์
และวตัถุท้องฟ้ำเสมือนกบัว่ำติดอยูก่บัทรงกลมน้ี จุดท่ีแกนโลก2  
ตดักบัทรงกลมทอ้งฟ้ำเรียกว่ำขั้วฟ้ำเหนือ (North Celestial Pole - 
NCP) และขั้ วฟ้ำใต้ (South Celestial Pole – SCP) ซ่ึงตรงกับขั้ ว
โลกเหนือ (north pole) และขั้วโลกใต ้(south pole) ตำมล ำดบั เส้น
ศูนยสู์ตรบนผิวโลกก็ขยำยออกไปเป็นเส้นศูนยสู์ตรฟ้ำ (Celestial 
Equator - CE)  

กำรหมุนรอบตวัเองของโลกท ำให้ผูส้ังเกตมองเห็นวตัถุ
ท้องฟ้ำโคจรเป็นวงกลมรอบขั้วฟ้ำทั้ งสองเรียกว่ำ กำรเคล่ือนท่ี
ประจ ำวนั (diurnal motion) เพรำะวตัถุทอ้งฟ้ำจะโคจรครบรอบใน

เวลำ 1 วนัดำรำคติ3   
ส ำหรับผูส้งัเกตท่ีอยูซี่กโลกเหนือ (northern hemisphere) 

จะเห็นดำวฤกษโ์คจรรอบขั้วฟ้ำเหนือ ซ่ึง ปัจจุบนัใกลก้บัต ำแหน่ง
น้ีมีดำวฤกษท่ี์สวำ่งพอท่ีจะสังเกตไดด้ว้ยตำเปล่ำดวงหน่ึงท่ีเรียกวำ่
ดำวเหนือ (Polaris) ในแต่ละวนัผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่งบนพ้ืนโลกจะเห็น
ทรงกลมทอ้งฟ้ำจะหมุนจำกตะวนัออกไปตะวนัตกพำให้ดำวฤกษ์
และวตัถุทอ้งฟ้ำโคจรทวนเข็มนำฬิกำรอบขั้วฟ้ำจำกทิศตะวนัออก
ไปทิศตะวนัตก  

ผูส้งัเกตท่ีต ำแหน่งต่ำง ๆ บนโลกจะเห็นดำวฤกษข้ึ์นและ
ตกยงัทิศตะวนัตกดังรูปท่ี  1 (ค) และเม่ือถ่ำยภำพโดยเปิดหน้ำ

 
(ก) เสน้ดำว [3] 

ศุภฤกษ ์คฤหำนนท:์ Canon EOS 5D Mark2 /17-40 มม. /F4/ISO 400/ 4 ชัว่โมง 20 นำที (30 วนิำที x 520 ภำพ) 

 
(ข) กำรหมุนของทรงกลมทอ้งฟ้ำ 

 
(ค) กำรโคจรของวตัถุทอ้งฟ้ำท่ีสงัเกตเห็นบนโลก [3] 

รูปที ่ 1 ต  ำแหน่งและทิศทำงกำรหมุนของทรงกลมทอ้งฟ้ำ 

2  แกนโลก หมายถงึ แกนหมนุของโลก (earth rotational axis) 
3  วนัดาราคติ (sidereal day) คอืระยะเวลาที่โลกหมุนรอบตวัเองเมือ่เทยีบกบัจุดที่อยู่ไกลมาก ๆ ในอวกาศ ซึ่งคดิเป็นเวลาเท่ากบั 23 ชัว่โมง 56 

นาท ี4.09 วนิาท ีตามเวลาสุรยิคตเิฉลีย่ทีใ่ชเ้ป็นมาตรฐานเวลาทัว่ไป 
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กลอ้งไวน้ำน ๆ จะปรำกฏเป็นเส้นดำว (star trails) ดงัรูปท่ี 1 (ก) 
โดยฝ่ังขวำและซ้ำยของรูปคือทิศตะวนัออกและทิศตะวนัตก
ตำมล ำดบั 

โลกโคจรรอบดวงอำทิตยใ์นช่วงเวลำหน่ึงปี4   ดังนั้ น
ในช่วงเวลำน้ีจะสังเกตเห็นดวงอำทิตยโ์คจรบนทรงกลมท้องฟ้ำ
ตำมแนวเส้นสุริยวิถี (ecliptic) ดังรูปท่ี  2 แกนกำรโคจรของดวง
อำทิตยซ่ึ์งตั้งฉำกกบัระนำบสุริยวิถีจะตดักบัทรงกลมทอ้งฟ้ำท่ีขั้ว
เหนือและขั้ วใต้สุ ริยวิถี (North and South Ecliptic Poles – NEP 
and SEP) ขั้วเหนือสุริยวิถีเอียงท ำมุม กบัขั้วฟ้ำเหนือ (NCP) จุดท่ี
เส้นสุริยวิถีตัดกับเส้นศูนย์สูตรฟ้ำเรียกว่ำจุดวิษุวตั (equinox) 
ส ำหรับจุดตดัขณะท่ีดวงอำทิตยโ์คจรข้ึนจำกซีกฟ้ำใตไ้ปยงัซีกฟ้ำ
เหนือเรียกวำ่ จุดวสนัตวษิุวตั (vernal equnox) ส่วนจุดตดัในขณะท่ี
ดวงอำทิตยเ์คล่ือนจำกซีกฟ้ำเหนือลงใต้เรียกว่ำ จุดศำรทวิษุวตั 
(autumnal equinox)  

ขอให้สังเกตว่ำเม่ือก ำหนดให้ระบบพิกัดท่ีใช้พิจำรณำ
โดยให้โลกอยู่น่ิง เรำอำจพิจำรณำไดว้่ำทรงกลมทั้งสองเป็นทรง
กลมเดียวกนั แต่ทรงกลมทอ้งฟ้ำจะหมุนในทิศทำงดงัรูปท่ี  2 ท ำ
ใหต้  ำแหน่งของขั้วและเสน้สุริยวถีิมีกำรเปล่ียนต ำแหน่งตลอดเวลำ 

 
รูปที ่ 2 เสน้สุริยวถีิและขั้วสุริยวถีิบนทรงกลมทอ้งฟ้ำ 
 

ปัญหาและค าเฉลย 
ปัญหำท่ีจะน ำเสนอมีใจควำมดงัน้ี 

นกัดำรำศำสตร์ทำงซีกโลกใตค้นหน่ึงพิจำรณำกำรข้ึนของขั้วสุริย
วถีิใต ้(south ecliptic pole) แลว้เกิดควำมคิดวำ่ คงจะสนุกดีถำ้หำก
เห็นดำวบนท้องฟ้ำหมุนวนรอบขั้วสุริยวิถีแทนท่ีจะเป็นขั้ วฟ้ำ 
(celestial pole)  
จงวำดเสน้ทำงกำรเคล่ือนท่ีของผูส้งัเกตท่ีใชเ้ดินทำงในหน่ึงวนับน
พ้ืนผิวโลก ท่ีท ำใหเ้ห็นดำวฤกษท์ั้งหลำยโคจรรอบขั้วใตสุ้ริยวถีิใน
ทิศทำงและคำบเท่ำกบัท่ีโคจรรอบขั้วฟ้ำใต ้และหำควำมเร็ว (ทั้ ง
ทิศทำงและอตัรำเร็ว) ในขณะท่ีผูส้ังเกตเดินทำงผ่ำนเส้นศูนยสู์ตร
คร้ังแรก 

หัวใจของกำรหำค ำตอบของปัญหำน้ีอยู่ว่ำ มีเง่ือนไข
อะไรบ้ำงท่ีจะท่ีท ำให้ผู ้สังเกตเห็นกำรโคจรของดำวฤกษ์ใน
ลกัษณะดงัท่ีโจทยก์ ำหนด ซ่ึงขอแยกเป็นสองประเด็นดงัต่อไปน้ี  

1. ถำ้ทรงกลมท้องฟ้ำอยู่น่ิงเม่ือเทียบกบักรอบอำ้งอิง ผู ้
สังเกตจะเห็นดำวฤกษ์โคจรในทิศทวนเข็มนำฬิกำรอบขั้วสุริยวิถี 
(ทั้ งเหนือและใต)้ เขำจะตอ้งเดินทำงขนำนกับเส้นสุริยวิถีในทิศ
ทวนเขม็นำฬิกำ เพ่ือใหเ้ห็นดำวฤกษโ์คจรรอบขั้วสุริยวถีิดว้ยอตัรำ
เดียวกบัท่ีโคจรรอบขั้วฟ้ำ เขำจะตอ้งเคล่ือนท่ีรอบแกนสุริยวถีิ ดว้ย
อตัรำเร็วเชิงมุม คงท่ีเท่ำกบัอตัรำกำรหมุนของโลก ถำ้ให้T คือ
เวลำ 1 วนั หรือ 24 ชัว่โมงดำรำคติจะไดว้ำ่ 

2

T


   (1) 

สัง เกตว่ำเส้นทำงกำรเค ล่ือน น้ีไม่จ ำเป็นต้องเป็นภำพฉำย 
(projection) ของสุริยวิถีซ่ึงเป็นวงกลมใหญ่ (great circle) แต่อำจ
เป็นวงกลมเลก็ท่ีขนำนกบัเสน้น้ีข้ึนกบัต ำแหน่งและเวลำเร่ิมตน้ 

ดงันั้นอตัรำเร็วเชิงเส้นบนเส้นทำงท่ีก ำหนดน้ีจึงข้ึนกบั
ต ำแหน่งและเวลำเร่ิมตน้ดว้ย ถำ้ให้โลกเป็นทรงกลมสมบูรณ์ท่ีมี
รัศมีเฉล่ีย5 R และ

0 คือมุมท่ีจุดศูนยก์ลำงของโลกวดัจำกภำพฉำย
ของเสน้สุริยวถีิไปถึงต ำบลท่ีเร่ิมตน้เดินทำงตำมแนววงกลมใหญ่ท่ี
ลำกจำกขั้วเหนือไปยงัขั้วใตสุ้ริยวิถี ค่ำของมุม 0 สำมำรถหำได้
จำกต ำแหน่งของผูส้ังเกตและเวลำดำรำคติ และควำมรู้เก่ียวกับ
ตรีโกณมิติทรงกลม อตัรำเร็วเชิงเสน้ของกำรเดินทำงบนเสน้ขนำน
น้ีจะหำไดจ้ำก 
                               0 0cos cosev R V      (2) 

4  ในท่ีน้ีหมำยถึงปีฤดูกำล (tropical year) ซ่ึงเท่ำกบั 365 วนั 5 ชัว่โมง 48 นำที 45.14 วินำที (อำ้งอิงจำกปี 2010) 
5 รัศมีเฉล่ียของโลกเท่ำกบั 6371.0 กิโลเมตร 



                              วารสารฟิสิกส์ไทย                                                                          Thai J. Phys. 32 (2015) 6-15 
 

 9 

เม่ือV R คือ อตัรำเร็วท่ีใชใ้นกำรเคล่ือนท่ีรอบเสน้ศูนยสู์ตรใน
เ ว ล ำ  1 
ว ัน ดำรำ
คติ 

2
. เน่ืองจำกทรงกลมท้องฟ้ำหมุนรอบขั้ วฟ้ำดังแสดงในError! 
Reference source not found. เพื่อให้ผู ้สังเกตมองเห็นทรงกลม
ทอ้งฟ้ำอยู่น่ิง ผูส้ังเกตตอ้งเคล่ือนท่ีดว้ยอตัรำเร็วเชิงมุม ขนำน
กบัเส้นศูนยสู์ตรโลกไปทำงทิศตะวนัตกเพ่ือชดเชยกำรหมุนรอบ
ตวัเองของโลกท่ีท ำให้ผูส้ังเกตเห็นทรงกลมท้องฟ้ำหมุนไปเม่ือ
เทียบกบัผิวโลก จะเห็นได้ว่ำอตัรำเร็วเชิงเส้นตำมแนวขนำนกับ
เส้นศูนยสู์ตรข้ึนกบัละติจูด ของต ำแหน่งเร่ิมตน้บนโลกในขณะ
เร่ิมเดิน ซ่ึงเขียนไดเ้ป็น 
                                     cos cosEv R V      (3) 

สมกำรกำรเคล่ือนท่ี (2) และ (3) ค่อนขำ้งควำมซบัซอ้น
มำก เพรำะนอกจำกต ำแหน่งและเวลำเร่ิมต้นมีผลกับค ำตอบ
สุดท้ำยแล้ว เม่ือเปล่ียนต ำแหน่งละติจูดเน่ืองจำกสมกำร (2) 
อตัรำเร็วตำมสมกำรท่ี (3) ก็ตอ้งเปล่ียนไปดว้ย กล่ำวคืออตัรำเร็ว
เชิงเส้นเพ่ือชดเชยกำรหมุนของโลกไม่เป็นอิสระจำกต ำแหน่งของ
ผูส้งัเกต 

พิจำรณำในกรณีเฉพำะเม่ือผูส้ังเกตเร่ิมต้นเดินทำงบน
เส้นศูนยสู์ตรในขณะท่ีจุดวสันตวิษุวตัก ำลังผ่ำนเมริเดียนท่ีจุด
เหนือศีรษะ (zenith) ของผู ้สังเกตพอดีซ่ึงแสดงว่ำ ขณะนั้ นขั้ ว
เหนือและขั้วใตสุ้ริยวิถีก ำลงัจะตกและข้ึนจำกขอบฟ้ำตำมล ำดับ 
โดยเง่ือนไขน้ี

0 0  และ 0  เม่ือแทนค่ำในสมกำร (2) และ 
(3) จะไดว้ำ่ 
                                              

e Ev v V   (4) 

จำกรูปท่ี 2 (ก) ถำ้ก ำหนดให้แกน z ของระบบช้ีไปยงัขั้ว
โลกเหนือ (ซ่ึงเป็นทิศทำงเดียวกบัขั้วฟ้ำเหนือและขนำนกบัแกน
โลก) และแกน x ช้ีไปยงัจุดวสันตวิษุวตั แกน y จะช้ีไปทำงทิศ
ตะวนัออก โดยเสน้สุริยวถีิท ำมุม  กบัเสน้ศูนยสู์ตร  

ถ้ำก ำหนดให้ ˆˆ ˆ, ,i j k คือ เวกเตอร์ห น่ึ งห น่วยในทิศ
, ,x y z   ต ำม ล ำ ดั บ  จ ะ ไ ด้ ว่ ำ ˆˆˆ cos sine j k      คื อ

เวกเตอร์หน่ึงหน่วยตำมแนวเส้นสุริยวิถีในทิศท่ีเคล่ือนท่ีจำกซีก
โลกใตไ้ปยงัซีกเหนือตำมโจทยก์ ำหนด6 จะไดว้ำ่ 

                         
ˆˆˆ cos sin

ˆ

e

E

v V e V j k

v V j

         
 

  

 

ดงันั้นควำมเร็วรวมท่ีตดักบัเสน้ศูนยสู์ตรตำมโจทยก์ ำหนดคือ 
                    ˆˆcos 1 sinev v v V j k         

 
 (5) 

ถ้ำก ำหนดให้  a คือมุมทิศ (azimuth) ขนำดและทิศทำงของ
ควำมเร็วลพัธ์จึงเป็นค ำตอบดงัท่ีเขียนไวใ้นเอกสำรอำ้งอิง [1], [2] 
ดงัน้ี  

                

 

 

 

 

2 22 2

2

1 cos sin

2 1 cos

sinˆcos
2 1 cos

sin
360 arccos

2 1 cos

a

a

a

v V

V

v
a k

v

a

 











    
 

    

  


 
  
  

 (6) 

 
(ก) ทิศทำงของอตัรำเร็วท่ีเสน้ศูนยสู์ตร 

6  อยำ่งไรก็ตำมจะตอ้งระมดัระวงัในดว้ยว่ำ เวกตอร์หน่ึงหน่วย น้ีจะมีทิศเปล่ียนไปตำมละติจูดและลองจิจูดดว้ย ดงันั้นกำรใช้ จึงเป็นกรณีเฉพำะส ำหรับ
ต ำแหน่งน้ีเท่ำนั้น 
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(ข) เสน้ทำงกำรเคล่ือนท่ีตำมเฉลย IOAA 

รูปที ่2 ภำพร่ำงแสดงต ำแหน่งเร่ิมตน้และเสน้ทำงกำรเดินทำง 
ส ำหรับเส้นทำงกำรโคจรในกรณีเฉพำะดังกล่ำวมำน้ี 

สำมำรถหำไดโ้ดยพิจำรณำใหผู้ส้งัเกตออกเดินทำงจำกจุด A ดงัรูป
ท่ี 2 (ก) สังเกตว่ำในขณะน้ีขั้วเหนือสุริยวิถี (NEP) และขั้วใตสุ้ริ
ยคติ (SEP) อยูใ่นระนำบ yz เน่ืองจำกโลกหมุนรอบตวัเองจำกทิศ
ตะวนัตกไปยงัทิศตะวนัออกดงัแสดงในรูป ก ำหนดให้ระบบพิกดั
ท่ีใชน้ี้ตรึงอยูก่บัผิวโลก ทรงกลมทอ้งฟ้ำจึงหมุนรอบตวัเองจำกทิศ
ตะวนัออกไปทิศตะวนัตกแทน 

สังเกตว่ำควำมเร็วลพัธ์น้ีจะช้ีไปทำงทิศตะวนัตกเฉียง
เหนือ ทั้งน้ีเป็นเพรำะองค์ประกอบตำมแนวแกน y ควำมเร็ว

Ev มี
ขนำดมำกกวำ่องคป์ระกอบในแนวแกน y ของ

ev และจำกควำมรู้
ท่ีวำ่ทิศทำงกำรเคล่ือนท่ีของวตัถุในขณะหน่ึงคือทิศของควำมเร็ว
ลพัธ์ในขณะนั้นจะไดว้ำ่ท่ีจุด A ผูส้ังเกตจะเร่ิมเดินทำงไปทำงทิศ
ตะวนัตกเฉียงเหนือดงัแสดงในรูปท่ี 2 (ข)  

สงัเกตวำ่เม่ือผูส้งัเกตเคล่ือนท่ีข้ึนไปทำงซีกเหนือนั้นเม่ือ
ละติจูดเพ่ิมข้ึนนั้น ควำมเร็วในแนวขนำนกบัเส้นศูนยสู์ตร Ev จะมี
ขนำดลดลงตำมสมกำร (3) ในขณะท่ี

ev มีขนำดคงเดิมโดยท่ี
เวกเตอร์หน่ึงหน่วย ê มีทิศขนำนกบัเส้นศูนยสู์ตรมำกข้ึนเร่ือย ๆ 
ดงันั้นท่ีละติจูดหน่ึงองค์ประกอบของควำมเร็วในแนวขนำนกับ
เส้นศูนยสู์ตรจะหักลำ้งกนัเป็นศูนยซ่ึ์งท ำให้ทิศทำงของควำมเร็ว
ลพัธ์วกกลับเขำ้หำแนวเส้นเหนือใต ้จุดวกกลบัน้ียงัไม่สำมำรถ
ค ำนวณหำได้ในขณะน้ีเพรำะเวกเตอร์ ê มีขนำดเปล่ียนแปลง
ตลอดเวลำ 

เม่ือเวลำผ่ำนไป 6 ชัว่โมงดำรำคติ ทิศของเวกเตอร์ Ev จะ
วกกลบัมำเป็นทิศตะวนัออก และแกนสุริยวิถีจะอยู่ในระนำบ xz

ท ำให้เวกเตอร์ ê มีทิศขนำนกบัเสน้ศูนยสู์ตรไปทำงตะวนัออกดว้ย
เช่นกนั เน่ืองจำกองคป์ระกอบของเวกเตอร์ลพัธ์ตำมแนวทิศเหนือ
ข้ึนกบั

ev เท่ำนั้นต ำแหน่งละติจูดขณะน้ีจึงเท่ำกบัละติจูดสูงสุดของ
เส้นสุริยวิถีซ่ึงก็คือ  นั่นเอง ดงันั้นท่ีจุด B ในรูป (ข) จึงมีละติจูด
เท่ำกับ  ด้วยเช่นกัน เม่ือผ่ำนจุด B ไปแล้วผู ้สังเกตจะต้องเดิน
ทำงเขำ้หำเส้นศูนยสู์ตรเน่ืองจำกเวกเตอร์

ev มีองค์ประกอบตำม
แนวเหนือใตเ้ป็นลบ จนเม่ือผูส้งัเกตกลบัมำถึงจุด A นกัเดินทำงจะ
เดินทำงกลบัมำทำงซีกโลกใตอี้กคร้ังหน่ึง และเม่ือพิจำรณำเช่นน้ี
เร่ือยไป จะได้เส้นทำงดังรูปท่ี 2 (ข) ท่ีมีลกัษณะคล้ำยกับเลข 8 
หรือเส้นแอนำเล็มมำ (analemma) ดังค ำเฉลยในเอกสำร [1], [2] 
นัน่เอง 

ปัญหาของการวเิคราะห์เชิงคุณภาพ 
กำรวเิครำะห์ดงัท่ีกล่ำวมำน้ีจะเห็นไดว้ำ่วธีิท่ีใชใ้นกำรหำ

ค ำตอบจำกกำรแข่งขนั เป็นกำรวเิครำะห์เชิงคุณภำพภำยใตเ้ง่ือนไข
เร่ิมตน้ท่ีเฉพำะเจำะจงอยำ่งมำก กล่ำวคือผูส้ังเกตตอ้งออกเดินทำง
ท่ีเส้นศูนยสู์ตร ในเวลำท่ีเวลำดำรำคติทอ้งถ่ินเป็นศูนยพ์อดีเท่ำนั้น 
เพื่อให้เคล่ือนท่ีตำมแนวเส้นสุริยวิถีท่ีเคล่ือนไปตำมกำรหมุนของ
โลกได้ตำมตอ้งกำร ในกรณีท่ีต ำแหน่งและเวลำดำรำคติเร่ิมต้น
ไม่ไดเ้ป็นเช่นน้ีกำรวิเครำะห์เชิงคุณภำพเช่นน้ีแทบจะท ำไม่ไดเ้ลย
เพรำะควำมเร็วลพัธ์นอกจำกข้ึนกบัเวลำยงัข้ึนกบัต ำแหน่งอีกดว้ย 

ด้วยเหตุ น้ี จึงเกิดข้อสงสัยถึงควำมถูกต้องและควำม
แม่นย  ำของวิธีกำรวิเครำะห์เช่นน้ี และถ้ำหำกเง่ือนไขเร่ิมต้น
เปล่ียนไปแลว้เสน้ทำงกำรเดินทำงจะยงัคงมีลกัษณะเป็นแอนำเล็ม
มำเช่นน้ีหรือไม่ 

กำรหำค ำตอบเชิงวิเครำะห์อำจท ำไดโ้ดยกำรหำปริพนัธ์ 
(integrate) ของสมกำรกำรเคล่ือนท่ี (2) และ (3) ท ำไดย้ำกมำก แต่
ถ้ำกำรหำต ำแหน่งท่ี เวลำต่ำง ๆ อำจใช้ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 
(numerical method) โดยกำรหำปริพนัธ์ของควำมเร็วในเวลำสั้น ๆ 
จนครบ 1 ว ันดำรำคติ แต่ทั้ งน้ี เรำก็ยงัไม่อำจเช่ือมั่นได้เต็มท่ี
เน่ืองจำกกำรหำค ำตอบด้วยระเบียบวิธีเชิงตวัเลขข้ึนกบักำรแบ่ง
ช่วงเวลำให้ เหมำะสม ถ้ำห ำกค ำนวณโดยข้ำม จุด ท่ี มีกำร
เปล่ียนแปลงทิศทำงอย่ำงกระทันหัน รวมทั้ งปัญหำกำรสะสม
ควำมคลำดเคล่ือน (accumulation of error) ก็จะท ำให้เกิดควำม
ผิดพลำดไดเ้ป็นอย่ำงมำก ดว้ยเหตุน้ีจึงขอน ำเสนอวิธีแกปั้ญหำท่ี
แตกต่ำงออกไปโดยใช้วิธีกำรท่ี เป็นธรรมชำติมำกกว่ำคือใช้
เมตริกซ์กำรหมุนดงัต่อไปน้ี 
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เมตริกซ์การหมุน 
ในสองมิ ติโดยกำรใช้เรขำคณิตหรือกำรวิเครำะ ห์

เวกเตอร์จะพบว่ำ เวกเตอร์ ˆ ˆr x i y j    เม่ือหมุนทวนเข็ม
นำฬิกำเป็นมุม  จะได้เวกเตอร์ใหม่ ˆ ˆ' ' 'r x i y j  ซ่ึงสำมำรถ
เขียนไดด้งัน้ี 

      ' cos sin ' cos sin

' sin cos ' sin cos

x x y x x

y x y y y

   

   

        
       

        
 

สมกำรเวกเตอร์ทำงขวำมือแสดงว่ำเม่ือเรำเขียนเวกเตอร์ในรูป
เมตริกซ์หลกั (column matrix) เวกเตอร์ท่ีไดจ้ำกกำรหมุนเกิดจำก
กำรน ำเวกเตอร์เดิมไปคูณกบัเมตริกซ์ตวัหน่ึงดงัน้ี 
                                          

'r r 
z

R (θ)

 (5) 

เมต ริก ซ์
z

R (θ)

เรียกว่ำ เมตริกซ์กำรหมุน (rotational matrix) ตวัห้อยท่ีเขียนว่ำ z

หมำยถึงกำรหมุนรอบแกน และ คือ มุมในกำรหมุนจะมีค่ำเป็น
บวกเม่ือหมุนทวนเขม็นำฬิกำ และเป็นลบเม่ือหมุนตำมเขม็นำฬิกำ 

กำรหมุนรอบแกนในสำมมิติก็ท ำได้โดยกำรขยำย
แนวคิดน้ี เวกเตอร์ r ยงัคงเขียนไดด้ว้ยเมตริกซ์หลกัเช่นเดิมแต่มี
องค์ประกอบในแนวแกน z เพ่ิมข้ึนมำ เน่ืองจำกองค์ประกอบ 'z

ของเวกเตอร์ใหม่ 'r ยงัคงเหมือนกบัเวกเตอร์เดิม จะไดว้ำ่เม่ือหมุน
เวกเตอร์ r รอบแกน z ทวนเขม็นำฬิกำเป็นมุม จะเขียนไดด้งัน้ี 

                         
' cos sin 0

' sin cos 0

' 0 0 1

x x

y y

z z

 

 

     
     


     
          

 

สมกำรท่ี (5) ยงัคงเป็นควำมจริงแมว้ำ่จะเป็นเวกเตอร์ใน
สำมมิติ ในกำรหมุนเวกเตอร์ในทิศทวนเข็มนำฬิกำรอบแกน

, ,x y z ตำมกฎมือขวำ ก็ท ำในลักษณะเดียวกัน เมตริกซ์กำร
หมุนรอบแกนแต่ละแกนจะเป็นตำมล ำดบัดงัน้ี 

                        

1 0 0

0 cos sin  

0 sin cos

cos 0 sin

0 1 0

sin 0 cos

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
  

 
 


 
  

 
 


 
  

x

y

z

R (θ)

R (θ)

R (θ)

       (8) 

กำรหมุนแกนสำมำรถกระท ำได้เช่นน้ีต่อเน่ืองกันไป
ตำมล ำดับ ซ่ึงท ำได้โดยกำรคูณเช่นน้ีไปเร่ือย ๆ ตวัอย่ำงเช่น ถ้ำ
ต้องกำรหมุน เวกเตอร์ห น่ึงรอบแกน , ,x y z เป็นมุม , ,  

ตำมล ำดบัจะไดว้ำ่ 

         'r r r   
z y x xyz

R (γ)×R (β)×R (α) R (α,β,γ)  

กำรท่ีเขียนในลกัษณะน้ีไดเ้ป็นเพรำะเมตริกซ์มีสมบติักำรเปล่ียน
ห มู่  (associative property) แ ม้ ว่ ำจ ะ ไ ม่ มี ส มบั ติ ก ำรส ลับ ท่ี 
(commutative property) ก็ตำม 

สงัเกตวำ่เมตริกซ์กำรหมุนน้ีมีลกัษณะเป็นธรรมชำติและ
เหมำะสมกบัปัญหำท่ีก ำลงัพูดถึงน้ี เพรำะกำรเคล่ือนท่ีบนผิวทรง
กลมโลกของผูส้งัเกตอำจมองไดว้ำ่คือกำรเปล่ียนเวกเตอร์กำรหมุน
นั่นเอง กำรใช้งำนเมตริกซ์กำรหมุนสำมำรถใช้ได้เสมอไม่ว่ำผู ้
สังเกตจะเคล่ือนท่ีในวงกลมใหญ่ (ในท่ีน้ีคือเส้นสุริยวิถีท่ีฉำยลง
บนผิวโลกและเส้นศูนย์สูตร) หรือเคล่ือนท่ีบนเส้นขนำนกับ
วงกลมใหญ่น้ี 

การหาค าตอบด้วยเมตริกซ์การหมุน 
ในกำรแก้ปัญหำน้ีขอก ำหนดระบบพิกัด เทียบกับ

ต ำแหน่งบนพ้ืนโลก โดยถือว่ำโลกอยู่น่ิงท่ีศูนยก์ลำงของระบบ
พิกัด ดังนั้ นทรงกลมท้องฟ้ำหมุนจะตำมเข็มนำฬิกำจำกทิศ
ตะวนัออกไปทิศตะวนัตก แกน z ขนำนกบัแกนโลกและช้ีไปยงัทิศ
เดียวกบัขั้วโลกเหนือ (north pole) และขั้วฟ้ำเหนือ (NCP) ดงันั้น
ระนำบ xy จึงเป็นระนำบเดียวกนักับเส้นศูนยสู์ตรโลก (equator) 
และเสน้ศูนยสู์ตรฟ้ำ (CE) ตำมล ำดบั 

7  เวลำดำรำคติท้องถ่ิน (local sidereal time - LST) หมำยถึง มุมท่ีจุดศูนยก์ลำงของทรงกลมทอ้งฟ้ำ โดยวดัตำมแนวเส้นศูนยสู์ตรฟ้ำ (CE) ไปทำงทิศ
ตะวนัตก จำกเส้นเมริเดียนของผูส้งัเกตยงัจุดวสนัตวิษุวตั นิยมใชห้น่วยเป็นชัว่โมงโดยเทียบให้ 24 ชัว่โมงเท่ำกบั 360o 

8 เส้นเมริเดียนทอ้งถ่ิน (local meridian) หมำยถึง เส้นสมมุติท่ีลำกจำกทิศเหนือผำ่นจุดเหนือศีรษะของผูส้งัเกต (zenith) ไปยงัทิศใต ้
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เพ่ือควำมสะดวกก ำหนดให้รัศมีของโลกเท่ำกบั 1 หน่วย 
และระยะทำง d ท่ีใชใ้นพิกดัน้ีคืออตัรำส่วนระหวำ่งระยะทำงจริง
D ต่อรัศมีของโลก R กล่ำวคือ 

                                          D
d

R
       (9) 

ก ำหนดให้ขณะเร่ิมเดินทำง  0t  แกน x ช้ีไปยงัจุดวสันตวิษุวตั
ในขณะนั้น ซ่ึงสอดคลอ้งกบัต ำแหน่งหน่ึงบนพ้ืนโลกท่ีมีลองจิจูด

ref และละติ จูด 0ref  และใช้เป็นต ำแห น่ งบนผิ วโลก
   , , 1,0,0x y z  เป็นจุดอำ้งอิงในกำรวดัมุมตำมพิกดัทรงกลม
   , 0 ,0    โดย ,   ว ัดตำมแนวลองจิจูดและตำมแนว
ละติจูดตำมล ำดบั โดยกำรใชพิ้กดัเช่นน้ีจะเห็นไดว้ำ่ในขณะเร่ิมตน้
ขั้ ว เห นื อ แ ล ะ ขั้ ว ใ ต้ สุ ริ ย วิ ถี จ ะ อ ยู่ ท่ี ต  ำ แ ห น่ ง  ,  คื อ

 270 ,90  และ   90 , 90   ตำมล ำดบั 

ถำ้ก ำหนดให้ผูส้ังเกตเร่ิมตน้เดินทำงจำกพิกดัภูมิศำสตร์
 0 0,  ในขณะท่ีเวลำดำรำคติทอ้งถ่ิน7 เท่ำกบั

0 เม่ือเวลำผ่ำน
ไป t ผู ้สังเกตจะอยู่ต  ำแหน่ง  ,  ใดบนโลกเพื่อท่ีจะท ำให้
มองเห็นวตัถุท้องฟ้ำเคล่ือนท่ีรอบขั้วสุริยวิถีตำมเข็มนำฬิกำด้วย
อตัรำเร็วเชิงมุม ของโลกซ่ึงมีคำบเท่ำกบั 1 วนัดำรำคติเฉล่ีย 
ขณะเร่ิมตน้เดินทำงเส้นเมริเดียนทอ้งถ่ิน8 ของผูส้ังเกตจะตรงกบั
เส้นลองจิจูด จำกนิยำมของเวลำดำรำคติจะไดว้่ำ

0 0ref    

ซ่ึงท ำใหส้ำมำรถหำต ำแหน่ง  ,ref ref  ไดด้งัสมกำรต่อไปน้ี 

                                 0 0

0

ref

ref

   

 
                                    (6) 

จะเห็นวำ่ต ำแหน่งเร่ิมตน้ของกำรเดินทำงอยูท่ี่    0 0 0 0, ,   

ตรงกบัพิกดัฉำก  0 0 0, ,x y z โดยท่ี 

                                   
0 0 0

0 0 0

0 0

cos cos

cos sin

sin

x

y

z

 

 



 

 



                            (7) 

ซ่ึงเป็นเวกเตอร์แสดงต ำแหน่งเร่ิมตน้ของกำรเดินทำงหรือ
0r  

ตำมท่ีโจทย์ก ำหนด ถำ้ทรงกลมท้องฟ้ำอยู่น่ิงผูส้ังเกต
จะตอ้งเดินทำงทวนเข็มนำฬิกำรอบแกนสุริยวิถีไปบนเส้นทำงท่ี
ขนำนกบัเสน้สุริยวถีิท่ีฉำยลงมำบนพ้ืนโลก ถำ้หำกขั้วเหนือสุริยวถีิ 
(NEP) อยูใ่นทิศทำงแกน z  กำรเดินทำงในลกัษณะน้ีคือกำรหมุน
เวกเตอร์ 0r รอบแกน z  เม่ือก ำหนดมุมกำรเคล่ือนท่ี t   จะได้
วำ่ 
                                      1 0r r 

z
R (λ)  

แต่ เน่ืองจำกในควำมเป็นจริงขั้ วเหนือสุริยวิถีท ำมุม
เท่ำกบั  กบัแกน z ในระนำบ xy ดงันั้นจะไดว้่ำ ต ำแหน่งจะตอ้ง
หมุนเวกเตอร์น้ีไปเป็นมุม  รอบแกน x ในทิศทวนเขม็นำฬิกำดว้ย 
จะไดว้ำ่เวกเตอร์ท่ีแสดงต ำแหน่งของผูส้ังเกตรอบแกนสุริยวิถี ใน
กรณีท่ีทอ้งฟ้ำอยูน่ิ่งเป็นดงัน้ี 
                          

2 1 0r r r    
x x z

R (ε) R (ε) R (λ)  

สงัเกตวำ่กำรหมุนจะสลบัท่ีกนัไม่ได ้เพรำะจะท ำใหต้  ำแหน่ง
เร่ิมตน้เปล่ียนไป 

แต่เน่ืองจำกทรงกลมทอ้งฟ้ำหมุนรอบแกน z ซ่ึงช้ีไปยงั
ขั้วฟ้ำเหนือ (NCP) จึงท ำให้ขั้วเหนือสุริยวิถี (NEP) และระนำบสุ
ริยวิถีหมุนตำมไปด้วย เม่ือเวลำเปล่ียนไป t ขั้ วเหนือสุริยวิถีจะ
เปล่ียนไปเป็นมุม t   ในทิศทวนเขม็นำฬิกำ ซ่ึงหมำยควำมวำ่
จะตอ้งหมุนเวกเตอร์

2r รอบแกน z ไปเป็นมุม  ในทิศทวนเข็ม
นำฬิกำดว้ยเช่นกนัจะไดว้ำ่ 

                                

 

2

0

0

r r

r

r

 

   

 

z

z x z

R (-λ)

R (-λ) R (ε) R (λ)

R λ

 (8) 

เม่ือ     
z x z

R λ R (-λ) R (ε) R (λ)  คือเวกเตอร์กำรหมุนรวมทั้ง
หมด ซ่ึงเม่ือแทนเวกเตอร์กำรหมุนในแกนต่ำง ๆ จำกสมกำรท่ี 
Error! Reference source not found. จะไดด้งัน้ี 
 

2 2

2 2

cos sin 0 1 0 0 cos sin 0

sin cos 0 0 cos sin sin cos 0

0 0 1 0 sin cos 0 0 1

cos sin cos (cos 1) sin cos sin sin

(cos 1) sin cos sin cos cos sin

   

     

 

       

      

  



    

   

     

     
     
     
          

z x z
R λ R (-λ) R (ε) R (λ)

cos

sin sin sin cos cos



     

 
 
 
  

 

ซ่ึงเม่ือใชเ้อกลกัษณ์ตรีโกณมิติจะไดว้ำ่ 
2 1

2

21

2

1 (cos 1) sin (cos 1) sin 2 sin sin

(cos 1) sin 2 1 (cos 1) cos sin cos

sin sin sin cos cos

     

     

    

    

     

 

 
 
 
  

R  (9) 

สมกำร (8) และ (9) น้ีคือสมกำรท่ีใช้หำต ำแหน่งของผู ้สังเกต
ˆˆ ˆr x i y j z k      ท่ีเวลำต่ำง ๆ ในระบบพิกดัน้ี ซ่ึงถำ้ตอ้งกำร

เปล่ียนเป็นพิกดัทรงกลม  ,  ก็จะสำมำรถค ำนวณไดด้งัสมกำร
ต่อไปน้ี 
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2 2

arctan  ; arcsin
x

z
x y

  


 (10) 

และถำ้ตอ้งกำรเปล่ียนเป็นระบบพิกดัภูมิศำสตร์  ,  ก็ท ำได้
ง่ำย ๆ โดยกำรเพียงน ำต ำแหน่งพิกดัภูมิศำสตร์อำ้งอิง  ,ref ref 

ท่ีหำได้จำกสมกำร (6) มำบวกกับพิกัดทรงกลม  ,  ของ
เวกเตอร์ดงัสมกำร (10) ไดคื้อ 

                                            ref 



   

 
 (11) 

จำกสมกำรท่ี  (8) เรำสำมำรถหำควำมเร็วของกำร
เคล่ือนท่ีท่ีเวลำ t ต่ำง ๆ ไดโ้ดยกำรหำอนุพนัธ์เทียบกบัเวลำดงัน้ี 

                              
 

 
 

0

0

0

d d
v r r

dt dt

d dr
r

dt dt

  

   

R λ

R λ
R λ

 

แต่เน่ืองจำกเวกเตอร์
0r เป็นค่ำคงท่ี ดงันั้นเทอมท่ีสองทำงขวำมือ

จึงเป็นศูนย ์ซ่ึงจะไดว้ำ่ 

          
 0 0 0

d d d
v r r r

dt d dt






 
       

 

R λ R λ
R'(λ)  (12) 

จำกสมกำร (9) จะไดว้ำ่ 
(cos 1) sin 2 (cos 1) cos 2 sin cos

(cos 1) cos 2 (cos 1) sin 2 sin sin

sin cos sin sin 0

     

     

   

   

    

  

 
 
 
  

R'(λ)  (13) 

ถ้ำ ใช้หน่วยเป็นเรเดียนต่อชั่วโมง เม่ือต้องกำรแปลงเป็น
ควำมเร็วในหน่วยระยะทำงเป็นกิโลเมตรต่อชั่วโมงก็เพียงแต่น ำ
รั ศ มี เ ฉ ล่ี ย ข อ ง โ ล ก R ม ำ คู ณ ดั ง ส ม ก ำ ร ท่ี 
Error! Reference source not found. 

ส ำห รับ กำรห ำทิ ศท ำงของก ำร เค ล่ื อน ท่ี รวมทั้ ง
องค์ประกอบของควำมเร็วท่ีต ำแหน่ง  ,  สำมำรถหำได้โดย
พิจำรณำเวกเตอร์หน่ึงหน่วยตำมแนวรัศมี  ˆ ,r   ของระบบพิกดั
ท่ีต ำแหน่ง  ,  ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี 

                              

cos cos

ˆ , cos sin

sin

r

 

   



 
 

 
 
  

 

เวกเตอร์หน่ึงหน่วยตำมแนวตะวนัออกตะวนัตก ê และแนวเหนือ
ใต้ ê จะหำไดจ้ำกอนุพนัธ์ดงัน้ี 

 

ˆ
ˆ ˆˆ sin cos

ˆ
ˆˆ ˆˆ sin cos sin cos

er
e e i j

e

er
e e i j k

e



 





 



 


   



       



         


 (14) 

องค์ประกอบของควำมเร็วตำมแนวตะวนัออกตะวนัตก ê และ
แนวเหนือใต้ ê จึงหำได้จำกผลคูณเชิงสเกลำร์ (scalar product) 
ระหวำ่งเวกเตอร์ควำมเร็วท่ีต ำแหน่งนั้นดงัน้ี 
                          ; v v e v v e        (15) 

และมุมทิศ a ของกำรเคล่ือนท่ี  ณ ต ำแหน่งใด ๆ บนผิวโลก 
สำมำรถหำไดจ้ำกควำมสมัพนัธ์ท่ีวำ่ 
                          cosv a v e v     (16) 

ผลเฉลยของสมการการเคลือ่นที ่
เม่ือกรณีเฉพำะตำมค ำถำมท่ีให้มำจะได้ว่ำ ต ำแหน่ง

เร่ิมตน้ท่ีจุด A ในรูปท่ี 2 สำมำรถเขียนเวกเตอร์
0 (1,0,0)r  เม่ือ

แทนลงในสมกำร (8) โดยอำศยัเมตริกซ์กำรหมุนในสมกำรท่ี (9) 
จะไดว้ำ่ต ำแหน่งของผูส้งัเกตท่ีเวลำ t เม่ือ t   เป็นดงัน้ี 

                          
2

1

2

1 (cos 1)sin

(cos 1)sin 2

sin sin

r

 

 

 

  
 

  
  

 (17) 

ซ่ึงเม่ือค ำนวณต ำแหน่งเม่ือเวลำเปล่ียนไปคร้ังละหน่ึงชัว่โมงดำรำ
คติโดยใชภ้ำษำเดลไฟ (Delphi) และน ำขอ้มูลมำพล็อตกรำฟดว้ย
โปรแกรมออริจิน (Origin) จะเป็นดงัรูปท่ี 3 ซ่ึงสอดคลอ้งกับค ำ
เฉลยในรูปท่ี 2 (ข) 
เม่ือพิจำรณำควำมเร็วจำกสมกำรท่ี (12) เม่ือ

0 (1,0,0)r  และ
0  จะไดว้ำ่ 

              
(cos 1)sin 2 0

(cos 1)cos 2 cos 1

sin cos sin

v

 

    

  

   
   

   
   
      

 (18) 

ดงันั้นซ่ึงเม่ือเปล่ียนหน่วยเป็นกิโลเมตรต่อชัว่โมง 
       ˆ ˆˆ ˆcos 1 sin cos 1 sinRv R j k V j k                   

จะเห็นวำ่สอดคลอ้งกบัสมกำร 
Error! Reference source not found. พอดี ซ่ึงแสดงใหเ้ห็นวำ่
ค ำตอบของวธีิกำรใชเ้มตริกซ์กำรหมุนสอดคลอ้งกบัค ำตอบของ
กำรแข่งขนัทุกประกำร 
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รูปที ่3 เสน้ทำงกำรเคล่ือนท่ีตำมโจทยข์อง IOAA 

 
จำกสมกำร (18) ยงัสำมำรถท ำให้หำจุดวกกลับซ่ึงไม่

สำมำรถท ำได้โดยใช้กำรวิเครำะห์เชิงคุณภำพได้ ท่ีจุดวกกลับ
องค์ประกอบของเวกเตอร์ควำมเร็วตำมแนวแกน y จะตอ้งเป็น
ศูนย์ ดังนั้ นเม่ือ  และ   คงท่ี cos2 0  ซ่ึงจะเป็นไปได้เม่ือ

2
2 4

m m
 

 
 

    
 

โดยท่ี m เป็นจ ำนวนค่ี ซ่ึงตรงกับเวลำ

8

T
t m

 
  

 
ซ่ึงในท่ีน้ีตรงกับ 3, 9, 15, 21 ชั่วโมงตำมล ำดับสอด

ลอ้งกบัรูปท่ี 3 ซ่ึงเม่ือแทนค่ำลงในสมกำร (17) จะไดต้  ำแหน่งท่ี
เป็นจุดวกกลบัคือ 

                           
cos 1

1
(cos 1)

4 2
2 sin

r

m
r




 



 
  

       
   

 

 

ซ่ึ ง จ ำก ส ม ก ำร  (1 0 )  จ ะ ไ ด้ ว่ ำ จุ ด ว ก ก ลั บ อ ยู่ ท่ี ล ะ ติ จู ด
2

arcsin sin 16 20 9.84
2

 
 

     
 

 

 

กำรค ำนวณโดยใชเ้มตริกซ์กำรหมุนน้ียงัแสดงใหเ้ห็นถึง
เสน้ทำงบนผิวโลกท่ีแตกต่ำงออกไปจำกแบบแอนำเลม็มำอีกดว้ย 
เสน้ทำงจะมีลกัษณะเปล่ียนไป ถำ้ก ำหนดใหต้ ำแหน่งเร่ิมตน้ของ
กำรเดินทำงเปล่ียนไปจำกท่ีโจทยก์ ำหนดน้ีดงัแสดงในรูปท่ี 4 และ
รูปท่ี  5 

สรุปผลการวเิคราะห์ 
กำรวิเครำะห์เส้นทำงกำรเคล่ือนท่ีบนผิวโลกจำกปัญหำ

ภำคทฤษฎีข้อท่ี 13 ในกำรแข่งขนัดำรำศำสตร์และฟิสิกส์ดำรำ
ศำสตร์ระหวำ่งประเทศคร้ังท่ี 6 พบวำ่กำรใชเ้มตริกซ์กำรหมุนได้

 
(ก)    0 0, 0 ,     

 
(ค)    0 0, 45 ,0     

 
(ข)    0 0, 0 ,     

 
(ง)    0 0, 45 ,0     

รูปที ่4 เสน้ทำงเดินบนผิวโลกเม่ือจุดเร่ิมตน้อยูใ่นแนวเหนือใตแ้ละตะวนัออกตะวนัตกของจุดอำ้งอิง 
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ให้ค  ำตอบทั่วไปได้เป็นอย่ำงดี วิธีน้ีนอกจำกจะสำมำรถท่ีจะ
แก้ปัญหำกรณีเฉพำะตำมท่ีโจทยต์อ้งกำรได้แลว้ ยงัได้แสดงให้
เห็นวำ่ต ำแหน่งและและควำมเร็วท่ีเวลำต่ำง ๆ ข้ึนกบัต ำแหน่งและ
เวลำเร่ิมตน้ ลกัษณะเสน้ทำงบนผิวโลกไม่จ ำเป็นตอ้งเป็นรูปแอนำ
เล็มมำตำมท่ีได้เฉลยไว้แต่ เพียงอย่ำงเดียว และยังสำมำรถ
ค ำนวณหำควำมเร็ว (ทั้งขนำดและทิศทำง) บนผิวโลกท่ีจุดต่ำง ๆ 
ได้ รวมถึงจุดวกกลับในกรณีเฉพำะตำมท่ีโจทย์ก ำหนดซ่ึงไม่
สำมำรถหำไดโ้ดยกำรวเิครำะห์เชิงคุณภำพ 

กติตกิรรมประกาศ 
ขอขอบคุณ คณะกรรมกำรจดักำรแข่งขนัโอลิมปิกดำรำ

ศำสตร์และฟิสิกส์ดำรำศำสตร์ ท่ีอนุญำตให้แปลและเผยแพร่
ขอ้สอบเป็นภำษำไทย 

ขอขอบคุณ อำจำรย์ ดร. สธน วิจำรณ์วรรณลักษณ์ 
ภำควิชำฟิสิกส์ คณะวิทยำศำสตร์ จุฬำลงกรณ์มหำวิทยำลยั และ
หัวหน้ำทีมตัวแทนประเทศไทยในกำรแข่งขันโอลิมปิกดำรำ
ศำสตร์และฟิสิกส์ดำรำศำสตร์ระหวำ่งประเทศคร้ังท่ี 3 และคร้ังท่ี 

6 ท่ีกรุณำอ่ำนต้นฉบับให้ควำมคิดเห็นท่ีเป็นประโยชน์กับกำร
เขียนบทควำมน้ี 

ขอขอบคุณ ผูช่้วยศำสตรำจำรย ์ดร. สรศกัด์ิ ด่ำนวรพงศ ์
ส ำนักวิชำวิทยำศำสตร์ มหำวิทยำลยัวลยัลกัษณ์ รองหัวหน้ำทีม
ตัวแทนประเทศไทยในกำรแข่งขันโอลิมปิกดำรำศำสตร์และ
ฟิสิกส์ดำรำศำสตร์ระหวำ่งประเทศคร้ังท่ี 8 ส ำหรับเอกสำรอำ้งอิง 
[1] และ [2] 
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(ก)    0 0, 0 ,12    

 
(ค)    0 0, 12 ,12    

 
(ข)    0 0, 45 , 45      

 
(ง)    0 0, 60 , 45     

รูปที ่ 5 เสน้ทำงเดินบนผิวโลกเม่ือจุดเร่ิมตน้อ่ืน ๆ 
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