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The String Method for Computing  

the Minimum Energy Paths (MEPs)  
เพชร ขนุเพชร1 

 

The string method เป็นวธีิเชิงตวัเลขเพ่ือใชค้ํานวณหา 

reaction paths  หรือ  minimum  energy  paths   (MEPs)   สาํหรับ 
เหตุการณ์ท่ีระบบมีกาํแพงพลงังาน (energy barrier) ขวางกั้น 

โดยทัว่ไป string method มี 2 รูปแบบ คือ 1. zero-temperature 

string method ซ่ึงใชค้าํนวณหา MEPs สาํหรับ smooth energy 

landscapes และ 2. finite-temperature string method  สาํหรับกรณี 
ของ rough energy landscapes 

วธีิเชิงตวัเลขหลายวธีิไดถู้กนาํเสนอข้ึนมาเพ่ือท่ีจะใช ้

คํานวณหา  minimum  energy  paths [1-3] วธีิการท่ีอาจจะกล่าวได ้

วา่ประสบความสาํเร็จมากท่ีสุดคือ nudged elastic band (NEB) [4] 

และ (zero-temperature) string method [3] สาํหรับในบทความช้ิน 

น้ีผูเ้ขียนจะขอนาํเสนอแนวคิดของ   string method  ซ่ึงไดถู้กเสนอ 
ไวโ้ดย E et al. [5] ซ่ึงถูกพฒันาต่อเน่ืองมาจากงานใน [3] เพ่ือท่ีจะ 
คาํนวณหา  MEPs สาํหรับ smooth energy landscape และตวัอยา่ง 

MEPs  บน  smooth energy landscapes  ท่ีผูเ้ขียนไดล้องคาํนวณไว ้
ตามตวัอยา่งและวธีิการตามท่ีใชใ้น [5] 

 
พลศาสตร์ของสตริง 

 
แนวคิดพ้ืนฐานของ   string   method  คือการเล่ือนสตริง 

(ซ่ึงหมายถึงเสน้โคง้ใน configuration space) ในแนวตั้งฉากกบั 

energy  surface  วธีิการน้ีจะหา  MEPs  โดยกระบวนการสองขั้น- 

ตอนคือการววิฒัน์จุดบนสตริงเร่ิมตน้  โดยการใชร้ะเบียบวธีิเชิงตวั 

เลขคือระเบียบวธีิออยเลอร์หรือรุงเง-คุตตา เป็นตน้   และการเช่ือม 

ต่อจุดของสตริง 

พิจารณาระบบซ่ึงสามารถบรรยายไดโ้ดย Langevin 

dynamics               

)1(),()( tqV
dt
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โดยท่ี  γ  คือสมัประสิทธ์ิความเสียดทาน และ  ξ  คือ Gaussian 

white noise ซ่ึงมีค่าเฉล่ียเป็นศูนยแ์ละสอดคลอ้งกบัทฤษฎีบท 

Fluctuation-Dissipation   

 
),(2)0()( tTkt jkBkj δδγξξ =  

 
โดยท่ี <…> หมายถึงการเฉล่ียบนอองซอมเบิลของ noises สถานะ 

metastables ของระบบจะอยูร่อบๆค่าตํ่าสุดของพลงังานศกัย ์ V 
และ      MEP    คือเสน้ทางการเปล่ียนสถานะท่ีเป็นไปไดม้ากท่ีสุด 

สาํหรับสมการท่ี (1)  

สมมติใหพ้ลงังานศกัย ์  V  มีสถานะตํ่าสุดอยา่งนอ้ย 2 
สถานะคือ A และ B เราตอ้งการท่ีจะหา  MEP ซ่ึงเช่ือมต่อระหวา่ง 
สองสถานะน้ี ให ้ψ  เป็นเสน้ทาง (path) หรือสตริง (ในท่ีน้ี) ซ่ึง 

เช่ือมระหวา่งสถานะ  A  และ  B  (A, B สามารถท่ีจะพิจารณาเป็น 
สถานะตั้งตน้และสถานะสุดทา้ยใน   configuration  space     ตาม 
ลาํดบั) เง่ือนไขท่ี  ψ  จะเป็น  MEP คือผลคูณระหวา่งψ กบัแรงใน 
ทิศทางท่ีตั้งฉากกบั ψ มีค่าเป็นศูนย ์กล่าวคือ 

 
                       )2(),()(0 ψ⊥∇−= V  

 
โดยท่ี  (...)        หมายถึงภาพฉาย  (projection)   ของ   (...)   ลงบน 

ระนาบซ่ึงตั้งฉากกบั ψ   วธีิการของ  string  method คือการววิฒัน์ 

สตริงในแนวตั้งฉากกบัพ้ืนผิวพลงังานดงัสมการ 

 
                                         

)3(),()( ψ⊥∇−= Vun

 

  

โดยท่ี  un   คือความเร็วในแนวตั้งฉากของสตริง ดงันั้นเราสามารถท่ี 

จะเห็นไดว้า่สมการท่ี (2) คือ stationary  state ของการววิฒัน์สตริง 
ตามสมการท่ี (3)  
  

1นกัศึกษาปริญญาเอก ภาควชิาฟิสิกส์ คณะวทิยาศาสตร์ มหาวทิยาลยัโทโฮคุ  
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ในลาํดบัถดัไปเราจะทาํการเขียนสมการท่ี  (3)   เสียใหม่เพ่ือใหง่้าย 
ต่อการคาํนวณเชิงตวัเลข เราสมมติใหส้ตริงถูกพาราเมไตรซ์โดยท่ี  

ψ:  ψ = {φ(α), α ∊ [0,1]}   เวกเตอร์หน่ึงหน่วย    τ ̂    ในแนวเสน้ 

สมัผสักบัสตริงสามารถท่ีจะเขียนไดเ้ป็น τ ̂(α) = φα/ |φα|โดยท่ี φα  

หมายถึงอนุพนัธ์ของ φ เทียบกบั α วธีิการพาราเมไตรซ์ท่ีง่ายท่ีสุด 
คือการพาราเมไตรซ์ใหค้วามยาวของส่วนโคง้ยอ่ยมีค่าเท่ากนัซ่ึงจะ

ทาํใหอ้นุพนัธ์ของ  φ   เทียบกบั  α   มีค่าคงตวั ภายใตก้ารพาราเม- 

ไตรซ์น้ีสมการท่ี (3) สามารถท่ีจะเขียนไดเ้ป็น 
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โดยท่ี  λτ ̂ = λ(α,t) τ̂(α,t)  คือตวัคูณลากรานจซ่ึ์งใส่เขา้ไปเพ่ือท่ีจะ 

บงัคบัการพาราเมไตรซ์สตริง      (ในท่ีน้ีคือความยาวของส่วนโคง้- 

ยอ่ยซ่ึงถูกนอมลัไลซ์)  ตวัคูณลากรานจท่ี์ใส่เขา้ไปน้ีจะไม่ส่งผลตอ่ 
การววิฒัน์สตริง  เน่ืองจากสตริงจะถูกววิฒัน์ในแนวตั้งฉากเท่านั้น 
แต่จะส่งผลตอ่การพาราเมไตรซ์สตริงและการเช่ือมต่อจุด    ความ 
ยากของสมการท่ี (4) คือการคาํนวณแรงในทิศทางท่ีตั้งฉากกบั φ 

เม่ือจะขา้มจุดอานมา้เราจะตอ้งคาํนวณเวกเตอร์หน่ึงหน่วยในแนว 
เสน้สมัผสักบัสตริงก่อนและหลงัขา้มจุดอานมา้ กระบวนการน้ีจะ 
ไปลดความแม่นยาํของกระบวนการทั้งหมด     (ผูอ่้านท่ีสนใจใน 
ประเด็นความเสถียรเชิงตวัเลข  (numerical stability)  น้ีสามารถท่ี 

จะศึกษาเพ่ิมเติมไดจ้าก [3, 6, 7])  เพ่ือท่ีจะลดความไม่แม่นยาํน้ีเรา 

จะแทนท่ีแรงในทิศทางท่ีตั้งฉากกบั φ ในสมการท่ี (4) ดว้ยแรงซ่ึง 
ประกอบดว้ยแรงในทิศทางท่ีตั้งฉากและขนานกบั φ กล่าวคือ 

               
                                          

)5(,ˆ))(( τλϕϕ
+∇−=

∂
∂ V

t

 

 

โดยท่ี 

 
                                                

)6()ˆ),)((( τϕλλ V∇+=
 

 

เม่ือ (.,.) คือผลคูณภายใน ณ ตอนน้ีเราไดโ้มเดลท่ีเหมาะสมสาํหรับ 

การคาํนวณเชิงตวัเลขเป็นท่ีเรียบร้อยแลว้  

ในกระบวนการหา  MEP ดว้ยวิธีการ string method จะ

ประกอบดว้ย 2 ขั้นตอนหลกัคือ 

1. การววิฒัน์จุดบนสตริง 

เราทาํการแบ่งสตริงเร่ิมตน้ออกเป็นส่วนยอ่ยๆ      โดยท่ี 

φ = {φi(t), i = 0, 1, 2, ..., N}   เราววิฒัน์จุดเหล่าน้ีภายในช่วงเวลา  

Δt ภายใตส้มการ 
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ϕ
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ถา้เราให ้ φi
n, i = 0, 1, 2, ..., N   เป็นตาํแหน่งของจุดบน 

สตริงหลงัจากการทาํซํ้ า n คร้ัง โดยการใชร้ะเบียบวธีิออยเลอร์ เรา

จะไดเ้ซตของจุดบนสตริงหลงัจากผา่นขั้นตอนท่ี  1 ไปคือ 

 
                                    

)8())()(( n
i

n
ii Vt ϕϕϕ ∇∆−=∗  

 

2. การเช่ือมต่อจุดของสตริง 

เราตอ้งการท่ีจะเช่ือมต่อจุด  {φi
* } ซ่ึงอยูบ่น  nonuniform  

mesh {αi 
*} ใหอ้ยูบ่น  uniform mesh  โดยท่ีจาํนวนจุดยงัคงเท่าเดิม 

ซ่ึงสามารถทาํไดด้งัน้ี  

(1) คาํนวณความยาวของส่วนโคง้ยอ่ยท่ีสอดคลอ้งกบั φi
* 

โดยกาํหนดให ้

,00 =s  

Niss iiii ...,,2,1|,| *
11 =−+= −

∗
− ϕϕ

 

และ mesh {αi
* } ไดม้าจากการนอมลัไลซ์ {si}กล่าวคือ  

 

Nii ss /* =α  
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(2)    เราใชก้ารเช่ือมต่อจุดเพ่ือท่ีจะไดจุ้ด        φi
n+1     บน  

uniform mesh  αi  = i/N    ซ่ึงสามารถจะทาํไดโ้ดยใชก้ารเช่ือมต่อ 

จุดแบบ   cubic spline  สาํหรับ  {(αi
*, φi

* ), i = 0, 1, 2,…, N }   (สํา 

หรับท่านผูอ่้านท่ีสนใจวธีิการเช่ือมต่อจุดแบบ cubic spline  

สามารถศึกษาเพ่ิมเติมไดใ้น [8]) เม่ือคํานวณไดจุ้ด  {φi
n+1, i = 0, 1, 

2,…, N }   ออกมาแลว้เราจะกลบัไปยงัขั้นตอนท่ี   1  และทาํซํ้ าไป 

เร่ือยๆจนกระทัง่ convergence 

 

ตวัอย่างการใช้ string method คาํนวณหา MEPs 

 

1. สาํหรับตวัอยา่งแรกของการใช ้ string method 

เพ่ือท่ีจะคาํนวณหา MEP เราจะพิจารณาพลงังานศกัยใ์น 2 มิติ 

 

 )9()/()1(),( 222222 yxyyxyxV ++−−=  

 

Contour line ของพลงังานศกัยน้ี์แสดงดงัรูปท่ี 1 โดยมีค่าตํ่าสุดอยู ่

ท่ีจุด (-1,0) และ (1,0) ตามลาํดบั   MEP จริงซ่ึงเช่ือมต่อจุดทั้งสอง 

น้ีคือส่วนโคง้บนและล่างของวงกลมหน่ึงหน่วย  x2  + y2 = 1  

 ในการคํานวณหา    MEP    เราเลือกสตริงเร่ิมตน้ใหมี้จุด 

เร่ิมตน้และจุดส้ินสุดท่ี (1,-1)  และ  (0,0)  ตามลาํดบั เราทาํการแบ่ง 

สตริงออกเป็น N = 20 และใชร้ะเบียบวธีิออยเลอร์ โดยท่ี Δt = 2.5 

x 10-3  ในการววิฒัน์สตริง      เสน้สีแดงในรูปท่ี 1      แสดง   MEP 

ท่ีไดจ้ากการคาํนวณเปรียบเทียบกบั    MEP   จริงซ่ึงแสดงดว้ยเสน้ 

ประสีดาํซ่ึงจะเห็นวา่มีความคลาดเคล่ือนไปพอสมควร ความคลาด 

เคล่ือนท่ีเกิดข้ึนอาจจะวเิคราะห์อยา่งหยาบไดว้า่เกิดจากจาํนวนจุด

บนสตริงท่ีเราเลือกใชมี้จาํนวนนอ้ยเกินไปและ  time step    ท่ีเลือก 

ใชมี้ค่าไม่เเหมาะสม 

สาํหรับความแม่นยาํในการเช่ือมต่อจุดอนัดบัท่ี    m    ค่า 

ความคลาด เคล่ือนในการเช่ือมตอ่จุดคือ 

 

 

รูปที ่1 Contour line ของพลงังานศักย์ในสมการ (9) เส้นโค้งสีแดง 

แสดง   MEP   ท่ีได้จากการคาํนวณเปรียบเทียบกับ   MEP   จริงซ่ึง 

แสดงด้วยเส้นประสีดาํ 

 

Interpolation error = O(N-m) 

โดยท่ี 

 m = 4 สาํหรับวธีิ cubic spline 

และค่าความคลาดเคล่ือนในการววิฒัน์จุดบนสตริงคือ  

Evolution error = O(Δt-l)  

โดยท่ี l = 2 สาํหรับระเบียบวธีิออยเลอร์ 

 

  2. พลงังานศกัยแ์บบ Müller-Brown  

 พลงังานศกัยแ์บบ    Müller-Brown     มกัจะถูกยกมาเป็น 

ตวัอยา่งในการทดสอบ    reaction  path algorithms   พลงังานศกัย ์

ชนิดน้ีประกอบไปดว้ยผลบวกของส่ีพจน์กล่าวคือ [9]  

 

( ) ( )( )0020
k

4
1 exp[),( kkkkkk yyxxbxxaAyxV −−+−= ∑ =

 

                        ( ) ],20
kk yyc −+

 

 

 3 



                           วารสารฟิสิกส์ไทย                                                                   Thai J. Phys. 32 (2015) 1-5                                                                                        

 

โดยท่ี 

),15,170,100,200( −−−=A  

),7.0,5.6,1,1( −−−=a  

),6.0,11,0,0(=b  

),7.0,5.6,10,01( −−−=c  

),1,5.0,0,1(0 −−=x  

)1,5.1,5.0,0(0 =y  

 

พลงังานศกัยแ์บบ  Müller-Brown   มีสถานะตํ่าสุดสามสถานะและ 

มีจุดอานมา้สองจุด ในการหา   MEP  เราแบ่งสตริงเร่ิมตน้ออกเป็น 

N = 20  โดยเช่ือมระหวา่งจุด  (0, -0.25) และ (0, 1.25)    ดงัเช่นใน 

ตวัอยา่งท่ี 1     เราใชร้ะเบียบวธีิออยเลอร์ในการววิฒัน์จุดบนสตริง 

เร่ิมตน้ดว้ย n = 2,000  สาํหรับจาํนวนคร้ังของการทาํซํ้ า       รูปท่ี 2 

 แสดงสตริงเร่ิมตน้ซ่ึงอยูใ่นแนวด่ิง    และ       MEP    ท่ีไดจ้ากการ 

คํานวณ  

 

 
 

รูปที ่2   สตริงเร่ิมต้น  (เส้นในแนวด่ิง)   และ  MEP    ท่ีได้จากการ 

คํานวณ ( อีกเส้นท่ีเหลือ) บนพลงังานศักย์แบบ Mueller-Brown   

 

 

 

 

ในบทความน้ีผูเ้ขียนไดน้าํเสนอวธีิการคาํนวณหา MEPs 

โดยการใช ้ string method ตามท่ี E et al. [5] ไดน้าํเสนอไว ้ 

และพบวา่วธีิการน้ีมีความแม่นยาํค่อนขา้งสูง อยา่งไรก็ตามผูเ้ขียน 

ไม่ไดก้ล่าวถึงรายละเอียดในการคาํนวณเชิงตวัเลขและวเิคราะห์คา่

ความคลาดเคล่ือนไว ้ผูอ่้านท่านใดท่ีมีความสนใจ จะศึกษาเพ่ิมเติม 

สามารถสืบคน้ไดต้ามเอกสารอา้งอิงตามทา้ยบทความน้ี 
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