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บทคัดยอ 

ในบทความวิจัยนี้ไดศึกษาแบบจําลองการแพรระบาดของเชื้อโรคแบบ เอส อี ไอ อาร       

ที่มีอัตราการติดเชื้อแบบไมเชิงเสน ซึ่งพบวา ถา 0 1R   แลวจุดสมดุลที่ไมมีเชื้อโรค  0P        

มีเสถยีรภาพกํากับวงกวาง โดยการพจิารณาจากฟงกชันไลปูนอฟ และจุดสมดุลที่ติดเชื้อ  P  

จะมีขอบเขตการมีอยูในชวง 0, C


 
 
 

 

 

คําสําคัญ: แบบจําลอง เอส อี ไอ อาร อัตราการตดิเชื้อแบบไมเชงิเสน  เสถียรภาพเชิงเสนกํากับ

  วงกวาง 

 

Abstract 

 In this paper we study a SEIR epidemic model with nonlinear incidence rate by 

determine the conditions 0 1R   of global stability of disease-free equilibrium point  0P  

by Lyapunov function. Moreover, endemic equilibrium point  P  
bounded on 0, C


 
 
 

.      

 

Keywords:  SEIR model, nonlinear incidence rate, global stability 

 

 

 



PSRU Journal of Science and Technology 1(3): 10-18, 2016 

11 

 

บทนํา 

 ในชวีติประจําวันของคนเราตองพบกับเชื้อโรคตางๆ มากมาย ซึ่งโรคหลายชนิดมีสาเหตุ

มาจากเชื้อไวรัส โดยระดับความรุนแรงของโรคสามารถพจิารณาไดจากความสามารถในการแพร

เชื้อโรคนั้นๆ เชน โรคเอดส ไขมาลาเลีย เปนตน ซึ่งการติดเชื้อโรคนั้นขึ้นอยูกับปจจัยหลาย

อยางเชน ความสามารถในการแพรเชื้อของเชื้อไวรัส ความสามารถในการรับเชื้อโรคของผูปวย 

ดังนัน้แบบจําลองทางคณิตศาสตรจึงเขามามีบทบาทในการศึกษาพฤติกรรมของเชื้อโรคเหลานี้ 

ซึ่งแบบจําลองทางคณิตศาสตรเปรียบเสมือนเครื่องมือที่ใชในการวิเคราะหพฤติกรรมการแพร

ของเชื้อโรค รวมไปถงึสามารถหาแนวทางในการควบคุมการแพรกระจายของเชื้อโรคเหลานี้ได 

ในการศกึษาถงึพฤตกิรรมการแพรกระจายของเชื้อโรคนั้น ไดมีนักวิจัยทําการศึกษากัน

มานานหลายป โดยแบบจําลองทางคณิตศาสตรที่ไดในชวงแรกๆ จะเปนแบบจําลองทาง

คณิตศาสตรที่นําเสนอการแพรกระจายของเชื้อโรคแบบไมซับซอนมากนัก  

Keshet (1988) ไดศกึษาเรื่องแบบจําลองการแพรระบาดของเชื้อโรค เริ่มพื้นฐานมาจาก

แบบจําลองการแพรระบาดแบบ เอส ไอ อาร ริเริ่มคิดโดย Kermack และ Mckendrick ในป 1927 

ไดเสนอแบบจําลองการแพรกระจายของเชื้อโรค SIR แบบพื้นฐาน โดยการศึกษาภายใต

สมมติฐานคือ จํานวนประชากรทั้งหมดไมมีการเปลี่ยนแปลง นั่นคือไมมีการเกิดและการตาย

เกดิขึ้นภายในระบบ และประชากรที่หายจากการติดเชื้อโรคแลวจะมีภูมิตานทานถาวรไมกลับไป

ตดิเชื้อโรคอีก 

Wanbiao et al. (2004) ไดศึกษาเกี่ยวกับการเปลี่ยนแปลงของจํานวนประชากร โดยมี

อัตราการเกดิตามธรรมชาตแิละอัตราการตายตามธรรมชาติเขามาเกี่ยวของ ซึ่งเปนแบบจําลอง

การแพรกระจายของเชื้อโรคที่อธบิายการแพรกระจายของเชื้อโรคภายใตสมมตฐิานขั้นพื้นฐานคือ 

มีการคํานงึถงึการเกดิตามธรรมชาต ิการตายตามธรรมชาต ิการตดิเชื้อและการหายจากโรคของ

ประชากรในระบบ และสมมตใิหประชากรที่หายจากการตดิเชื้อโรคมีภูมิตานทานถาวร ไมกลับไป

ตดิเชื้อโรคอีก ซึ่งแบบจําลองดังกลาว ไดถูกนํามาใชเปนพื้นฐานของงานวจัิยระดับที่สูงขึ้นหลาย ๆ 

งานวจัิย 

หลังจากนั้น Li & Jin (2005) ไดทําการศึกษาแบบจําลองการแพรกระจายของเชื้อโรค

แบบ SEIR  เม่ือ E  (Exposed) คือจํานวนประชากรที่ติดเชื้อโรคแตยังไมแสดงอาการ และ I  

หมายถงึจํานวนประชากรที่ตดิเชื้อโรคที่แสดงอาการ  

 ตอมา Li et al., (2006) ไดทําการศึกษาแบบจําลองของ Kermack และ Mckendrick 

เพิ่มเติม โดยตั้งสมมติฐานใหมีการยายถิ่นเขามาเกี่ยวของ โดยสมมติใหอัตราของจํานวน

ประชากรเริ่มตนทั้งหมดที่ เขามาในระบบ ณ ชวงเวลาหนึ่งประกอบดวยอัตราการเกิดตาม
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ธรรมชาติและอัตราการยายถิ่นเขา โดยตั้งสมมติฐานใหประชากรที่ยายถิ่นเขามามีกลุมของ

ประชากรที่ยังไมตดิเชื้อโรคและกลุมของประชากรที่ตดิเชื้อโรคอยูแลวแตยังไมแสดงอาการ  

 Capasso & Serio (1978) และ Connell (2010) กลาวไววา อัตราการตดิเชื้อเปนสิ่งสําคัญ

ในแบบจําลองการแพรเชื้อโรค และมีนักวจัิยหลายทานไดใหขอเสนอแนะวากระบวนการแพรเชื้อ

โรคใหเปนอัตราการติดเชื้อแบบไมเชิงเสน ในแบบจําลองการแพรเชื้อโรคหลาย ๆ งานวิจัยให 

SI  และ SI
N
  เปนอัตราการตดิเชื้อโรคที่ใชกันบอยโดยที่ SI  ตั้งอยูบนพื้นฐานของกฎมวลซึ่ง

จะเหมาะกับโรคที่เกดิจากการตดิเชื้อโรค เชน โรคไขหวัด โรคอหวิาตกโรค โรคหัดเยอรมัน อ่ืน ๆ 

ยกเวนโรคที่เกิดจากการมีเพศสัมพันธ ในขณะที่ SI
N
  จะเหมาะกับจํานวนประชากรที่มีขนาด

ใหญเพยีงพอ ภายหลังจากการศกึษาการแพรเชื้ออหวิาตกโรค ณ เกาะบาหล ีประเทศอินโดนเีซยี 

 Capasso & Serio (1978) ไดกลาววา เม่ือป 1973 ไดนําเสนออัตราการติดเชื้อที่มีความ

อ่ิมตัว  g I  ขึ้นมาในแบบจําลองการแพรระบาดของเชื้อโรคที่ซึ่ง  
1

Ig I
I







 จะลูเขาสูความ

อ่ิมตัวเม่ือ I  มีขนาดใหญ ซึ่งอัตราการติดเชื้อ  g I มีความสมเหตุสมผลมากกวาอัตราการติด

เชื้อ SI  เนื่องจากวาอัตราการติดเชื้อแบบ 
1

I
I




 มีขอบเขตของอัตราการติดเชื้อโรคเม่ือ

ประชากรที่ยังไมเคยตดิเชื้อหรอืประชากรที่ตดิเชื้อโรคแลวเพิ่มมากขึ้น 

 ดังนัน้ ในบทความวจัิยนี้จะศกึษาแบบจําลองการแพรระบาดของเชื้อโรคแบบ เอส อี ไอ อาร 

ที่มีอัตราการตดิเชื้อแบบไมเชงิเสน 
1

I
I




 โดยจะวเิคราะหเงื่อนไขที่ทําใหจุดสมดุลไมมีเชื้อโรคมี

เสถยีรภาพกํากับวงกวาง  
 
วิธีดําเนนิการวิจัย 

 ในการศกึษาการแพรระบาดของเชื้อโรคแบบ เอส อี ไอ อาร ที่มีอัตราการตดิเชื้อแบบไม

เชงิเสน ความรูพื้นฐานนับวามีความสําคัญและจําเปนตอผูที่สนใจ ซึ่งไดแก บทนิยามและทฤษฎีบท 

ดังนี้ 

บทนิยาม 1 [4] แบบจําลอง เอส อี ไอ อาร  , , ,S E I R  เปนแบบจําลองที่แบงกลุมประชากรที่

ศกึษาออกเปน 4 กลุมยอย และกําหนดบทบาทของแตละกลุมประชากรยอย ดังนี้  

           1. กลุมเสี่ยงตอการตดิเชื้อ (Susceptible : S )
 
เปนกลุมที่ยังไมไดรับเชื้อโรคและมีโอกาส

ที่จะตดิเชื้อได 

         2. กลุมที่ตดิเชื้อแฝง (Exposed : E ) เปนกลุมที่ไดรับเชื้อโรค เชื้อโรคแฝงตัวอยูแตไมแสดง

อาการของโรคและมีโอกาสที่จะแพรเชื้อได 
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          3. กลุมที่ตดิเชื้อ (Infectives : I ) เปนกลุมที่รับเชื้อโรค แสดงอาการของโรคและสามารถ

แพรเชื้อไปสูผูอ่ืนได 

          4. กลุมที่หายจากการตดิเชื้อ (Recovered : R ) เปนกลุมที่ไดรับการรักษาหรอืมีภูมิคุมกัน 

บทนิยาม 2 [2] Basic reproduction number  0R  
หมายถึง จํานวนเฉลี่ยผูปวยรายใหมใน

ประชากรที่ไมมีภูมิคุมกันที่เกดิจากผูปวยรายแรกแพรเชื้อให 

 ขอตกลง อัตราการตดิเชื้อดวยฟงกชัน  g I  คือ 

 
1

Ig I
I







 

ที่ซึ่ง     0I    คืออัตราที่เชื้อโรคมีความสามารถในการแพรเชื้อได 

        
 

1 0
1 I




  คือปริมาตรของผลกระทบที่เกิดจากการเปลี่ยนแปลงของจํานวน

ประชากรเสี่ยงตอการตดิเชื้อ เม่ือประชากรเสี่ยงตอการตดิเชื้อมีจํานวนประชากรเพิ่มมากขึ้น  

บทนยิาม 3 [4] จุดสมดุล (Equilibrium point) 

        
        
        
        

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

w f w t x t y t z t

x g w t x t y t z t

y h w t x t y t z t

z i w t x t y t z t




 


 


 









  (1) 

จุดสมดุลของระบบสมการ (1) คือจุดสมดุล  , , ,w x y z  ที่ทําใหระบบสมการ (1) เปน 0 นั่นคือ

       , , , , , , , , , , , , 0f w x y z g w x y z h w x y z i w x y z   
  

 

บทนิยาม 4 [8] สมมติให : [0, ) n nf      สําหรับ ( , )x f t x และ ( , 0) 0f t          

ที่ซึ่ง [0, )t  ผลเฉลย 0x   จะเรียกวา เสถียรภาพไลปูนอฟ (Lyapunov stable) หรือ

เสถยีรภาพ (stable) ถาสําหรับทุกๆ 0   และ 0 0t  แลวจะมี 0( , )t    ถา 0x   

แลว 0 0( , , )x t t x   สําหรับ 0[ , )t t 
 

 ผลเฉลย 0x   จะเรียกวาเสถียรภาพเชิงเสนกํากับ(Asymptotically stable) ถาผล

เ ฉ ล ย  0x  เ ป น เ ส ถี ย ร ภ า พ  แ ล ะ สํ า ห รั บ บ า ง  0( )b b t  ซึ่ ง ถ า  0x b  แ ล ว 

0 0( , , ) 0x t t x  ที่ t   

 0x  จะเรี ยกว า ไม เ สถียร (Unstable)  ถา  0x  ไมสอดคล องกับนิยามของ

เสถยีรภาพไลปูนอฟ 
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ภาพที่ 1 เสถยีรภาพ (Stability) จาก Ordinary Differential Equations (หนา 26), โดย Jack, 2009.  

บทนยิาม 5 [7] พจิารณาระบบสมการของสมการไมเปนเชงิเสน 

                                            
   , 0 0x f x f                                          (2) 

 เราไดใหความหมายของฟงกชันไลปูนอฟ  V x  ดังตอไปนี้ 

          1.  V x  และอนุพันธยอยของ 
 

i

V x
x




 เปนฟงกชันตอเนื่อง 

          2.  V x  ฟงกชันเปนบวกแนนอน นั่นคือ  0 0V   และ   0V x   สําหรับ 

0x   ในยานใกลเคียง x k  ณ จุดสมดุล 

          3. อนุพันธของ  V x ที่สอดคลองกับ (2) กลาวคือ 

       
1 2

1 2

... n
n

V x V x V x
V x x x x

x x x
  

   
  

     

                               

           1 2
1 2

... n
n

V x V x V x
f x f x f x

x x x
  

   
  

     (3)        

เปน negative semidefinite นั่นคือ  0 0V   สําหรับทุก x  ที่สอดคลองกับ ,x k
 

  0V x   

 ทฤษฎีบท  6 [7] จุดสมดุลของระบบสมการ (1) จะเสถียรภาพเชิงเสน ถามีฟงกชันไล-       

ปูนอฟ 

 ทฤษฎีบท 7 [1] เซต A   จะเปนเซตกระชับ ก็ตอเม่ือ A  เปนเซตปด และมี

ขอบเขต 

 ทฤษฎีบท 8 [7] หลักการไมแปรเปลี่ยน (The Invariance Principle)  ให D   เปน

เซตกระชับไมแปรเปลี่ยนบวก ที่สอดคลองกันกับ  x f x  ให :V D    เปนฟงกชัน

ตอเนื่องหาอนุพันธได นั่นคือ   0V x   ใน   ให E  เปนเซตของทุกๆจุดใน   ที่ซึ่ง 

  0V x     ให M เปนเซตไมแปรเปลี่ยนที่ใหญที่สุดใน E  แลวทุกๆผลเฉลยที่เริ่มใน   จะลู

เขาสู M  ที่ t    
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 ทฤษฎีบท 9 [7] ให : nV    สามารถหาอนุพันธตอเนื่องได และ   0V x   

สําหรับทุก nx  และให   0nS x V x    แลว จุดสมดุลเปนเสถียรภาพกํากับ 

วงกวาง 

 ในบทความวิจัยแบบจําลองการแพรระบาดของเชื้อโรคแบบ เอส อี ไอ อาร ที่มีอัตรา

การตดิเชื้อแบบไมเชงิเสนที่ศกึษา คือ 

       
       

       
           

       
   

20
10 30

20
10 30 0 10

0 0 20

0

( ) ,
1

( ) ,
1

( ) ,

( )

S t I t
S t C S t E t S t R t S t

I t

S t I t
E t S t E t S t R t E t E t

I t

I t E t k I t I t

R t k I t R t


  




    



  




      


       
   

  









    (4) 

ที่ซึ่ง  N t   แทน จํานวนประชากรทัง้หมด ณ เวลา t  ใด ๆ 

  S t   แทน จํานวนประชากรเสี่ยงตอการตดิเชื้อโรค ณ เวลา t  ใด ๆ 

  E t  แทน จํานวนประชากรที่ไดรับเชื้อโรคและเชื้อโรคยังแฝงตัวอยู  ไมแสดง 

   อาการ ณ เวลา t  ใด ๆ 

 I t  แทน จํานวนประชากรที่ตดิเชื้อโรคแสดงอาการ ณ เวลา t  ใด ๆ 

 R t  แทน จํานวนประชากรที่มีภูมิคุมกันการตดิเชื้อโรค ณ เวลา t  ใด ๆ 

0   คือ อัตราการตายตามธรรมชาตขิองประชากร    

          , , ,S t E t I t R t  

10 0    คือ อัตราการตายเนื่องมาจากการตดิเชื้อของประชากร  E t   

20 0    คือ อัตราการตายเนื่องมาจากการตดิเชื้อของประชากร  I t   

0 0     คือ อัตราของประชากร
  E t กลายไปเปนกลุมประชากร

  I t  

0 0k     คือ อัตราคงที่ที่มีภูมิคุมกันการตดิเชื้อโรคของประชากร  I t  

10 0   คือ อัตราของประชากร  S t เจอกับประชากร  E t แลว  S t
         

  
กลายไปเปนประชากร  E t

     
 

20 0    คือ อัตราของประชากร  S t เจอกับประชากร  I t แลว  S t
      

  
กลายไปเปนประชากร  I t

 
30 0   คือ อัตราของประชากร

  S t เจอกับประชากร
  R t แลว  S t

               

           
กลายไปเปนประชากร  R t

       
 0C      คือ คาคงที่ของประชากรที่เสี่ยงตอการตดิเชื้อโรคเริ่มตน 
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ตอไปนี้จะใชขอตกลงดังนี้ ให        , , ,S t S E t E I t I R t R     

กําหนดให dt d  จะไดวา 
1dt d


  ที่ซึ่ง คือเวลา สําหรับ 0   แทนคา 
1dt d


  

ในระบบสมการ (4) และให 10 20 30 0 10 20
1 2 3 1 2, , , , ,     
     

     
       

และ 0kk


  จะไดวา 

 

 

 

2
1 3

2
1 3 1

2

,
1

1 ,
1

1 ,

SIdS C SE SR S
d I

SIdE SE SR E
d I
dI E k I
d
dR kI R
d


 

  
   

 

 




      
       
    

 


                (5) 

เนื่องจาก N S E I R     จะไดวา N S E I R         ดังนัน้ 

1 2
dN C N E I
d

 
 
     และแทนคา 11       , 21 k m   , 

S N E I R     จะไดวา 

 2
1 3

1 2

,
1

,

,

IdE E R N E I R E
d I
dI E mI
d
dR kI R
d
dN C N E I
d


  

 






 
 

           


  

 


   


          (6) 

ดังนัน้จะศกึษาระบบสมการ (6) ภายใตเงื่อนไขบนเซตปด T  ที่ซึ่ง 

  4, , , : 0 CT E I R N E I R N


 
       
 


 

 

ผลการวิจัย  

จากการศึกษาบทความวิจัยเรื่อง เสถียรภาพกํากับวงกวางของแบบจําลองการแพร

ระบาดของเชื้อโรคแบบ เอส อี ไอ อาร ที่มีอัตราการติดเชื้อแบบไมเชิงเสน โดยบทนิยาม 3 ไดวา 
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จุดสมดุลที่ไมมีเชื้อโรค คือ  0 0 0 0 0, , ,P S E I R  ,0,0,0C


 
 
 

 และจุดสมดุลที่ติดเชื้อโรค 

คือ
 

 , , ,P S E I R      เม่ือ 

     
        
       

1 2 1 2

1 3 1 2 2 1 2

1 2 1 2

C m m C N
S

m k m C N m

C N m C N m

        

              

          






 

     
            

           

, 

 
 1 2

m C N
E

m


   








,
 

 
 1 2

C N
I

m
 
   








, 

 
 1 2

k C N
R

m
 
   








   

และไดศกึษาเงื่อนไขที่ทําใหจุดสมดุลที่ไมมีเชื้อโรค มีเสถียรภาพกํากับวงกวาง ดังนี้  

 ทฤษฎีบท 14 ถา 0 1R   แลวจุดสมดุลที่ไมมีเชื้อโรค 0P  เปนเสถยีรภาพกํากับวง

กวางใน T  

 พสิูจน พจิารณาฟงกชัน 1 2 3 2 3
3

m k kL E I R
m m

    



  

    และ 

  

1 2 3

1 1 2 3 3
(6)

1 2 3

1 1 2 3 3

11

m k S
mE E I I R R IL E I R II

E E I I R R I

  
      
   

      

  
                      

   

              
 

   

1 2 3

1 1 2 3 3

1 2 3

1 1 2 3 3

1 1

A m k
mE E I I R R I

I E I R I
E E I I R R I

  
       

    
      

  
 

              
 

     

 

  1 2 31 1 2 3 3
0

1 1 2 3 3

1
1

E I R mIE EmI I R RmI R
mI E EmI I R RmI

      
    

                 
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 เนื่ อ ง จาก  0 1R   ดั ง นั้ น    0L x   นอกจากนี้ ยั ง ไ ด อี กว า  0L   เ ม่ื อ 

0E I R  
 

ดังนัน้สรุปไดวาเรามีฟงกชันไลปูนอฟ และจากทฤษฎีบท 6 จะไดวาจุดสมดุลที่ไมมีเชื้อ

โรคจะเสถยีร จากทฤษฎีบท 8 และทฤษฎีบท 9 ให   , , , : 0M S E I R L   เปนเซตไม

แปรเปลี่ยนที่ใหญที่สุด จะไดวา ถา 0 1R   แลวจุดสมดุลที่ไมมีเชื้อโรค 0P  เปนเสถียรภาพ

กํากับวงกวางใน T   

 

อภปิรายผล  

    ในการทําบทความวิจัยตอไป อาจเพิ่มตัวแปรอ่ืนๆเพื่อใหแบบจําลองมีความ

ใกลเคียงกับความเปนจรงิและสมเหตุสมผลมากย่ิงขึ้น   

 

สรุปผลการวิจัย   

ถา 0 1R   แลวจุดสมดุลที่ไมมีเชื้อโรค 0P  เปนเสถียรภาพกํากับวงกวาง นั่นหมายถึง

เม่ือเวลาผานไปในชวงเวลาหนึ่งเชื้อโรคจะหายไปในที่สุด ซึ่งวิธีการทําใหจํานวนเฉลี่ยผูปวยราย

ใหมในประชากรที่ไมมีภูมิคุมกันที่เกิดจากผูปวยรายแรกแพรเชื้อให  0R  ลดลง อาจทําไดโดย

ออกกําลังกายเปนประจํา รับประทานอาหารที่มีประโยชนตอรางกายเพื่อเสริมสรางภูมิตานทาน

โรค ตรวจสุขภาพหรอืฉดีวัคซนีเพื่อเพิ่มภูมิคุมกันในการตดิเชื้อโรค 
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