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บทคัดยอ 

บทความนี้นําเสนอการศกึษาพฤตกิรรมของผลเฉลยของระบบสมการเชิงผลตางเชิงเสนเปน

ชวง 1 3n n nx x y     และ 1 1n n ny x y   
 
โดยเงื่อนไขเริ่มตน 0 0x 

 
และ 0 1y 

จากการสํารวจสามารถหาผลเฉลยที่เปนคาบ 4 ไดและพิสูจนไดวาผลเฉลยของระบบสมการที่มี

เงื่อนไขเริ่มตนดังกลาวถูกดงึดูดดวยวง 4 ของระบบสมการที่มีอยูสองวงเราอธบิายพฤตกิรรมของ

ระบบสมการผานขอความอุปนัยเชงิคณิตศาสตร 

 

คําสําคัญ: สมการเชงิผลตาง ผลเฉลยที่เปนคาบ วงของการเปนคาบ 

 

Abstract 

 This article presents a study of solution to a piecewise linear system of difference 

equations 1 3n n nx x y   
 
and 1 1n n ny x y   

 
with initial condition 0 0x 

 
and

0 1y  . After investigations, we found some periodic with period 4 solutions and we proved 

that solutions with the initial condition are attracted by either one of two period 4 cycles. We 

explain behavior of solutions to the system via a mathematical inductive statement.   

 

Keywords: difference equation, periodic solution, periodic cycle 
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บทนํา 

การศกึษาความเสถยีรกํากับเชงิเสนของระบบสมการเชิงผลตางสวนใหญจะทําการศึกษา

โดยใชทฤษฎีบทที่เกี่ยวของกับการหาจาโคเบยีนซึ่งตองทําการหาอนุพันธยอยของฟงกชันที่สนใจ

แตทฤษฎีบทดังกลาวไมสามารถประยุกตไดกับระบบสมการที่มีฟงกชันคาสัมบูรณเนื่องจากระบบ

สมการที่มีฟงกชันคาสัมบูรณไมสามารถหาอนุพันธไดทุกจุด ดังนั้นระบบสมการเชิงผลตางที่มี

ฟงกชันคาสัมบูรณจึงตองสรางทฤษฎีบทเฉพาะมาทําการศึกษาความเสถียรกํากับเชิงเสนระบบ

สมการที่มีคาสัมบูรณเกดิปรากฏการณ chaos ไดกลาวไวใน Devanney (1984) และ Barnsley et. al. 

(1991) และในปญหาปลายเปดซึ่งไดถูกกลาวไวใน Grove and Ladas (2005) ที่มีฟงกชันคาสัมบูรณ

ดังนี้ 

          1 1, | | ,n n n n n nx x ay b y x c y d       0, 1, 2,n    (1) 
โดยที่เงื่อนไขเริ่มตน 0 0( ),x y  2R พารามิเตอร , ,a b c  และ d แตละจํานวนเปนจํานวนเต็ม

ตั้งแต -1 ถึง 1 มีผูศึกษาผลเฉลยของระบบสมการยอยของระบบสมการ (1) เชน Grove et al., 

(2012) ไดคนพบวาพฤตกิรรมของผลเฉลยของระบบสมการเชงิผลตาง  

          1 11, | y |,n n n n n nx x y y x      0, 1, 2,n               (2) 

พบวาทุก ๆ ผลเฉลยของระบบสมการ (2) เปนไพรมพีเรียด 3 ในที่สุด Tikjha et al. (2015) ได

ศกึษาระบบสมการเชงิผลตาง 

          1 12, | y |,n n n n n nx x y y x      0, 1, 2,n              (3) 

พบวาทุก ๆ ผลเฉลยของระบบสมการ (3) เปนไพรมพเีรยีด 3 ในที่สุดผูวจัิยสนใจที่จะศกึษาระบบ

สมการที่ใกลเคียงกับระบบสมการ (3) ไดแกระบบสมการ  

          1 1 1 0,1, 2,, | y | ,n n n n n nx x y b y x n          (4) 

เม่ือ b เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ จันทิมา และคณะ (2560) ไดศึกษาระบบสมการ (4) ดังกลาวที่มี

เงื่อนไขเริ่มตน 0 0x  และ 00 1y  และ 3b  ทําใหทราบวาผลเฉลยของระบบสมการเปน

จุดสมดุลในที่สุดในบทความนี้ไดศกึษาพฤตกิรรมของระบบสมการ (4) ตอจากบทความของ จันทิมา 

และคณะ (2560) โดยเปลี่ยนเงื่อนไขเริ่มตนเปน 0 0x   และ 0 1y   

 วัตถุประสงคของงานวจัิยนี้เพื่อเปนประโยชนทางวิชาการที่ไดทราบพฤติกรรมโดยรวม

ของระบบสมการ (4) และอาจเปนเครื่องมือใหนักคณิตศาสตรนําไปใชในการสรางแบบจําลอง

ทางคณิตศาสตรตอไป 
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วิธีดําเนนิการวิจัย 

ทําการศึกษาบทความสมการเชิงผลตางที่มีเครื่องหมายคาสัมบูรณจากนั้นทําการ

สํารวจพฤตกิรรมของผลเฉลยของระบบสมการ (4) โดยใชคอมพวิเตอรโดยวิธีการทําซ้ํา(iteration) 

และเปลี่ยนคาเงื่อนไขเริ่มตน 0 0( ),x y  เชนเดยีวกับบทความ Grove et al. (2012) Tikjha et al. (2010) 

และ Tikjha et al. (2015) เปนคาตางๆ ที่มากพอที่จะสามารถคาดเดาพฤตกิรรมของผลเฉลยโดยรวม

ไดใน 2R โดยที่ 0 0x  และ 0 1y  จากนัน้นําผลจากการสํารวจมาสรางขอความคาดการณและ

ทําการพิสูจนซึ่งการพิสูจนจําเปนตองอาศัยบทนิยามใน Grove and Ladas. (2005) ที่สําคัญ

ดังตอไปนี้ 

สมการเชิงผลตาง (difference equation) อันดับ 1k   คือ สมการที่สามารถเขียนอยูในรูป

  
  1 1 ,0, 1, 2, , ..., ,n n n n k nx f x x x    

  
(5) 

โดยที่ f เปนฟงกชันตอเนื่องจากเซต 1kJ   ไปยัง J ซึ่งเซต J เปนชวงบนจํานวนจริงหรือยูเนียน

ของชวงบนจํานวนจริงและ J อาจเปนเซตไมตอเนื่อง ผลเฉลย (solution) ของสมการเชิงผลตาง 

(5) คือลําดับ n n k
x 


ซึ่งสอดคลองกับสมการเชิงผลตาง (5) สําหรับทุกๆ 0n   เม่ือกําหนดให

เงื่อนไขเริ่มตน (initial condition) 01, , ...,k kx x x J    จะไดวา 

 
 

1 0 1

2 1 0 1

, , ...,

, , ...,
k

k

x f x x x

x f x x x
 

 







 

และไดวา n n k
x 


 เปนผลเฉลยของสมการ (5) สําหรับทุกๆ n k  และสําหรับแตละเงื่อนไข

เริ่มตนจะไดผลเฉลย  n n k
x 


เพียงชุดเดียว ผลเฉลยของสมการเชิงผลตาง (5) ซึ่งเปนคาคงที่ 

ทุก ๆ n k  ถูกเรียกวา ผลเฉลยสมดุล (equilibrium solution) ของสมการ (5) ถา nx x  

เปนผลเฉลยสมดุล สําหรับทุกๆ n k  แลว x จะถูกเรยีกวา จุดสมดุล (equilibrium point) ของ

สมการ (5) ผลเฉลย  n n k
x 


ของสมการเชิงผลตาง (5) จะถูกเรียกวาเปน คาบ p (periodic 

with period p ) ถามีจํานวนเต็ม 1p  ซึ่ง   

  n p nx x   สําหรับทุกๆ n k      (6) 

เห็นไดชัดวาจุดสมดุลเปนคาบ p สําหรับทุก ๆ จํานวนเต็มบวก p เราจะกลาววา ผลเฉลยเปน 

ไพรมพเีรยีด p (prime  period p ) ถา p เปนจํานวนเต็มบวกที่นอยที่สุดซึ่งสอดคลองกับเงื่อนไข 

(6) ในกรณีนี้เรียก p - อันดับ  1 2, , ...,n n n px x x   วาเปน วง p ( p - cycle) ของสมการ 

(5) ผลเฉลย  n n k
x 


ของระบบสมการ (5) อาจยังไมเปนสมาชิกของวงหรือเปนไพรมพีเรียด

ตั้งแตแรกหากทําการทําซ้ําผลเฉลยจนทําใหผลเฉลยอยูในวงหรือผลเฉลยเปนไพรมพีเรียด     
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ผลเฉลยดังกลาวถูกเรียกวาคาบ p ในที่สุด (eventually prime period p ) นั่นคือ มีจํานวนเต็ม 

N k   ซึ่ง  n n N
x 


 เปนคาบ p ไดแก n p nx x  สําหรับทุก ๆ n N  

กําหนดให  ( , ) 0 , 1L x y x y   ,
2

2

1 2
2

n

n nu 
 , 2 12 3n

n
  และ

0 0

1 1

2 2

3 3

,
,
,
,

x y
x y
x y
x y

 
 
 
 
  
 

คือ  

วง 4 ของระบบสมการที่ประกอบดวยจุด  0 0, ,x y  1 1, ,x y  2 2,x y และ  3 3,x y
 

 

ผลการวิจัย  

ในหัวขอนี้จะทําการศกึษาผลเฉลยของระบบสมการ 

1 1 1 0, 1, 2,3, | y | ,n n n n n nx x y y x n           (7) 

เม่ือเงื่อนไขเริ่มตน 0 0( ),x y เปนจุดในบางบรเิวณของ 2R  โดยที่ 0 0x    และ 0 1y  จากการ

สํารวจพบวาผลเฉลยของระบบสมการ (7) มีผลเฉลยที่เปนคาบ 4 ไดแก  

   4.1

5 , 1
3 , 5
5 , 1
3 , 5

P

  
  
 
 
 

และ 4.2

1 , 3
1 , 1
1 , 1
3 , 1

P

 
  
 
 
  

 

 เราจะทําการพสิูจนวาทุก ๆ ผลเฉลยที่มีเงื่อนไขเริ่มตนดังกลาวเปนคาบ 4 ในที่สุดดวย

ทฤษฎีบทดังตอไปนี้ 

ทฤษฎีบท กําหนดให    0
,n n n

x y



เปนผลเฉลยของสมการ (7) และ 0 0( , )x y L จะไดวาผล

เฉลยของระบบสมการ (7) เปนคาบ 4 ในที่สุด 

พสิูจน เนื่องจาก 0 0( , )x y L จะไดวา 0 0x  และ 0 1y   

 
1 0 0

1 0 0

3

1

x x y

y x y

  

  
 

0

0

0 3

0 1

y

y

  

  
   0

0

3 0
1 0

y
y

   
   

 

2 1 1

2 1 1

3

1

x x y

y x y

  

  
 

 0 0

0 0

3 1 3

3 1 1

y y

y y

      

      
 0

0

2 1 0
2 1 0
y
y

  
   
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3 2 2

3 2 2

3

1

x x y

y x y

  

  
 

 0 0

0 0

2 1 2 1 3

2 1 2 1 1

y y

y y

     

     
 04 3 0

1
y  

 
 

4 3 3

4 3 3

3

1

x x y

y x y

  

  
 

 0

0

4 3 1 3

4 3 1 1

y

y

    

    
  0

0

4 5
4 3 0
y
y

 
  

 

 ถา 0
5
4

y   แลว 4 0x 
 จะไดวา 

5 4 4

5 4 4

3

1

x x y

y x y

  

  
 

 0 0

0 0

4 5 4 3 3

4 5 4 3 1

y y

y y

    

    
 

5
1




 

จะไดวาผลเฉลยของระบบสมการ (7) เปนไพรมพีเรียด 4 ในที่สุดโดยใชหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร 

สําหรับจํานวนเต็ม 1n  ให  P n แทนขอความ 

“สําหรับ  0 1, ny u จะไดวา 

 

2 1
4 1 0

4 1
2 1

4 2 0

2 1
4 2 0

2 0
1
2 2 0

2 0

n
n n

n
n

n n
n

n n

x y
y
x y
y y


















   

 

   

   

 

2 2
4 3 0

4 3
2 2

4 4 0

2 2
4 4 0

2 2 5 0
1
2 2 7

2 2 5 0

n
n n

n
n

n n
n

n n

x y
y
x y
y y


















   

 

  

   

 

ถา  0 1 , un ny u  แลว 4 4 0nx   และไดวา    4 5 4 5 4.2, 5, 1n nx y P       

ถา  0 11, ny u  แลว 4 4 0nx   ”  

 1. จะแสดงวา  1P  เปนจรงิเม่ือ 1n  สําหรับ  0 1
51, 1,
4

y u     
 

จะไดวา  

  4 04 5x y   

 พจิารณา 4(1) 1 5 4 4 3x x x y      2 1 1
0 0 18 5 2 0y y         
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 4(1) 1 5 4 4 1 1y y x y        

 4(1) 2 6 5 5 3x x x y      2 1 1
0 0 18 7 2 2 0y y      

 

 4(1) 2 6 5 5 1y y x y      2 1 1
0 0 18 5 2 0y y         

 4(1) 3 7 6 6 3x x x y      2 1 2
0 0 116 15 2 2 5 0y y        

 4(1) 3 7 6 6 1 1y y x y        

 4(1) 4 8 7 7 3x x x y      2 1 2
0 0 116 17 2 2 7y y       

 4(1) 4 8 7 7 1y x x y      2 1 2
0 0 116 15 2 2 51 0y y        

 ถา  0 2 1
17 5, ,
16 4

y u u     
แลว 8 0x  และไดวา    9 9 4.2, 5, 1x y P     

 ถา  0 2
171, 1,
16

y u     
 

แลว 8 0x   

 จะไดวา  1P  เปนจรงิ 

 2. กําหนดให  P k  เปนจรงิ จะไดวาสําหรับ  
 

 

2 1

0 1 2 1

1 21, 1,
2

k

k ky u


 

 
    

 
แลว 

 
2 2

4 4 02 2 7k
n kx y 
    และ 2 2

4 4 02 2 5 0k
n ky y 
      

 จะแสดงวา  1P k   เปนจรงิพจิารณา 

   4 5 4 4 4 44 1 1 | | 3k k kkx x x y          

   

   2 1 1
0

2 3
0 1

2 3 2 3
0

2 4 9

2

2 2 3

k
k

k
k

k k

y

y
y





 




 

  

 

  
   

 พจิารณา 

  2 1 2 2 1 2 3
14 9 4 2 3 9 2 2 12 9 2 3k k k

k k   
            



PSRU Journal of Science and Technology 3(2): 26-34, 2018 

32 

 

   4 5 4 4 4 44 1 1 1 1k k kky y x y         
 

 ถา  
2 2

0 1 2 2

1 21, 1,
2

k

k ky u


 

 
   

 
แลวจะไดวา 4 5 0kx   และไดวา 

   4 6 4 5 4 54 1 2 3k k kkx x x y         

 

  

2 3
0 1

2 3 2 3
0

2 2

2 2 1

k
k

k k

y

y




 

  

  
 

 ถา  
2 2

0 1 2 2

1 21, 1,
2

k

k ky u


 

 
   

 
แลวจะไดวา 4 6 0kx   และไดวา 

   4 6 4 5 4 54 1 2 1k k kky y x y       
 

   

2 3
0 1

2 3 2 2
0

2

2 2 3

k
k

k k

y

y




 

  

   
 

 ถา  
2 2

0 1 2 2

1 21, 1,
2

k

k ky u


 

 
   

 
และจะไดวา 4 6 0ky   และไดวา 

   4 7 4 6 4 64 1 3 3k k kkx x x y       
 

   
2 4

0 1

2 4 2 4
0

2 2 5

2 2 1

k
k

k k

y
y




 

  

  
 

 ถา  
2 2

0 1 2 2

1 21, 1,
2

k

k ky u


 

 
   

 
และจะไดวา 4 7 0kx    

 และไดวา 

   4 7 4 6 4 64 1 3 1 1k k kky y x y         

 

 

   4 8 4 7 4 74 1 4 1k k kky y x y         

   
2 4

0 1
2 4 2 3

0

2 2 5

2 2 1

k
k

k k

y

y




 

  

  
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 ถา       
2 2

0 1 2 2

1 21, 1,
2

k

k ky u


 

 
   

 
และจะไดวา 4 8 0ky   และไดวา 

        4 8 4 7 4 74 1 4 3k k kkx x x y         

 

  

2 4
0 1

2 4 2 4
0

2 2 7

2 2 1

k
k

k k

y
y




 

  

  
  

  ถา  
2 4 2 2

0 2 1 2 4 2 2

1 2 1 2, ,
2 2

k k

k k k ky u u
 

   

  
  

 
และจะไดวา 4 8 0kx   และได

 วา            4 5 4 5 4.2, 5, 1n nx y P       

  ถา      
2 4

0 2 2 4

1 21, 1,
2

k

k ky u


 

 
   

 
และจะไดวา 4 8 0kx    

 ดังนัน้  1P k  เปนจรงิโดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตรสามารถสรุปไดวา  P n เปน

จรงิสําหรับทุกๆจํานวนเต็ม 1n  สังเกตไดวา  

lim
n nU  lim

n

2

2

1 2
2

n

n
  1 

และเม่ือกําหนดให    0 0, 0 , 1x y  จะไดวา    2 2 4.1, 1 , 3x y P   ดังนัน้ จะไดวาผลเฉลย

ของระบบสมการ (7) เปนไพรมพเีรยีดใน 4 ที่สุด 

         

อภปิรายผล  

จากทฤษฎีบทเห็นขอแตกตางของผลเฉลยของระบบสมการ (7) โดยบทความ จันทิมา 

และคณะ (2560) พบวาเงื่อนไขที่ทําใหระบบสมการ (7) เปนจุดสมดุลคือการเลือกเงื่อนไขเริ่มตน

เปนจุดบนแกน y  ซึ่ง 00 1y   แตเม่ือเปลี่ยนเงื่อนไขเริ่มตน 0 1y   ผลเฉลยมีลักษณะเปน

คาบ 4 ยืนยันไดวาการเลอืกเงื่อนไขเริ่มตนมีผลตอพฤตกิรรมของระบบสมการและจุด  0,1  
เปน

จุดเปลี่ยนของพฤติกรรมของผลเฉลยจากการเปนจุดสมดุลที่ในสุดเปนการเปนคาบ 4 ในที่สุด 

ทั้งนี้ผูสนใจวิจัยอาจนําวิธีการสํารวจในบทความนี้ไปศึกษาพฤติกรรมของระบบสมการโดยที่

เงื่อนไขเริ่มตนจุดอ่ืนนอกเหนอืจากเงื่อนไขเริ่มตนที่ทําวจัิยไปแลว 
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สรุปผลการวิจัย   

 พฤตกิรรมของระบบสมการ (7) เปนคาบ 4 ในที่สุดแตวง 4 มีอยูสองวงไดแก 4.1P  และ

4.2P  เห็นไดวาวง 4.2P  ดงึดูดผลเฉลยทุกผลเฉลยที่มีเงื่อนไขเริ่มตนเปนจุดบนแกน y ซึ่ง 0 1y 

และ 4.1P  ดงึดูดผลเฉลยบนแกน y  ซึ่ง 0 1y   
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