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หลักการการหดตัวของบานาควางนัยท่ัวไปและการประมาณค่าจุดตรึง 
Generalized Banach Contraction Principles  

and Fixed Point Approximation 
ประสิทธิ์  ช่อลําเจียก1 

 

บทคัดย่อ 
บทความน้ีกล่าวถึงการศึกษาของหลักการการหดตัวของบานาควางนัยท่ัวไปและการประมาณค่าจุดตรึง

สําหรับการส่งไม่เชิงเส้นในปริภูมิเมตริกบริบูรณ์ 
 

ABSTRACT 
This article outlines a study of generalized Banach contraction principles and fixed point 

approximation for nonlinear mappings in complete metric spaces. 
 

คําสําคัญ: หลักการการหดตัวของบานาค  จุดตรึง  การส่งไม่เชิงเส้น  ปริภูมิเมตริกบริบูรณ์ 
Keywords: Banach contraction principle, Fixed point, Nonlinear mapping, Complete metric space 
 

บทนํา 
ทฤษฎีจุดตรึง (fixed Point Theory) นับเป็นแขนงท่ีสําคัญแขนงหน่ึงในสาขาของการวิเคราะห์เชิง

ฟังก์ชัน (functional Analysis) เน่ืองจากทฤษฎีและองค์ความรู้ท่ีเกิดจากการวิจัยพ้ืนฐานของทฤษฎีจุดตรึงน้ัน
สามารถนําไปประยุกต์ใช้เพ่ือแก้ปัญหาท่ีมีอยู่ในทางวิทยาศาสตร์บริสุทธ์ิและวิทยาศาสตร์ประยุกต์ได้เป็นอย่างดี จึง
ทําให้ทฤษฎีจุดตรึงเป็นแขนงท่ีได้รับความสนใจท่ีจะศึกษาและค้นคว้าวิจัยเพ่ือขยายและปรับปรุงผลลัพธ์เดิม 
ตลอดจนการหาองค์ความรู้ใหม่ ๆ โดยนักคณิตศาสตร์ในปัจจุบันเป็นจํานวนไม่น้อย 

สําหรับงานวิจัยในหัวข้อทฤษฎีจุดตรึงน้ัน สามารถแบ่งได้เป็นสองแนวทาง กล่าวคือ 
(1) การศึกษาการมีอยู่จริง (existence) และการมีเพียงหน่ึงเดียว (uniqueness) ของการส่งไม่เชิงเส้น 

(nonlinear mapping) แบบต่าง ๆ 
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(2) การสร้างระเบียบวิธีและทฤษฎีบทต่าง ๆ เพ่ือนําไปคํานวณหาและประมาณค่าจุดตรึงของการส่งแบบ
ไม่เชิงเส้น ตลอดจนการประยุกต์ใช้ผลลัพธ์ท่ีได้ในการหาผลเฉลยของสมการต่าง ๆ 

การศึกษาและวิจัยในทฤษฎีจุดตรึงน้ันต้องอาศัยความรู้ในหลายแขนง อาทิเช่น การวิเคราะห์ไม่เชิงเส้น 
(nonlinear analysis) การวิเคราะห์เชิงนูน (convex analysis) การวิเคราะห์เชิงตัวเลข (numerical analysis) 
และการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร์ (computer programming) เป็นต้น 

ในปี ค.ศ. 1922 นักคณิตศาสตร์ชาวฝรั่งเศส ช่ือว่า Stefan Banach ได้พิสูจน์หลักการการหดตัวของ 
บานาค (Banach contraction principle) โดยอาศัยเทคนิคของระเบียบวิธีทําซํ้า (iterative method) ในทฤษฎี
บทจะกล่าวถึงการมีอยู่จริงเพียงหน่ึงเดียวของการส่งแบบหดตัว (contractive mapping) ในปริภูมิเมตริกบริบูรณ์ 
(complete metric space) หลักการดังกล่าวถือได้ว่าเป็นจุดเริ่มต้นของการวิเคราะห์เชิงฟังก์ชันสมัยใหม่ 
(modern functional analysis) และนับว่ามีความสําคัญอย่างมากในการศึกษาทฤษฎีจุดตรึงในยุคแรก ๆ 
หลังจากน้ันเป็นต้นมาจึงมีการศึกษาและวิจัยเพ่ือขยายหลักการดังกล่าวไปยังการส่งแบบหดตัววางนัยท่ัวไป 
(generalized contractive mapping) ต่าง ๆ มากมาย ท้ังในส่วนท่ีเป็นการส่งค่าเดียวและการส่งหลายค่าใน
ปริภูมิต่าง ๆ ท่ีสําคัญนอกจากน้ีหลักการดังกล่าวยังสามารถนําไปประยุกต์ใช้ในการหาค่าประมาณผลเฉลยของ
ปัญหาดุลยภาพ (equilibrium problem) ปัญหาอสมการแปรผัน (variational inequality problem) ปัญหาค่า
ต่ําสุด-สูงสุด (min-max problem) และปัญหาโปรแกรมเชิงเส้น (linear programming problem) ซ่ึงล้วนแต่มี
ความสัมพันธ์กับปัญหาจุดตรึงท้ังสิ้น นับได้ว่าหลักการดังกล่าวมีส่วนสําคัญต่อการพัฒนาทางด้านวิทยาศาสตร์
ประยุกต์ วิศวกรรมศาสตร์ เศรษฐศาสตร์ และอุตสาหกรรมการผลิตและขนส่ง 

 

เนื้อความ 
จากความสําคัญท่ีกล่าวมาข้างต้น ในบทความน้ีผู้เขียนจึงได้รวบรวมและเรียบเรียงหลักการการหดตัวของ

บานาควางนัยท่ัวไป (generalized Banach contraction principle) แบบต่าง ๆ ท่ีถูกศึกษาในปริภูมิเมตริก
บริบูรณ์ รวมถึงระเบียบวิธีทําซํ้าต่าง ๆ ท่ีถูกใช้ในการประมาณค่าจุดตรึงของการส่งแบบไม่เชิงเส้น ท้ังในปริภูมิ 
ฮิลแบร์ต (Hilbert space) และปริภูมิบานาค (Banach space) ก่อนท่ีจะกล่าวถึงหลักการการหดตัวของบานาค
วางนัยท่ัวไปแบบต่าง ๆ น้ัน ผู้เขียนขอทบทวนบทนิยามและทฤษฎีบทพ้ืนฐาน ดังต่อไปน้ี 

บทนิยามท่ี 1 กําหนดให้ ��, �� เป็นปริภูมิเมตริก และ �: ��, �� � ��, �� เป็นการส่ง แล้ว 	 
 � ถูก
เรียกว่า จุดตรึง ของ � ถ้า 	 � �	 และเขียนแทนเซตของจุดตรึงท้ังหมดของการส่ง � ด้วย ���� 

บทนิยามท่ี 2 กําหนดให้ ��, �� เป็นปริภูมิเมตริก และ �: ��, �� � ��, �� เป็นการส่ง แล้ว 
(1) � ถูกเรียกว่า การส่งแบบหดตัว (contractive mapping) ถ้ามีจํานวนจริง 
 
 �0,1� ซ่ึง 

���	, ��� � 
��	, �� สําหรับทุก 	, � 
 � 
(2) � ถูกเรียกว่า การส่งแบบไม่ขยาย (nonexpansive mapping) ถ้า ���	, ��� � ��	, �� 

สําหรับทุก 	, � 
 � 
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ทฤษฎีบทท่ี 1 (Banach contraction principle) (Banach, 1922) กําหนดให้ ��, �� เป็นปริภูมิเมตริกบริบูรณ์ 
และ �: ��, �� � ��, �� เป็นการส่งแบบหดตัว แล้ว � มีจุดตรึงเพียงจุดเดียว 
สําหรับวิธีการพิสูจน์ทฤษฎีบทดังกล่าวสามารถศึกษาได้จากหนังสือของ Takahashi (2000) 

ต่อไปเป็นตัวอย่างบทประยุกต์ของหลักการการหดตัวของบานาค 

กําหนดให้ � � ��	�, … , 	��: 	� 
 �� และกําหนดเมตริก � บน � ดังน้ี 

��	, �� � max�|	� ! ��|                                                (*) 

จะได้ว่า ��, �� เป็นปริภูมิเมตริกบริบูรณ์ ต่อไปนิยามการส่ง �: � � � ดังน้ี 

�	 � "	 # $                                                       (**) 

เม่ือ " � �%&'� เป็นเมทริกซ์ขนาด ( ) ( และ $ � �$�, … , $�� เป็นสมาชิกของ � 

จากสมการ (**) ให้ � � �	 � ���, … , ��� จะได้ว่า  �& � ∑ %&'	' # $'
�
�+�  เม่ือ , � 1, … , ( 

ให้ - � �-�, … , -�� � �� ดังน้ันจาก (*) และ (**) จะได้ว่า 

���	, ��� � max&.�& ! -&. � max&.∑ %&'�	' ! �'��
'+� . 

                                                                     � ��	, �� max&.∑ %&'
�
'+� . 

ดังน้ัน ���	, ��� � 
��	, �� เม่ือ 
 � max&.∑ %&'
�
'+� . โดยการประยุกต์ทฤษฎีบทจุดตรึงของบานาคทํา

ให้เราทราบว่าระบบสมการเชิงเส้น 	 � "	 # $ ท่ีมี ( ตัวแปร และมี ( สมการ จะมีคําตอบเพียงคําตอบเดียวก็
ต่อเม่ือผลรวมในแต่ละแถวของเมทริกซ์สัมประสิทธ์ิมีค่าน้อยกว่า 1 

สิ่งท่ีถือว่าเป็นความสําคัญของทฤษฎีบทข้างต้นในเชิงประยุกต์ คือ การประยุกต์ใช้ในการสร้างระเบียบวิธี
ทําซํ้าท่ีนิยามดีแล้ว (well-defined) แล้วนําไปประมาณค่าจุดตรึงของการส่งแบบไม่เชิงเส้นต่าง ๆ เช่น การส่งแบบ
ไม่ขยาย เป็นต้น โดยท่ัวไปเรามักจะทําการศึกษาและวิจัยหลักการดังกล่าวในปริภูมิฮิลแบร์ตก่อน แล้วจึงขยายไป
ในปริภูมิบานาค 

กําหนดให้ �/, 0 · 0� เป็นปริภูมิบานาค และ " เป็นเซตย่อยนูนและปิดท่ีไม่เป็นเซตว่าง (nonempty, 
closed and convex) ของ / นอกจากน้ีสําหรับแต่ละ 2 
 �0,1� นิยามการส่ง 34: " � " โดย 

34�	� � 25 # �1 ! 2��	,   	 
 " 

เม่ือ �: " � " เป็นการส่งแบบไม่ขยาย และ 5 
 " เป็นเวกเตอร์คงท่ี 

เห็นได้ชัดว่า 34 เป็นการส่งแบบหดตัวบนเซต " ดังน้ันจากหลักการการหดตัวของบานาค จึงสรุปได้ว่าการส่ง 34 
จะมีจุดตรึง 	4 เพียงจุดเดียว ซ่ึงสอดคล้องกับสมการ 

	4 � 25 # �1 ! 2��	4                                                (1) 

และเรียก 	4 ในสมการ (1) ว่า วิถีของการหดตัว (path of contraction) 
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โดยอาศัยหลักการดังกล่าว ต่อมาได้มีนักคณิตศาสตร์จํานวนมากทําการศึกษาและวิจัยเก่ียวกับทฤษฎีบท
การลู่เข้าแบบเข้ม (strong convergence theorem) สําหรับการส่งแบบไม่ขยายท้ังในปริภูมิฮิลแบร์ตและปริภูมิ
บานาค ตามลําดับ 

ในปี ค.ศ. 1967 Browder ได้พิสูจน์ทฤษฎีบทการลู่เข้าแบบเข้มในปริภูมิฮิลแบร์ตสําหรับการส่งแบบไม่
ขยาย ดังทฤษฎีบทต่อไปน้ี 

ทฤษฎีบทท่ี 2 (Browder, 1967) กําหนดให้ " เป็นเซตย่อยนูนและปิดท่ีไม่เป็นเซตว่างของปริภูมิฮิลแบร์ต 6 และ 
� เป็นการส่งแบบไม่ขยายบน " แล้วจะได้ว่าลําดับ �	4� ลู่เข้าแบบเข้มสู่ 7 
 ���� เม่ือ 2 � 0 

ในปี ค.ศ. 1980 Reich ได้พิสูจน์ว่าทฤษฎีบทท่ี 2 ยังคงเป็นจริงในปริภูมิบานาคปรับเรียบแบบเอกรูป 
(uniformly smooth Banach space) สมการ (1) ยังสามารถเขียนในรูปแบบของวิธีทําซํ้าแฝง (implicit 
iteration) ได้ดังน้ี 	� 
 ", 

	� � 8�5 # �1 ! 8���	�,   ( 9 1                                     (2) 

เม่ือ �8�� เป็นลําดับของจํานวนจริงในช่วง �0,1� และ 5 
 " เป็นเวกเตอร์คงท่ี 
Halpern (1967) ได้นําเสนอและศึกษาวิธีทําซํ้าชัดแจ้ง (explicit iteration) สําหรับการส่งแบบไม่ขยาย 

�: " � " ในปริภูมิฮิลแบร์ต ดังน้ี 	� 
 ", 

	�:� � 8�5 # �1 ! 8���	�,   ( 9 1                                   (3) 

เม่ือ �8�� เป็นลําดับของจํานวนจริงในช่วง �0,1� และ 5 
 " เป็นเวกเตอร์คงท่ี นอกจากน้ียังได้ว่าลําดับ �	�� 
ท่ีก่อเกิดโดยวิธีทําซํ้า (3) น้ัน ลู่เข้าแบบเข้มสู่จุดตรึงของการส่ง � ภายใต้เง่ือนไขท่ีเหมาะสม 

ต่อมาวิธีทําซํ้าข้างต้นได้ถูกขยายและทําการศึกษาไปยังปริภูมิบานาคแบบต่าง ๆ ซ่ึงผู้สนใจสามารถศึกษา
เพ่ิมเติมได้จากบทความของ Lions (1977), Wittmann (1992), Reich (1994), Shioji and Takahashi (1997) 

ในปี ค.ศ. 2000 Moudafi ได้นําเสนอและศึกษาระเบียบวิธีการประมาณค่าแบบหนืด (viscosity 

approximation method) สําหรับการส่งแบบไม่ขยาย �: " � " ในปริภูมิฮิลแบร์ต ดังน้ี 	� 
 ", 

	�:� � 8���	�� # �1 ! 8���	�,   ( 9 1                                 (4) 

เม่ือ �8�� เป็นลําดับของจํานวนจริงในช่วง �0,1� และ �: " � " เป็นการส่งแบบหดตัว 
จากการพิสูจน์จะได้ว่าลําดับท่ีก่อเกิดโดยวิธีทําซํ้า (4) จะลู่เข้าแบบเข้มสู่จุดตรึงของ � ภายใต้เง่ือนไขท่ี

เหมาะสม 
ในปี ค.ศ. 2004 Xu ได้ทําการศึกษาวิธีทําซํ้าของการประมาณค่าแบบหนืดในปริภูมิบานาคปรับเรียบแบบ

เอกรูป 
จากสมการ (2) จะเห็นว่าในการคํานวณหาค่าของลําดับ �	�� แต่ละข้ันตอนน้ันต้องอาศัยการแก้สมการ

ทุกครั้ง ซ่ึงทําได้ยากในทางปฏิบัติ ขณะท่ีการคํานวณหาค่าของลําดับ �	�� ในสมการ (3) และ (4) น้ันทําได้ง่าย
กว่า กล่าวคือการประมาณค่าจุดตรึงของการส่งโดยอาศัยวิธีทําซํ้าชัดแจ้งน้ันง่ายกว่าวิธีทําซํ้าแฝง ด้วยเหตุผลน้ีจึงมี
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การสร้าง ขยาย และปรับปรุงวิธีทําซํ้าชัดแจ้งต่าง ๆ ข้ึนมาอย่างมากมาย อย่างไรก็ตามในการพิสูจน์ทฤษฎีบทการลู่
เข้าแบบเข้มของลําดับท่ีก่อเกิดโดยวิธีทําซํ้าชัดแจ้งน้ันยังคงต้องอาศัยผลลัพธ์ของการลู่เข้าแบบเข้มของลําดับท่ีก่อ
เกิดโดยวิธีทําซํ้าแฝงหรือวิถีของการหดตัวด้วย 

ต่อไปผู้เขียนจะกล่าวถึงหลักการการหดตัวของบานาควางนัยท่ัวไปท่ีสําคัญในปริภูมิเมตริกบริบูรณ์ 

บทนิยามท่ี 3 กําหนดให้ ��, �� เป็นปริภูมิเมตริก และ �: ��, �� � ��, �� เป็นการส่ง แล้ว � ถูกเรียกว่า 
การส่งแบบหดตัวอย่างอ่อน (weakly contractive mapping) ถ้า 

���	, ��� � ��	, �� ! ;���	, ��� 

สําหรับทุก 	, � 
 � เม่ือ ;: �0, ∞� � �0, ∞� เป็นฟังก์ชันเพ่ิมโดยแท้และต่อเน่ือง โดยท่ี ;�0� � 0 
ข้อสังเกต เห็นได้ชัดว่า ถ้าแต่ละ 2 
 �0, ∞� กําหนดให้ ;�2� � �1 ! 
�2 เม่ือ 
 
 �0,1� แล้วจะได้ว่าการ
ส่งแบบหดตัวในบทนิยามท่ี 2 ข้อ (1) คือการส่งแบบหดตัวอย่างอ่อนน่ันเอง 

Rhodes (2001) ได้พิสูจน์ทฤษฎีบทการมีอยู่จริงเพียงหน่ึงเดียวของการส่งแบบหดตัวอย่างอ่อน 
ดังต่อไปน้ี 

ทฤษฎีบทท่ี 3 (Rhodes, 2001) กําหนดให้ ��, �� เป็นปริภูมิเมตริกบริบูรณ์ และ �: ��, �� � ��, �� เป็น
การส่งแบบหดตัวอย่างอ่อน แล้ว � มีจุดตรึงเพียงจุดเดียว 

โดยทฤษฎีบทท่ี 3 Jung (2008) ได้นําเสนอวิธีทําซํ้าสําหรับการส่งแบบไม่ขยาย �: " � " ในปริภูมิ- 
บานาค ดังน้ี 

�� � 8���	�� # �1 ! 8���	�,   

	�:� � �1 ! <���� # <����,   ( 9 1                                      (5) 

เม่ือ �8�� และ �<�� เป็นลําดับของจํานวนจริงในช่วง �0,1� และ �: " � " เป็นการส่งแบบหดตัวอย่างอ่อน 
จากการพิสูจน์จะได้ว่าลําดับท่ีก่อเกิดโดยวิธีทําซํ้า (5) จะลู่เข้าแบบเข้มสู่จุดตรึงของ � ภายใต้เง่ือนไขท่ีเหมาะสม 
นอกจากน้ีผลลัพธ์ท่ีได้ยังขยายและปรับปรุงทฤษฎีบทของ Halpern (1967), Lions (1977), Wittmann (1992), 
Shioji and Takahashi (1997) อีกด้วย 

ต่อไปผู้เขียนจะกล่าวถึงการส่งแบบหดตัวเมียร์-คีเลอร์ (Meir and Keeler, 1969) ซ่ึงเป็นการขยาย
แนวคิดของ Boyd and Wong (Boyd and Wong, 1969) 

บทนิยามท่ี 4 กําหนดให้ ��, �� เป็นปริภูมิเมตริก และ �: ��, �� � ��, �� เป็นการส่ง แล้ว � ถูกเรียกว่า 
การส่งแบบหดตัวเมียร์-คีเลอร์ (Meir-Keeler contractive mapping) ถ้าสําหรับแต่ละ = > 0 จะมี 
 ? � ?�=� > 0 ซ่ึง 

= � ��	, �� @ = # ?  A  ���	, ��� @ =  ; สําหรับทุก 	, � 
 � 
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ทฤษฎีบทท่ี 4 (Meir and Keeler, 1969) กําหนดให้ ��, �� เป็นปริภูมิเมตริกบริบูรณ์ และ �: ��, �� �

��, �� เป็นการส่งแบบหดตัวเมียร์-คีเลอร์ แล้ว � มีจุดตรึงเพียงจุดเดียว 
นอกจากน้ี Suzuki (2007) ยังได้พิสูจน์ทฤษฎีบทท่ีสําคัญในปริภูมิบานาค ดังต่อไปน้ี 

ทฤษฎีบทท่ี 5 (Suzuki, 2007) กําหนดให้ " เป็นเซตย่อยนูนของปริภูมิบานาค / และให้ �: " � " เป็นการส่ง
แบบไม่ขยาย และ �: " � " เป็นการส่งแบบหดตัวเมียร์-คีเลอร์ จะได้ว่าข้อความต่อไปน้ีเป็นจริง 

(1) T fo เป็นการส่งแบบหดตัวเมียร์-คีเลอร์ บน " 
(2) สําหรับแต่ละ 2 
 �0,1� กําหนดให้การส่ง 34: " � " นิยามโดย 

34�	� � 2 ��	� # �1 ! 2��	, 	 
 " 

แล้วจะได้ว่า 34 เป็นการส่งแบบหดตัวเมียร์-คีเลอร์ บน " 

ทฤษฎีบทท่ี 6 (Suzuki, 2007) กําหนดให้ " เป็นเซตย่อยนูนของปริภูมิบานาค / และ �: " � " เป็นการส่ง
แบบหดตัวเมียร์-คีเลอร์ แล้ว สําหรับแต่ละ = > 0 จะมี 
 
 �0,1� ซ่ึง 

0	 ! �0 9 =  A  0��	� ! ����0 � 
0	 ! �0 สําหรับทุก 	, � 
 " 

นอกจากน้ี Suzuki (2007) ยังได้ศึกษาทฤษฎีบทการลู่เข้าแบบเข้มของลําดับท่ีก่อเกิดโดยวิธีการประมาณค่าแบบ
หนืดโดยอาศัยทฤษฎีบทท่ี 4, 5 และ 6 อีกด้วย 

ต่อไปผู้เขียนจะกล่าวถึงการส่งแบบหดตัวอีกแบบหน่ึง ซ่ึงมีความสัมพันธ์กับการส่งแบบหดตัวเมียร์-คี
เลอร์ 

บทนิยามท่ี 5 กําหนดให้ B: �: � �: เป็นฟังก์ชัน แล้ว B ถูกเรียกว่า ฟังก์ชัน C (C-function) ถ้า 
B�0� � 0, B�2� > 0 เม่ือ 2 > 0 และสําหรับทุก D > 0 จะมี 5 > D ซ่ึง B�2� � D เม่ือ 2 
 �D, 5E 

บทนิยามท่ี 6 กําหนดให้ ��, �� เป็นปริภูมิเมตริก และ �: ��, �� � ��, �� เป็นการส่ง แล้ว � ถูกเรียกว่า 
การหดตัว �B, C� [�B, C�-contraction] ถ้า B: �: � �: เป็นฟังก์ชัน C และ ���	, ��� @ B���	, ��� 
สําหรับทุก 	, � 
 � ซ่ึง 	 F � 
ข้อสังเกต ถ้ากําหนดให้ B�2� � 
2 เม่ือ 
 
 �0,1� แล้วจะได้ว่า � เป็นการส่งแบบหดตัว 

จากบทนิยามท่ี 6 ทําให้ได้ทฤษฎีบทการมีอยู่จริงเพียงหน่ึงเดียวของการส่งแบบหดตัว �B, C� 

ทฤษฎีบทท่ี 7 (Reich, 1972) กําหนดให้ ��, �� เป็นปริภูมิเมตริกบริบูรณ์ และ �: ��, �� � ��, �� เป็นการ
ส่งแบบหดตัว �B, C� แล้ว � มีจุดตรึงเพียงจุดเดียว 

Lim (2001) ได้พิสูจน์ความสมมูลของการส่งแบบหดตัวเมียร์-คีเลอร์และการส่งแบบหดตัว �B, C� 
ดังต่อไปน้ี 

ทฤษฎีบทท่ี 8 (Lim, 2001) กําหนดให้ ��, �� เป็นปริภูมิเมตริก และ �: ��, �� � ��, �� เป็นการส่ง จะได้ว่า
ข้อความต่อไปน้ีสมมูลกัน 
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(1) � เป็นการส่งแบบหดตัวเมียร์-คีเลอร์ 
(2) จะมี B ซ่ึงเป็นฟังก์ชัน C และทําให้ � เป็นการส่งแบบหดตัว �B, C� 

ในทํานองเดียวกัน Petrusel และ Yao ยังได้พิสูจน์ทฤษฎีบทต่อไปน้ี 
ทฤษฎีบทท่ี 9 (Petrusel and Yao, 2008) กําหนดให้ " เป็นเซตย่อยนูนของปริภูมิบานาค / และให้ �: " � " 
เป็นการส่งแบบไม่ขยาย และ �: " � " เป็นการส่งแบบหดตัว �B, C� แล้วจะได้ว่าข้อความต่อไปน้ีเป็นจริง 

(1) T fo  เป็นการส่งแบบหดตัว �B, C� บน " 
(2) สําหรับแต่ละ 2 
 �0,1� กําหนดให้การส่ง 34: " � " นิยามโดย 

34�	� � 2 ��	� # �1 ! 2��	, 	 
 " 

แล้วจะได้ว่า 34 เป็นการส่งแบบหดตัว �B, C� บน " 

จากความจริงดังกล่าวทําให้เราสามารถศึกษาการประมาณค่าของการส่งแบบไม่ขยายสําหรับการหดตัว
ดังกล่าวได้ ซ่ึง Petrusel และ Yao ได้ศึกษาการลู่เข้าแบบเข้มในปริภูมิบานาคของลําดับท่ีก่อเกิดโดย 

	�:� � 8���	�� # �1 ! 8���	�,   ( 9 1 

เม่ือ �8�� เป็นลําดับของจํานวนจริงในช่วง �0,1� และ �: " � " เป็นการส่งแบบหดตัว �B, C� 

นอกจากหลักการการหดตัวของบานาควางนัยท่ัวไปท่ีได้กล่าวถึงไปแล้วน้ัน ต่อไปจะขอกล่าวถึงหลักการ
ดังกล่าวในรูปแบบของการส่งหลายค่าแบบหดตัว (contractive multi-valued mapping) ซ่ึงเป็นหัวข้อท่ีได้รับ
ความสนใจในการศึกษาและวิจัยเช่นกัน อีกท้ังยังมีความสําคัญอย่างมากในการแก้ปัญหาท่ีมีอยู่ในทางเศรษฐศาสตร์ 

บทนิยามท่ี 7 กําหนดให้ ��, �� เป็นปริภูมิอิงระยะทาง เราใช้สัญลักษณ์ G��� แทนวงศ์ (family) ของเซต
กระชับของ � และ "H��� แทนวงศ์ของเซตปิดท่ีมีขอบเขตของ � และเรียกการส่งหลายค่า �: � � "H��� 
ว่า การส่งแบบหดตัว ถ้ามีจํานวนจริง 
 
 �0,1� ซ่ึง 

6��	, ��� � 
 ��	, �� 

สําหรับทุก 	, � 
 � และเรียก �: � � "H��� ว่า การส่งแบบไม่ขยาย ถ้า 

6��	, ��� � ��	, �� 

สําหรับทุก 	, � 
 � เม่ือ 6�·,·� คือ เมตริกเฮาส์ดอร์ฟ (Housdorff metric) ซ่ึงนิยามโดย 

{ }( , ) max sup ( , ), sup ( , )
a A b B

H A B d a B d b A
∈ ∈

=  

สําหรับ I, H 
 "H��� และ ( , ) inf ( , )
a A

d x A d x a
∈

=  

นอกจากน้ีจะกล่าวว่าสมาชิก 	 
 � เป็นจุดตรึงของการส่งหลายค่า � ถ้า 	 
 �	 
ในปี ค.ศ. 1969 Nadler ได้พิสูจน์หลักการการหดตัวของบานาคสําหรับการส่งหลายค่าแบบหดตัว 

ดังต่อไปน้ี 
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ทฤษฎีบทท่ี 10 (Nadler contraction principle) (Nadler, 1969) กําหนดให้ ��, �� เป็นปริภูมิเมตริกบริบูรณ์ 
และ �: � � "H��� เป็นการส่งแบบหดตัว แล้ว � มีจุดตรึงเพียงจุดเดียว 

ในทํานองเดียวกันกับหลักการการหดตัวของบานาค ถ้ากําหนดให้ / เป็นปริภูมิบานาค และ J เป็นเซต
ย่อยนูนและปิดท่ีไม่เป็นเซตว่างของ / และสําหรับแต่ละ 2 
 �0,1� นิยามการส่ง K4: J � "H�J� โดย 

K4�	� � 25 # �1 ! 2��	,   	 
 J 

เม่ือ �: J � "H�J� เป็นการส่งแบบหลายค่าแบบไม่ขยาย (nonexpansive multi-valued mapping) และ 
5 
 J เป็นเวกเตอร์คงท่ี แล้วจะได้ว่า K4 เป็นการส่งหลายค่าแบบหดตัว นอกจากน้ีโดยอาศัยหลักการการหดตัว
ของแนดเลอร์ จะได้ว่ามีจุดตรึง 	4 
 J ซ่ึงสอดคล้องกับ 

	4 
 25 # �1 ! 2��	4 

อย่างไรก็ตาม Pietramala (1991) ได้ให้ตัวอย่างท่ีแสดงให้เห็นว่าทฤษฎีบทของ Browder ไม่สามารถ
ขยายไปสู่การส่งหลายค่าได้โดยตรง แต่ต้องเพ่ิมเง่ือนไขพิเศษบางอย่างด้วย ซ่ึงต่อมา Lopez Acedo และ Xu 
(Lopez Acedo and Xu, 1995) ได้พิสูจน์ทฤษฎีบทการลู่เข้าแบบเข้มของวิถี 	4 โดยอาศัยความจริงข้างต้น ซ่ึง
ผลลัพธ์ท่ีได้จะขยายทฤษฎีบทของ Browder สําหรับการส่งหลายค่าแบบไม่ขยาย � ในปริภูมิฮิลแบร์ต โดยมีการ
เพ่ิมเง่ือนไขจุดปลาย (end point) หรือ �	 � �	� สําหรับทุก 	 
 ���� เข้าไปด้วย 

นอกจากน้ีแนวคิดในการส่งหลายค่าได้ถูกขยายไปยังการส่งแบบหดตัวเมียร์-คีเลอร์ โดย Lim (2001) อีก
ด้วย 

บทนิยามท่ี 8 กําหนดให้ ��, �� เป็นปริภูมิเมตริก การส่งหลายค่า �: � � "H��� ถูกเรียกว่า การส่งแบบหด
ตัวเมียร์-คีเลอร์ (Meir-Keeler contractive multi-valued mapping) ถ้าสําหรับแต่ละ = > 0 จะมี 
? � ?�=� > 0 ซ่ึง 

= � ��	, �� @ = # ?  A  6��	, ��� @ = 

สําหรับทุก 	, � 
 � เม่ือ { }
,

( ) inf ( , ) : ( , )
x y X

d x y H fx fyδ ε ε
∈

= ≥  

ต่อไปเป็นทฤษฎีบทการมีอยู่จริงเพียงหน่ึงเดียวของการส่งหลายค่าแบบหดตัวเมียร์-คีเลอร์ 
ทฤษฎีบทท่ี 11 (Reich, 1972; Lim, 2001) กําหนดให้ ��, �� เป็นปริภูมิเมตริกบริบูรณ์ และ �: � � G��� 
เป็นการส่งแบบหดตัวเมียร์-คีเลอร์ แล้ว � มีจุดตรึงเพียงจุดเดียว 
 

บทสรุป 
หลักการการหดตัวของบานาควางนัยท่ัวไปท่ีได้กล่าวในบทความน้ีนอกจากจะมีคุณค่าในเชิงทฤษฎีแล้ว 

แต่ยังมีความสําคัญในการประยุกต์โดยการสร้างระเบียบวิธีทําซํ้าเพ่ือใช้ในการประมาณค่าจุดตรึงหรือผลเฉลยของ
การส่งไม่เชิงเส้นต่าง ๆ ท้ังในปริภูมิฮิลแบร์ตและปริภูมิบานาค ซ่ึงส่งผลให้ในปัจจุบันมีนักคณิตศาสตร์จํานวนไม่



1136  KKU Science Journal Volume 40 Number 4 Review 

 

 

น้อยได้คิดค้นและพัฒนางานวิจัยตีพิมพ์ท่ีเก่ียวกับการประมาณค่าจุดตรึงของการส่งไม่เชิงเส้นชนิดต่าง ๆ มากมาย 
อย่างไรก็ตามการศึกษาการลู่เข้าของการส่งหลายค่ายังคงเป็นสิ่งท่ีน่าสนใจในการคิดค้น พัฒนา และปรับปรุงต่อไป 
เช่นการลดเง่ือนไขจุดปลาย การสร้างวิธีทําซํ้าชัดแจ้งเพ่ือหาผลเฉลยของการส่งไม่เชิงเส้นหลายค่าแบบต่าง ๆ เป็น
ต้น นอกจากน้ียังเป็นท่ีน่าสนใจว่าทฤษฎีบทท่ี 11 สามารถนําไปประยุกต์ใช้ในการสร้างวิถีหรือวิธีทําซํ้าข้ึนมาเพ่ือ
ประมาณค่าจุดตรึงของการส่งหลายค่าได้หรือไม่ และภายใต้เง่ือนไขใด ตลอดจนการสร้างหลักการการหดตัววางนัย
ท่ัวไปใหม่ข้ึนมา ท้ังหมดจึงเป็นสิ่งท่ีนักคณิตศาสตร์ต้องคิดค้นและพัฒนาต่อไป 
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