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ฟังก์ชันไซน์และโคไซน์กับลมหายใจมนุษย์ 
Sine and Cosine Functions on Human Breath 

สุพัชระ คงนวน1 
 

บทคัดย่อ 
บทความช้ินน้ี มีจุดประสงค์เพ่ือแสดงบทบาทสําคัญของฟังก์ชันไซน์และโคไซน์ต่อการจําลองการไหลของ

ลมหายใจมนุษย ์บทบาทเหล่าน้ันถูกแสดงให้เห็นโดยผ่านข้ันตอนการสร้างแบบจําลองทางคณิตศาสตร์และวิธีการ
หาผลเฉลยของแบบจําลองในรูปแบบเชิงวิเคราะห ์โดยประสิทธิภาพของแบบจําลองและผลเฉลยท่ีได้จากการอาศัย
ฟังก์ชันไซน์และโคไซน์ ถูกวิเคราะห์โดยการนําไปเปรียบเทียบกับความสมจริงของการไหลของลมหายใจและกับผล
เฉลยเชิงตัวเลขท่ีมีประสิทธิภาพ 
 

ABSTRACT 
This article aims to show the important roles of sine and cosine functions on simulation 

of the airflow in human breath. The important roles are shown by a mathematical modelling 
construction and a method of analytical solution. The effective of the constructed mathematical 
modelling and the obtained solution is investigated by the comparison with the fact of human 
airflow and the results obtained by an efficient numerical method. 
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บทนํา 
เรามีความคุ้นเคยกับการหายใจเข้าออก แต่อาจลืมไปว่าเรามีลมหายใจอยู่กับตัวอยู่ทุกขณะเวลา และลืม

ท่ีจะตระหนักว่าลมหายใจน้ันเป็นสมบัติอันล้ําค่ากว่าสมบัติใด ๆ ท่ีมนุษย์คนหน่ึงจะพึงมี การท่ีเราหายใจเข้า-ออก
หมุนเวียนเปลีย่นไปเป็นวัฏจักร ในทางพุทธศาสนาสอนให้เราควรตระหนักในหลักไตรลักษณ์ว่า ทุกสิ่งทุกอย่างย่อม
มีการเปลีย่นแปลงเป็นธรรมดา ไม่มีสิ่งใดคงทนถาวรอยู่ในสภาพเดิมได้ตลอดเวลา และไม่สามารถเป็นไปตามบังคับ
บัญชาของสิ่งใดได ้

ในทางวิชาการแพทย์อธิบายได้ว่า พฤติกรรมการหายใจเข้า-ออกของมนุษย ์เกิดจากการเปลี่ยนแปลงของ
ปริมาตรและความดันของอากาศภายในเมื่อมีการบีบรัดและคลายตัวของปอด ขณะท่ีปอดคลายตัวพ้ืนท่ีภายในปอด
เพ่ิมข้ึนทําให้ความดันอากาศภายในปอด (intrapulmonary pressure) และความดันอากาศในช่องเยื่อหุ้มปอด 
(intrapleural pressure) ลดต่ําลงกว่าความดันอากาศภายนอก (atmospheric pressure) (ธวัช, 2552) ส่งผลให้
การเคลื่อนท่ีของอากาศในทางเดินหายใจมีทิศพุ่งเข้าทางปากผ่านทางเดินหายใจไปยังปอด ทําให้เกิดการหายใจเข้า 
และเมื่อถึงจุด ๆ หน่ึงปอดจะขยายตัวเต็มท่ี แล้วค่อย ๆ บีบตัวลง ทําให้ปริมาตรภายในปอดลดลง ส่งผลต่อความ
ดันของอากาศภายในปอดและบริเวณรอบ ๆ มีค่าสูงข้ึนกว่าความดันอากาศบริเวณภายนอก ความเร็วของอากาศ
จึงค่อย ๆ เปลี่ยนทิศทางเป็นไหลออกจากปอดผ่านทางเดินหายใจออกสู่ภายนอก ทําให้เกิดการหายใจออก หมุนวน
เป็นวัฏจักรเช่นน้ีเรื่อยไป 

แตจ่ะมีใครเคยคิดบ้างไหมว่า ฟังก์ชันไซน์ (sine) และโคไซน์ (cosine) ในทางคณิตศาสตร์กับลมหายใจ
ของคนเราน้ันเก่ียวข้องกัน หรือถ้าหากคิด ก็มั่นใจว่าคงจะคิดแคว่่า ฟังก์ชันท้ังสองและลมหายใจน้ันเก่ียวข้องกันแค่
ในแง่ท่ีมีการหมุนวนเปลี่ยนไปเป็นวัฏจักรเหมือนกันเท่าน้ัน บทความช้ินน้ีจะช้ีให้ท่านเห็นว่า ฟังก์ชันท้ังสองจะมี
ประโยชน์และเก่ียวข้องกับลมหายใจมนุษยม์ากกว่าท่ีใคร ๆ คิดได้อย่างไร 

เบ้ืองต้นเราจะช้ีให้ท่านเห็นว่า คณิตศาสตร์และลมหายใจมีความเช่ือมโยงกันได้อย่างไร ความเช่ือมโยง
เกิดข้ึนได้ก็เพราะว่า ในทางคณิตศาสตร์ เรามีคณิตศาสตร์ประยุกตท่ี์สามารถใช้ความรู้ทางคณิตศาสตร ์เพ่ืออธิบาย
หรือแก้ปัญหาของปรากฏการณ์ทางด้านต่างๆรอบตัวเราได้ การหายใจของคนเราก็เช่นกัน เป็นการไหลเข้า-ออก
ของของไหลชนิดหน่ึง เราย่อมสามารถท่ีจะสร้างแบบจําลองคณิตศาสตร์มาอธิบายได้ ดังน้ันในบทความน้ีเราจะได้ช้ี
ให้ท่านเห็นความเช่ือมโยงและประโยชน์ของฟังก์ชันท้ังสองท่ีมีต่อลมหายใจโดยผ่านการสร้างแบบจําลอง
คณิตศาสตรแ์ละหาผลเฉลยสําหรับการไหลของอากาศในทางเดินหายใจ 
 

ความเกี่ยวข้องกันของฟังก์ชันไซน์หรือโคไซน์และลมหายใจของมนุษย์ 
ในส่วนน้ีเราจะได้แสดงให้เห็นว่า ฟังก์ชันไซน์และโคไซน์มีประโยชน์และความเก่ียวข้องกับลมหายใจ

มนุษย์ โดยผ่านการสร้างแบบจําลองทางคณิตศาสตร์สําหรับการไหลของอากาศในทางเดินหายใจ ในการสร้าง
แบบจําลองน้ีจะประกอบไปด้วยข้ันตอนดังน้ี การกําหนดขอบเขตและการจําลองบริเวณท่ีจะทําการศึกษา การสร้าง
แบบจําลองทางคณิตศาสตร์ การหาผลเฉลย การจําลองและวิเคราะห์ผล เราจะค่อย ๆ ช้ีให้ท่านได้เห็นว่าฟังก์ชัน
ไซน์และโคไซน์ เข้ามาเก่ียวข้องได้อย่างไร 
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บริเวณท่ีใช้ทําการศึกษา 
ขอบเขตของบริเวณท่ีถูกกําหนดเพ่ือใช้ในการศึกษา คือ ตั้งแต่ช่องปากผ่านเข้าสู่หลอดลมไปจนถึงบริเวณ

ก่อนถึงข้ัวปอดท้ังสองข้าง (two bronchi) ซึ่งเป็นทางเดินหายใจส่วนบน (upper respiratory tract) เท่าน้ัน การ
ไหลของอากาศในทางเดินหายใจส่วนบนโดยผ่านช่องปากท่ีเราจะกล่าวถึงน้ี ถือว่าเป็นการศึกษาในขณะท่ีปากกําลัง
อ้าเปิดกว้าง ท่อทางเดินหายใจในขณะน้ันจึงมีลักษณะเป็นช่องตรงมากพอท่ีจะทําให้โครงสร้างของบริเวณทางเดิน
หายใจท่ีกําลังศึกษามีลักษณะไม่ซับซ้อนมากนัก ดังน้ันการไหลของอากาศน้ี จึงถูกสมมติว่าเป็นการไหลแบบ
ราบเรียบ (laminar flow) 

ความซับซ้อนของโครงสร้างทางเดินหายใจของมนุษย์ นับเป็นอุปสรรคสําคัญในการสร้างโดเมนให้สมจริง 
งานวิจัยส่วนมาก จึงมักใช้ข้อมูลทางการแพทย์ประกอบกับโปรแกรมสําเร็จรูปท่ีมีประสิทธิภาพสูงมาจําลองรูป
ทางเดินหายใจข้ึนมาให้ใกล้เคียงกับความเป็นจริงท่ีสุด ซึ่งในส่วนน้ีเราได้ทําการค้นคว้าข้อมูลทางกายภาพของ
โครงสร้างทางเดินหายใจของมนุษย์ จากงานวิจัยต่าง ๆ (Ball et al., 2008; Fadl et al., 2007;  Lee et al., 
2008; Luo et al., 2004) เพ่ือนํามาใช้ในการศึกษาดังค่าท่ีแสดงไว้ในตารางท่ี 1 และเราสามารถจําลองภาพ
ทางเดินหายได้ดังรูปท่ี 1 

 

ตารางท่ี 1 ค่าพารามเิตอรส์ําหรับการจําลองทางเดินหายใจของมนุษย ์
พารามิเตอร์ ค่าพารามิเตอร์ (cm) 

ความกว้างของทางเข้า (inlet); L1 3.125 
ความลึกของช่องปาก(oral cavity); L2 7.0 
เส้นผา่นศูนย์กลางของหลอดลมตอนต้น; L3 2.5 
ความยาวของหลอดลมช่วงท่ี 1; L4 7.0 
ความยาวของหลอดลมช่วงท่ี 2; L5 9.0 
ความกว้างของทางออก (outlet); L6 2.0 



บทความ วารสารวิทยาศาสตร์ มข. ปีท่ี 40 ฉบับท่ี 3 831 

 

 

 
รูปท่ี 1 รูปจําลองทางเดินหายใจของมนุษย์ในสองมิติท่ีถูกใช้ทําการศึกษา (โดเมน) 

 

การสร้างแบบจําลองคณิตศาสตร์สําหรับการไหลของอากาศ 
ในท่ีน้ีเราจะพิจารณาการไหลของอากาศในทางเดินหายใจโดยผ่านทางช่องปาก ภายใต้สมมติฐานว่า 

อากาศในทางเดินหายใจเป็นของไหลท่ีมีความสม่ําเสมอเป็นเน้ือเดียวกันและอัดไม่ได้ ท่ีอุณหภูมิหน่ึง ๆ ความหนืด
และความหนาแน่นมีค่าคงตัวตลอดเวลา (homogeneous, Newtonian and incompressible fluid) อากาศใน
ช่องทางเดินหายใจมีการไหลเข้า-ออก ตามการเปลี่ยนแปลงของความดันภายในถุงลมภายในปอด และไม่มีแรงอ่ืน
ใดกระทําจากภายนอก จึงได้ว่า การไหลของอากาศเป็นแบบราบเรียบท่ีแกว่งกวัดตามคาบของเวลา (oscillating 
flow) จึงสามารถอธิบายการไหลน้ีด้วยสมการการไหลต่อเน่ือง และสมการนาเวียร-์สโตกส์ ท่ีข้ึนกับท้ังตําแหน่งและ
เวลา เพ่ือความสะดวกและง่ายแก่การจําลอง เราจึงจําลองปัญหาน้ีในสองมิติ ถือเสมือนว่าเรากําลังมอง
ภาพตัดขวางด้านข้างน่ันเอง ตําแหน่งต่าง ๆ ในทางเดินหายใจ จึงแทนด้วยเวกเตอร์ x  ซึ่งเป็นเวกเตอร์จะมีพิกัด
ในทิศตามแนวนอนเป็น x  และแนวดิ่งเป็น y  ดังน้ันจึงกําหนดให้ ),( xu t  แทนความเร็วของอากาศ ท่ีตําแหน่ง
และเวลาใด ๆ เป็นเวกเตอร์ ท่ีประกอบด้วยความเร็วในทิศตามแนวนอน x  และ แนวดิ่ง y  คือ u  และ v  
ตามลําดับ แบบจําลองการไหลของอากาศจึงสามารถถูกนําเสนอ (อัญชุลี และคณะ, 2553; Jutharat and 
Supachara, 2011) ไดด้ังน้ี 

u v

x y

∂ ∂
+

∂ ∂
 = 0                                                             (1) 

u u u
u v

t x y
ρ

 ∂ ∂ ∂  + +   ∂ ∂ ∂ 
 = 

2 2

2 2

p u u

x x y
µ

 ∂ ∂ ∂  − + +  ∂ ∂ ∂ 
                          (2) 



832  KKU Science Journal Volume 40 Number 3 Review 

 

 

v v v
u v

t x y
ρ

 ∂ ∂ ∂  + +  ∂ ∂ ∂ 
 = 

2 2

2 2

p v v

y x y
µ

 ∂ ∂ ∂  − + +  ∂ ∂ ∂ 
                          (3) 

เมื่อ p  คือ ความดัน ของอากาศท่ีตําแหน่งและเวลาใด ๆ ρ  และ µ  คือ ความหนาแน่น และความ
หนืดของอากาศในทางเดินหายใจ ตามลําดับ ค่าคงตัวท่ีปรากฏในสมการท่ี (1)-(3) น้ันมีค่าดังต่อไปน้ี 

3
/148.1 mkg=ρ  และ sPa ⋅×=

−5
1082.1µ  สมการท่ี (1)-(3) เป็นระบบสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยท่ีมี

ค่าตัวแปรไม่ทราบค่า 3 ตัว คือ ค่าความเร็ว u และ v  และค่าความดัน p  ซึ่งข้ันต่อไปจะกําหนดค่าขอบและค่า
เริ่มต้น เพ่ือใช้ในกระบวนการหาผลเฉลยของปัญหาต่อไป 
 

การกําหนดค่าขอบ 
พิจารณาค่าขอบท่ีใช้กับสมการการไหลต่อเน่ือง และสมการเนเวียร-์สโตกส์ ไดด้ังน้ี 

บริเวณทางเข้า (inlet) ซึ่งคือ ทางเข้าของช่องปาก เน่ืองจากบริเวณน้ีเป็นพ้ืนท่ีเปิดสัมผัสกับบรรยากาศภายนอก
จึงไม่มีแรงดันใด ๆ เกิดข้ึน ทําให้ความดันอากาศท่ีบริเวณน้ีมีค่าเป็นศูนย์ (Xu et al., 2006) 

0=p                                                             (4) 

บริเวณผนังรอบทางเดินหายใจท้ังหมด กําหนดให้ความเร็วของอากาศ u  สอดคล้องกับสภาวะท่ีไม่มีการลื่นไถล 
(no-slip condition) น่ันคือ เมื่ออากาศเคลื่อนตัวเข้าไปใกล้ผนังทางเดินหายใจความเร็วของอากาศจะมีค่าเป็น
ศูนย์ (Xu et al., 2006) 

0u =                                                             (5) 

บริเวณทางออก (outlet) ซึ่งคือ ส่วนปลายของหลอดลมซึ่งติดกับข้ัวปอด สิ่งท่ีควบคุมการไหลของอากาศใน
ทางเดินหายใจ คือ ความดันอากาศท่ีปลายทางออกซึ่งอยู่ใกล้กับปอดน่ันเอง การหดและคลายตัวของปอดมีการ
หมุนเวียนเปลี่ยนวนเป็นวัฏจักร ทําให้ความดันอากาศท่ีบริเวณน้ี สามารถอธิบายได้ด้วยฟังก์ชันคาบของเวลา ซึ่ง
แทนด้วยฟังก์ชัน ���� 

 

รูปท่ี 2 กราฟความดันภายในปอด (a) และเยื่อหุ้มปอด (b) ในหน่ึงรอบของการหายใจ 
(ดัดแปลงจาก Haniztz, 2009) 
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จากกราฟของการเปลี่ยนแปลงความดันอากาศภายในปอด รูปท่ี 2(a) พบว่าในช่วงแรกของกราฟ ค่า
ความดันติดลบน้อย ๆ จากน้ันจึงค่อย ๆ ติดลบมากข้ึนจนถึงจุดต่ําสุด และเมื่อเวลาผ่านไปค่าดังกล่าวจะค่อย ๆ
เพ่ิมข้ึนจนกลับมาเป็นบวกและถึงจุดสูงสุดแล้วจึงค่อย ๆ ลดลงอีก แกว่งไปมาเช่นน้ีเรื่อยไป ดังน้ันค่าความดันท่ี
บริเวณน้ีจะสามารถอธิบายไดด้้วยฟังก์ชันไซน์ท่ีมสีัมประสิทธ์ิเป็นลบน่ันเอง โดยค่าความดันสูงสุดหรือแอมพลิจูดใน
แต่ละคาบเวลามีค่าเป็น 1 มิลลิเมตรปรอท (mmHg) ซึ่งมีค่าเท่ากับ 133.32 sPa ⋅  นอกจากน้ีจากงานวิจัย 
(Zhang and Kleinstreuer, 2004) พบว่าคาบของการหายใจเข้า-ออก ของมนุษย์มีค่าประมาณ 4 วินาที 
เพราะฉะน้ันท่ีปลายขอบของทางเดินหายใจด้านท่ีตดิกับปอด เราจึงกําหนดฟังก์ชันของความดันอากาศเป็น (อัญชุล ี
และคณะ, 2553; Jutharat and Supachara, 2011) 

2
( ) 133.32sin( )

4

t
p t

π
=−   =  133.32 sin( ) sin( )

2 2

t t
P

π π
− =                 (6) 

ณ จุดน้ีนับเป็นจุดแรกท่ีเราได้พบว่าฟังก์ชันไซน์ได้มบีทบาทต่อลมหายใจมนุษย ์
สมการท่ี 1-2 เป็นระบบสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย และค่าขอบตามขอบต่าง ๆ ดังสมการ (4)-(6) ประกอบ

กันเป็นปัญหาค่าขอบ (boundary value problem, B.V.P.) สําหรับการไหลของอากาศในทางเดินหายใจ ถือได้ว่า
เราได้มีแบบจําลองคณิตศาสตร์ท่ีใช้อธิบายการไหลของอากาศในทางเดินหายใจแล้ว จากน้ีเราก็ย่อมท่ีจะอยากรู้ว่า 
ความเร็วอากาศท่ีตําแหน่งใด ๆ ท่ีไม่ใช่ขอบในแต่ละขณะเวลาว่าจะเป็นอย่างไร น่ันคือเราต้องหาผลเฉลยของ
ความเร็วของการไหลของอากาศน่ันเอง และเมื่อเราได้ผลเฉลยท่ีได้จากการสร้างแบบจําลองแบบน้ีท่ีเก่ียวข้องกับ
ฟังก์ชันไซน์ เราค่อยมาดูกันว่าพลังของฟังก์ชันน้ีมีแค่ไหน 
 

การหาผลเฉลยของการไหลของอากาศผลโดยวิธเีชิงตัวเลข 
จากปัญหาค่าสําหรับการไหลของอากาศในทางเดินหายใจ ท่ีข้ึนกับท้ังตําแหน่งและเวลา (transient 

problem) และเน่ืองจากสมการเนเวียร์-สโตกส์เป็นสมการเชิงอนุพันธ์แบบไม่เชิงเส้น (nonlinear equations) 
ปัญหาน้ีจึงเป็นปัญหาค่าขอบแบบไม่เชิงเส้น ในการน้ีเราจะใช้วิธีไฟไนต์เอลเิมนต์จากโปรแกรมสําเร็จรูป COMSOL 
Multiphysics® 3.5a เพ่ือหาผลเฉลยของปัญหาค่าขอบน้ี โดยจะเริ่มจากการสร้างโดเมนของการศึกษาลงบน
โปรแกรมสําเร็จรูป COMSOL Multiphysics® 3.5a ดังรูปท่ี 1 จากน้ันจึงนํามาแบ่งออกเป็นหน่วย (element)  
เล็ก ๆ หรือเป็นโครงตาข่าย (mesh) ย่อย ๆ โดยโครงตาข่ายเหล่าน้ีตัดกันท่ีจุดต่อ (node) จากน้ันกําหนด
คุณสมบัติของของไหล และเง่ือนไขค่าขอบของปัญหาตามท่ีได้บรรยายไว้ แล้วนําเข้าสู่กระบวนการคํานวณและการ
วิเคราะห์ โดยวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แก้ระบบสมการเพ่ือหาผลลัพท์ของการไหลท่ีจุดต่อ คือ ความเร็ว u  และ v  และ
ความดัน p  
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รูปท่ี 3 โดเมนท่ีถูกแบ่งออกเป็นโครงตาข่าย (mesh) ย่อย ๆ 
 

ผลเฉลยท่ีไดน้ั้นเป็นค่าตามจุดต่อและอยู่ในรูปแบบของค่าตัวเลข ค่าเหล่าน้ันจะถูกนํามาประมาณค่าเข้า
ด้วยกัน (interpolate) เพ่ือแสดงขนาดและทิศทางการไหลของอากาศท่ีเวลาต่าง ๆ ซึ่งในท่ีน้ีโปรแกรมสําเร็จรูป 
COMSOL Multiphysics® 3.5a มีขีดความสามารถในการประมาณค่าและนําเสนอผลในรูปแบบของแผนภาพ
ลูกศร (arrow plot) อยู่แล้ว 

รูปท่ี 4 (ก-ค) แสดงทิศทางการไหลแบบแผนภาพลูกศรของอากาศในทางเดินหายใจ เมื่อเวลาผ่านไป 1.4 
2.05 และ 2.5 วินาที ของแต่ละรอบการหายใจ พบว่า ณ เวลาต่างกันค่าความเร็วอากาศท่ีตําแหน่งเดียวกัน จะมี
ขนาดและทิศทางต่างกันด้วย ท้ังน้ีในแต่ละขณะเวลา ความเร็วจะมีขนาดโตท่ีสุดบริเวณแนวแกนกลางของทางเดิน
หายใจแล้วลดขนาดลงตามสัดส่วน และมีค่าน้อยมากจนเป็นศูนย์ท่ีผนังทางเดินหายใจ และพบว่าในช่วงสองวินาที
แรกการไหลของอากาศจะมีทิศทางการไหลจากภายนอกเข้าสู่ท่อทางเดินหายใจ สอดคล้องกับความจริงเก่ียวกับ
การหายใจของมนุษยน่ั์นเอง 
 

                                           

                     (ก) 1.4 วินาที                          (ข) 2.055 วินาที                       (ค) 2.5 วินาที 
รูปท่ี 4 แสดงทิศทางการไหลของอากาศแบบแผนภาพลูกศร (arrow plot) ในทางเดินหายใจ ณ เวลาต่าง ๆ ใน

หน่ึงรอบของการหายใจ 
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จากวิธีการหาผลเฉลยด้วยวิธีเชิงตัวเลขตามข้างต้นน้ันต้องอาศัยข้ันตอนวิธีการและต้องอาศัยคอมพิวเตอร์
ท่ีมีประสิทธิภาพและเสียค่าใช้จ่ายสูง เราจะนําเสนอวิธีการหาผลเฉลยอีกวิธีหน่ึงซึ่งจะเรียกว่าการหาผลด้วยวิธีเชิง
วิเคราะห ์ซึ่งท่านจะได้เห็นอานุภาพของฟังก์ชันไซน์อย่างแท้จริง จากสมมติฐานท่ีว่า การไหลของอากาศในทางเดิน
หายใจท่ีเราทําการศึกษาน้ีเป็นการไหลแบบราบเรียบ เราจะแนะนําให้ท่านได้รู้จักกับการไหลแบบราบเรียบดังน้ีว่า 
การไหลแบบน้ีจะมีความเร็วเป็นศูนย์ท่ีผนังท่อและความเร็วจะมีลักษณะการเพ่ิมเป็นฟังก์ชันพาราโบลา คือเพ่ิมตาม
ระยะห่างจากผนังและมีความเร็วสูงสุดตามแนวก่ึงกลางของท่อ แสดงได้ดังรูปท่ี 5 และความเร็วของการไหลน้ี เข้า
ข่ายท่ีจะสามารถอธิบายได้ในรูปของฟังก์ชันไซน์ของระยะห่างจากผนังได ้

 

 

รูปท่ี 5 ลักษณะของการไหลแบบราบเรยีบสําหรับของไหลท่ีมีความหนืดคงท่ีเมื่ออุณหภูมิคงท่ี 
 

อีกท้ังจากการศึกษางานวิจัยจํานวนหน่ึงพบว่า สําหรับบางเง่ือนไขสมการเนเวียร์-สโตกส์ก็สามารถหาผล
เฉลยเชิงวิเคราะห์ได ้เช่น การไหลน้ันไหลผ่านช่องตรงขนาน หน้าตัดคงท่ี (Tsangaris and Vlachakis, 2003) หรือ
แม้หากเป็นกรณีท่ีไม่ใช่การไหลผ่านช่องตรง หน้าตัดคงท่ี ก็มีความพยายามในการหาคําตอบของสมการเนเวียร์-
สโตกส์ ในรูปแบบเชิงวิเคราะห์เช่นกัน แต่ก็ต้องอาศัยการแปลง เช่น การแปลง Hodograph-Legendre 
(Mohyuddin et al., 2008) ดังน้ันในส่วนต่อจากน้ีเราจะนําเสนอวิธีการหาผลเฉลยในรูปแบบเชิงวิเคราะห์สําหรับ
ปัญหาการไหลของอากาศในทางเดินหายใจ (Supachara and Jutharat, 2012) และเราจะได้ช้ีให้ท่านผู้อ่านได้
เห็นว่า ฟังก์ชันไซน์และโคไซน์น้ันมีพลังอานุภาพต่อลมหายใจของมนุษย์เรามากได้อย่างไร 
 

การหาผลเฉลยของการไหลของอากาศผลโดยวิธเีชิงวิเคราะห์ 
การหาความเร็วของอากาศในรูปแบบเชิงวิเคราะห์ ในแต่ละบริเวณมีความแตกต่างกันออกไป ข้ึนอยู่กับ

รูปร่างของบริเวณน้ัน ๆ ซึ่งสามารถจําแนกออกเป็น 2 ลักษณะ จะมีลักษณะเป็นช่องทางเดินหายใจในแนวแกน
นอน และในแนวแกนตั้ง 
 

การหาคําตอบเชิงวิเคราะห์ของความเร็วอากาศสําหรับบริเวณท่ีมีลักษณะในแนวนอน 
เพ่ือให้คําตอบของสมการอยู่ในรูปอย่างง่าย จึงกําหนดให้การไหลมีการพัฒนาเต็มท่ี (fully developed 

flow) จะได้ว่า ความเร็วของอากาศในทิศตามแนวแกน y  มีค่าเป็น 0  น่ันคือ 0v =  และความเร็วตาม
แนวแกน x  จะข้ึนอยู่กับตําแหน่งในแนวแกน y  เท่าน้ัน ซึ่งการไหลน้ีจะสอดคล้องกับสมการการไหลต่อเน่ือง 
ดังน้ันสมการท่ี (3) จึงไม่นํามาพิจารณา และเมื่อพิจารณาสมการท่ี (2) จะได ้
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เน่ืองจากการไหลในท่ีน้ีเกิดจากการเปลี่ยนแปลงของความดันแบบแกว่งกวัด (oscillating pressure gradient) 
โดยท่ีอัตราการเปลี่ยนแปลงความดัน เมื่อเทียบกับการเปลี่ยนแปลงของระยะตามแนวนอนมีขนาดเพ่ิมข้ึนเป็น 

sin( )
P

t
a

ω  น่ันคือ p
x

∂
∂

 =  sin( )
P

t
a

ω  และ µ
ν

ρ
=  ซึ่ง P

a
 คือ แอมพลิจูดของการเปลี่ยนแปลงความดัน 

(pressure gradient) เมื่อ a  คือ ความยาวตามแนวแกนนอน และ 2

T

π
ω =  คือ ความถ่ีเชิงมุม (angular 

frequency) 
จากการศึกษางานวิจัยทางการแพทย์ (Zhang and Kleinstreuer, 2004) พบว่า คาบของการหายใจของ

มนุษย์มีค่าประมาณ 4 วินาที น่ันคือ 
2

π
ω =  และ ความเร็วท่ีเกิดจากการไหลของอากาศน้ีมีลักษณะเป็นฟังก์ชัน

คาบ ดังน้ันความเร็วตามแนวนอนน้ี จึงถูกสมมติว่า อยู่ในรูปแบบของ 

( , ) sin( ) cos( )s cu y t u t u tω ω= +                                    (8) 

เพ่ือเป็นการหาผลเฉลยได้อย่างเท่ียงตรง เราจะเปลี่ยนตัวแปรเหล่าน้ีให้เป็นตัวแปรไร้มิติจะได ้

y
y
b

=� ,   
2

u
u a

Pb
µ=�   และ  b

ω
α

ν
=                                 (9) 

เมื่อ b  คือ ความกว้างตามแนวตั้ง และจากสมการท่ี (8) หาอนุพันธ์เทียบ t  จะได ้

u

t

∂
∂

 =  cos( ) sin( )s cu t u tω ω ω ω−                                  (10) 

จากสมการท่ี (8) หาอนุพันธ์อันดับสองเทียบ y  จะได ้

2

2

u

y

∂
∂

 =  
2 2

2 2
sin( ) cos( )s cd u d u

t t
dy dy

ω ω+                               (11) 

นําสมการท่ี (10) และสมการท่ี (11) ไปแทนในสมการท่ี (7) จะได ้

       cos( ) sin( )s cu t u tω ω ω ω−  

                           =  µ
ω ω ω

ρ ρ

  − + +    

2 2

2 2
sin( ) sin( ) cos( )s c

d u d uP
t t t

a dy dy
                (12) 

ทําการเทียบสัมประสิทธ์ิจะได ้
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µ
ω

ρ

  =    

2

2

c

s

d u
u

dy
  

 และ   µ
ω

ρ ρ

  − = − +    

2

2

s

c

d uP
u

a dy
                    (13) 

คูณสมการท้ังสองสมการด้วย 
2
α

ω
 เน่ืองจาก 

2 2 2b bα ω ρ

ω νω µ
= = ดังน้ัน 

α

  =    

2
2 2

2

c

s

d u
u b

dy
   และ   α

µ

  − = − +    

22
2 2

2

s

c

d uPb
u b

a dy
                  (14) 

คูณสมการท้ังสองสมการด้วย 
2

a

Pb

µ
 จะได ้

µ
α

  =    
�

2
2 2

2 2

c

s

d ua
u b

Pb dy
   และ   µ

α

  − = − +    
�

2
2 2

2 2
1 s

c

d ua
u b

Pb dy
             (15) 

เน่ืองจาก 
2 2

2

2 2

d u d u
b

dy dy

 =   �
 และ 

2

u
u a

Pb
µ=�  ดังน้ัน จึงได้ระบบสมการเฮลม์โฮลตซ์ท่ีไม่เป็น

เอกพันธ์ุในหน่ึงมิติ (Rosu and Romero, 1999) ดังน้ี 

α α= − = − +
� �

� �

� �

2 2
2 2

2 2
, 1c s

s c

d u d u
u u

dy dy
                             (16) 

เง่ือนไขค่าขอบสําหรับ su�  และ cu�  เป็นเง่ือนไขการไม่ลื่นไหล ดังน้ี 

(0) 0su =� , (0) 0cu =� , (1) 0su =�  และ (1) 0cu =�                       (17) 

 จากสมการท่ี (18) ผลเฉลยเชิงวิเคราะห์ท่ีสอดคล้องกับเง่ือนไขค่าขอบในสมการท่ี (19) สามารถกําหนด
ได้ด้วยการวิเคราะห์อนุกรมฟูเรียร์ (fourier series analysis) ของ su�  และ cu�  สําหรับ y�  ดังน้ัน su� , cu�  
และ 1  สามารถแทนได้ในรูปแบบของการกระจายอนุกรมฟูเรียร์ (fourier expansion) ดังน้ี  

1
sin( )s k

k

u A k yπ
∞

=
∑=� �                                              (18) 

1
sin( )c k

k

u B k yπ
∞

=
∑=� �                                              (19) 

1
1 sin( )k

k

C k yπ
∞

=
∑= �                                              (20) 

จากสมการท่ี (18) และสมการท่ี (19) หาอนุพันธ์อันดับสองเทียบ y�  แล้วแทนค่าลงในระบบสมการท่ี (16) จะได ้
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α π π π

α π π π π

∞ ∞

= =
∞ ∞ ∞

= = =

∑ ∑

∑ ∑ ∑

= −

− = − −

� �

� � �

2 2 2

1 1

2 2 2

1 1 1

sin( ) sin( )

sin( ) sin( ) sin( )

k k
k k

k k k
k k k

A k y B k k y

B k y C k y A k k y
    (21) 

ทําการเทียบสัมประสิทธ์ิจะได ้

α π α π= − = + =2 2 2 2 2 2, , 1,2, 3,...k k k k kA B k B C A k k              (22) 

ดังน้ัน เราจะไดร้ะบบสมการพีชคณิต ซึ่งเป็นผลเฉลยของสมัประสิทธ์ิ kA  และ kB  ดังน้ี 

π α

α π α π

   −   = = =     + +   

2 2 2

4 4 4 4 4 4
, , 1,2, 3,...k k k k

k
A C B C k

k k
          (23) 

โดยท่ีค่าสัมประสิทธ์ิ kC  คํานวณได้ดังน้ี 

π

π
π

∫

∫

= = − − =
� �

� �

1

0

1
2

0

sin( )
2
(1 ( 1) ) , 1,2, 3,...

sin ( )

k

k

k y dy

C k
k

k y dy

              (24) 

 
การหาคําตอบเชิงวิเคราะห์ของความเร็วอากาศสําหรับบริเวณท่ีอยู่ในแนวต้ัง 

ในทํานองเดียวกับการหาคําตอบตามแนวนอน เมื่อเรากําหนดให้การไหลมีการพัฒนาเต็มท่ี จะได้ว่า 
ความเร็วของอากาศในทิศตามแนวแกน x  มีค่าเป็น 0  น่ันคือ 0u =  และความเร็วตามแนวแกน y  จะ
ข้ึนอยู่กับตําแหน่งในแนวแกน x  เท่าน้ัน ซึ่งการไหลน้ีจะสอดคล้องกับสมการการไหลต่อเน่ือง ดังน้ัน สมการท่ี (2) 
จึงไมถู่กนํามาพิจารณา เมื่อพิจารณาสมการท่ี (3) จะได ้

v

t

∂
∂

 =  
2

2

1 p v

y x
ν

ρ

 ∂ ∂ − +  ∂ ∂ 
                                         (25) 

ทํานองเดียวกันการไหลน้ีเกิดจากการเปลี่ยนแปลงของความดันแบบแกว่งกวัดและมีอัตราการ

เปลี่ยนแปลงแบบลดลงเมื่อเทียบกับการเปลี่ยนแปลงระยะตามแนวแกนตั้ง น่ันคือ p
y

∂
∂
= sin( )

P
t

a
ω− และ 

µ
ν

ρ
=  ซึ่ง P

a
 คือ แอมพลิจูดของการเปลี่ยนแปลงความดัน เมื่อ a  ความสูงตามแนวตั้ง และ 2

T

π
ω =  คือ 

ความถ่ีเชิงมุม (angular frequency) ทํานองเดียวกันเราก็สมมติว่า ความเร็วตามแนวตั้งน้ี จึงอยู่ในรูปแบบของ 

( , ) sin( ) cos( )s cv x t v t v tω ω= +                                      (26) 

เมื่อเราจะเปลี่ยนตัวแปรเหล่าน้ีให้เป็นตัวแปรไร้มิต ิจะได ้
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x
x
b

=� ,  
2

v
v a
Pb
µ=�   และ  b

ω
α

ν
=                              (27) 

เมื่อ b  คือ ความกว้างตามแนวนอน และจากสมการท่ี (26) หาอนุพันธ์เทียบ t  จะได ้

v

t

∂
∂

  =   cos( ) sin( )s cv t v tω ω ω ω−                                (28) 

จากสมการท่ี (26) หาอนุพันธ์อันดับสองเทียบ x  จะได ้

2

2

v

x

∂
∂

  =   
2 2

2 2
sin( ) cos( )s cd v d v

t t
dx dx

ω ω+                             (29) 

นําสมการท่ี (28) และสมการท่ี (29) ไปแทนในสมการท่ี (25) จะได ้

cos( ) sin( )s cv t v tω ω ω ω−  =  µ
ω ω ω

ρ ρ

  + +    

2 2

2 2
sin( ) sin( ) cos( )s c

d v d vP
t t t

a dx dx
  (30) 

ทําการเทียบสมัประสิทธ์ิจะได ้

µ
ω

ρ

  =    

2

2

c

s

d v
v

dx
  และ  µ

ω
ρ ρ

  − = +    

2

2

s

c

d vP
v

a dx
                         (31) 

ดังน้ัน 

α

  =    

2
2 2

2

c

s

d v
v b

dx
  และ  α

µ

  − = +    

22
2 2

2

s

c

d vPb
v b

a dx
                      (32) 

คูณสมการท้ังสองสมการด้วย 
2

a

Pb

µ
 จะได ้

µ
α

  =    
�

2
2 2

2 2

c

s

d va
v b

Pb dx
  และ  

µ
α

  − = +    
�

2
2 2

2 2
1 s

c

d va
v b

Pb dx
              (33) 

เน่ืองจาก 
2 2

2

2 2

d v d v
b

dx dx

 =   �
 และ 

2

v
v a
Pb
µ=�  จึงได้ระบบสมการเฮลม์โฮลตซ์ไม่เป็นเอกพันธ์ุ

ในหน่ึงมิต ิ

α α= − = +
� �

� �

� �

2 2
2 2

2 2
, 1c s

s c

d v d v
v v

dx dx
                               (34) 

เง่ือนไขค่าขอบสําหรับ sv�  และ cv�  เป็นเง่ือนไขการไม่ลื่นไหล ดังน้ี 
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(0) 0sv =� ,  (0) 0cv =� ,  (1) 0sv =�   และ  (1) 0cv =�                      (35) 

จากสมการท่ี (34) ผลเฉลยเชิงวิเคราะห์ท่ีสอดคล้องกับเง่ือนไขค่าขอบในสมการท่ี (35) สามารถกําหนด
ได้ด้วยการวิเคราะห์อนุกรมฟูเรียร์ของ sv�  และ cv�  สําหรับ x�  ดังน้ัน sv� , cv�  และ 1  สามารถแทนได้ใน
รปูแบบของการกระจายอนุกรมฟูเรียร ์

π
∞

=
∑=� �
1
sin( )

s m
m

v A m x                                           (36) 

π
∞

=
∑=� �
1
sin( )

c m
m

v B m x                                           (37) 

1
1 sin( )m

m

C m xπ
∞

=
∑= �                                              (38) 

จากสมการท่ี (36) และสมการท่ี (37) หาอนุพันธ์อันดับสองเทียบ x�  แล้วแทนค่าลงในระบบสมการท่ี (34) จะได ้

α π π π

α π π π π

∞ ∞

= =
∞ ∞ ∞

= = =

∑ ∑

∑ ∑ ∑

= −

− = −

� �

� � �

2 2 2

1 1

2 2 2

1 1 1

sin( ) sin( )

sin( ) sin( ) sin( )

m m
m m

m m m
m m m

A m x B m m x

B m x C m x A m m x
       (39) 

ทําการเทียบสัมประสิทธ์ิจะได ้

α π α π= − = − + =2 2 2 2 2 2, , 1,2, 3,..m m m m mA B m B C A m m          (40) 

ดังน้ัน เราจะไดร้ะบบสมการพีชคณิต ซึ่งเป็นผลเฉลยของสมัประสิทธ์ิ mA  และ mB  ดังน้ี 

π α

α π α π

   −  = = =     + +   

2 2 2

4 4 4 4 4 4
, , 1,2, 3,..m m m m

m
A C B C m

m m
       (41) 

โดยท่ีค่าสัมประสิทธ์ิ mC  คํานวณไดจ้ากดังน้ี 

π

π
π

∫

∫
= = − − =

� �

� �

1

0
1

2

0

sin( )
2
(1 ( 1) ) , 1,2, 3,..

sin ( )

m

m

m x dx

C m
mm x dx

            (42) 

เมื่อเรานําผลเฉลยท่ีได้ในรูปแบบเชิงวิเคราะห์ ท่ีได้จากการอาศัยฟังก์ชันไซน์และโคไซน์เก่ียวข้องในทุก
ข้ันตอน มาเขียนโปรแกรมเพ่ือจําลองการไหลอากาศในทางเดินหายใจ โดยอาศัยโปรแกรม MATLAB ผลในการ
จําลองแบบแผนภาพลูกศรของอากาศในทางเดินหายใจ เมื่อเวลาผ่านไป 1.4, 2.05 และ 2.5 วินาทีของแต่ละรอบ
การหายใจ พบว่าผลเป็นไปในทํานองเดียวกับผลเฉลยท่ีได้จากวิธีเชิงตัวเลข ณ เวลาต่างกันค่าความเร็วอากาศท่ี
ตําแหน่งเดียวกัน จะมีขนาดและทิศทางต่างกันด้วย และในแต่ละขณะเวลาความเร็วจะมีขนาดโตท่ีสุดบริเวณ
แนวแกนกลางของทางเดินหายใจแล้วลดขนาดลงตามสัดส่วน และมีค่าน้อยมากจนเป็นศูนย์ท่ีผนังทางเดินหายใจ 
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จากผลการจําลองพบว่า ในช่วงสองวินาทีแรกการไหลของอากาศจะมีทิศทางการไหลจากภายนอกเข้าสู่ท่อทางเดิน
หายใจ รูปท่ี 6 

 

                                            

                        (ก) 1.4 วินาที                        (ข) 2.05 วินาที                           (ค) 2.5 วินาที 
รูปท่ี 6 แสดงทิศทางการไหลของอากาศในทางเดินหายใจแบบแผนภาพ(arrow plot) ในทางเดินหายใจ ณ เวลา

ต่าง ๆ ในหน่ึงรอบของการหายใจ 
 

ข้อสรุป 
เราก็ได้เห็นบทบาทของฟังก์ชันทางคณิตศาสตร ์คือ ฟังก์ชันไซน์และโคไซน์ ท้ังในแง่การสร้างแบบจําลอง

และการหาผลเฉลยท่ีน่าเช่ือถือตามหลักการคณิตศาสตร์มาแล้ว และพบว่าผลเฉลยของการไหลของอากาศท่ีได้จาก
ท้ังวิธีการเชิงตัวเลขและวิธีการเชิงวิเคราะห์ให้ผลสอดคล้องไปในทํานองเดียวกัน คือ มีการเปลี่ยนแปลงท้ังขนาด
และทิศทางตามการเปลี่ยนแปลงของเวลา คือ มีการไหล เข้า-ออก เป็นคาบของเวลาซึ่งสอดคล้องกับความเป็นจริง 
ตามการทํางานของระบบทางเดินหายใจ มีความถูกต้องแม่นยําในระดับท่ีน่าพอใจ เป็นการยืนยันต่อท่านผู้อ่านถึง
ประโยชน์และความเช่ือมโยงของฟังก์ชันไซน์และโคไซน์ท่ีมีต่อลมหายใจมนุษย์ ตามท่ีได้กล่าวไว้ในตอนต้นของ
บทความน่ันเอง 
 

กติติกรรมประกาศ 
ผู้ เ ขียนต้องขอขอบคุณ ภาควิชาคณิตศาสตร์และสถิติ  คณะวิทยาศาสตร์ และเทคโนโลยี 

มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร์ ท่ีอํานวยความสะดวกโปรแกรม MATLAB และ ภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์ 
มหาวิทยาลัยมหิดล ท่ีเอ้ือเฟ้ือโปรแกรมสําเร็จรูป COMSOL Multiphysics® 3.5a เพ่ือหาผลเฉลยเชิงตัวเลข เพ่ือ
ใช้การจําลองผลประกอบในบทความช้ินน้ี และขอขอบคุณ นางสาวอัญชุลี ณ ตะก่ัวทุ่ง และ นางสาวจุฑารัตน์ โพธ์ิ
หลวง นักศึกษาในท่ีปรึกษาวิทยานิพนธ์ ท่ีช่วยกันศึกษาการไหลของอากาศในทางเดินหายใจมนุษย์จนเป็นท่ีมาของ
บทความช้ินน้ี 
 



842  KKU Science Journal Volume 40 Number 3 Review 

 

 

เอกสารอ้างอิง 
น.พ.ธวัช ชาญชญานนท์. (n.d.) (2552). Functional Anatomy of the Pulmonary System. สืบค้นเมื่อวันที่ 17 ตุลาคม 2552, 

จาก http://medinfo2.psu.ac.th/anesth/education/functional.html. 
อัญชุลี ณ ตะกั่วทุ่ง, สุพัชระ คงนวน, สิทธิพงศ์ รักตะเมธากูล. (2010). การจําลองเชิงตัวเลขสําหรับการไหลอากาศในทางเดินหายใจ

มนุษย์โดยผ่านช่องปาก. Proceedings of the 15th Annual Meeting in Mathematics. 
Allen, G. M., Shortall, B. P., Gemci, T., Corcoran, T. E. and Chigier, N. A. (2004). Computational simulations of 

airflow in an in vitro model of the pediatric upper airways. Journal of Biomechanical Engineering 126(5): 
604-613. 

Ball, C. G., Uddin, M. and Pollard, A. (2008). Mean flow structures inside the human upper airway. Flow 
Turbulence Combust 81: 155-188. 

Bit, A., Chattyopadhay, H. and Nag, D. (2009) Study of airflow in the trachea of a bronchopulmonary patient using 
CT data. Indian Journal of Biomechanics. (Special Issue): 31-34. 

Christianto, V. and Smarandache, F. (2008). An exact Mapping from  Navier-Stokes to Schrödinger equation via 
Riccati equation. Progress in Physics 1: 38-39. 

Fadl, A., Wang, J. and Cheng (2007). Effects of MDI spray angle on aerosol penetration efficiency through an oral 
airway cast. Journal of Aerosol Science 38: 853-864. 

Jutarat Pholuang and Supachara Kongnuan (2011). Analytical solution of air flow in a human oral airway. 
Proceedings of The 15th Annual Meeting in Mathematics. 

Kongnuan, S. and Pholuang, J. (2012). A Fourier Series-Based Analytical Solution for the Oscillating Airflow in a 
Human Respiratory Tract. Int. J of Pure & Applied Maths. 78(5): 721-734. 

Lee, D. Y., Wexler, A. S., Fanucchi, M. V. and Plopper, C. G. (2008). Expiration rate drives human airway design. 
Journal of Theoretical Biology 253: 381-387. 

Lee, Y. (2005). Finite Element simulation of the oscillatory flow in a channel with the heat transfer through a hot 
bump. Excerpt from the Proceeding of the COMSOL Multiphysics User’s Conference 2005 Boston. 

Luo, X. Y., Hinton, J. S., Liew T. T. and Tan K. K. (2004). LES modeling of flow in a simple airway model. Medical 
engineering & Physics 26: 403-413. 

Mohyuddin, M., Siddiqui, AM., Hayat, T., Siddqui, J. and Asghar, S. (2008). Exact solutions of time-dependent 
Navier-Stokes equations by Hodograph-Legendre transformation method. Tamsui Oxford Journal of 
Mathematical Sciences 24(3): 257-268. 

Rosu, H. and Romero, J.L. (1999). Ermakov approach for the one-dimensional Helmholtz Hamiltonian. Nuovo 
Cimento B 114: 569-574. 

Tang, H., Tu, J. Y., Li, H. F., Au, -Hijleh. B., Xue, C. C. and Li, C. G. (2004). Dynamic analysis of airflow features in a 
3D real-anatomical geometry of the human nasal cavity. 15th Australasian Fluid Mechanics Conference. 

Teager, H.M. (1980). Some observations on oral air flow during phonation. IEEE Trans. Acoust. Speech. Signal 
Process. 28(5): 599–601. 

Tsangaris, S. and Vlachakis, NW. (2003). Exact solution of the Navier-Stokes equations for the oscillating flow in 
duct of a cross-section of right-angled isosceles triangle. Z. angew. Math. Phys. 54: 1094-1100. 



บทความ วารสารวิทยาศาสตร์ มข. ปีท่ี 40 ฉบับท่ี 3 843 

 

 

Wang, K., Denney, T. H., Morrison, E. E. and Vodyanoy, V. J. (2005). Numerical simulation of air flow in the human 
nasal cavity. Proceedings of the 2005. IEEE Engineering in Medicine and Biology. 27th Annual Conference 
Shanghai China. 5607-5610. 

Wen, J., Inthavong, K., Tian, Z. F., Tu, J. Y. and Li, C. G. (2007). Airflow patterns in both sides of a realistic human 
nasal cavity for laminar and turbulent conditions. 16th Australasian Fluid Mechanics Conference. 68-74. 

Xu, Q., Leong, F. Y. and Wang, C. (2008). Transport and deposition of inertial aerosols in bifurcated tubes under 
oscillatory flow. Chemical Engineering Science 64: 830-846. 

Zhang, Z. and Kleinstreuer, C. (2004). Airflow structures and nano-particle deposition in a human upper airway 
model. Journal of Computational Physic 198: 178-210. 

Hranitz, M. John. (n.d.) (2009). APHNT: Respiratory Physiology Outlines. Retrieve July 26, 2009, from 
http://facstaff.bloomu.edu/jhranitz/Courses/APHNT/Outlines/Respir%20phys.pdf 

 
����� 


