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บทคัดย่อ 
 ในงำนวิจัยนี้เรำศึกษำเกี่ยวกับดีเทอร์มิแนนต์และเมทริกซ์ผูกพันของเมทริกซ์ที่มีสมำชิก n+2 แถว (หลัก) เป็นล ำดับ
พหุนำมดีกรี n เรำพบว่ำดีเทอร์มิแนนต์และผลรวมของสมำชิกในแต่ละหลัก (แถว) ของเมทริกซ์ผูกพันมีค่ำเป็นศูนย์ 
 

ABSTRACT 
In this research, we study the determinant and adjoint matrices of a matrices whose n+ 2row 

( column)  entries are polynomial sequences of degree n.  We obtain that the determinant and the sum of 

the entries in each column (row) of the adjoint matrices are zero. 
 

ค าส าคัญ: ดีเทอร์มิแนนต์  เมทริกซ์ผูกพัน  ล ำดับพหุนำม 
Keywords: Determinant, Adjoint Matrix, Polynomial Sequences 
 

บทน าและความรู้พื้นฐาน 
เมทริกซ์และดีเทอร์มิแนนต์เป็นพื้นฐำนส ำคัญในกำรศึกษำพีชคณิตเชิงเส้นซึ่งเป็นคณิตศำสตร์แขนงหนึ่งที่น ำไป

ประยุกต์ใช้ในหลำยศำสตร์ ทั้งสถิติ ทฤษฎีกรำฟ ทฤษฎีควำมน่ำจะเป็น แคลคูลัส เรขำคณิต ฟิสิกส์ เคมี วิศวกรรม ธรณีวิทยำ 
คอมพิวเตอร์กรำฟิก เศรษฐศำสตร์ รวมทั้งวิทยำศำสตร์และเทคโนโลยีด้ำนต่ำงๆ (Leon, 2015) มีผู้สนใจศึกษำเกี่ยวกับ 
เมทริกซ์และดีเทอร์มิแนนต์หลำยท่ำน เช่น Hajrizaj (2009) ได้เสนอวิธีกำรใหม่ในกำรค ำนวณดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์
ขนำด 3×3 Thirumurugan (2014) ได้เสนอวิธีกำรใหม่ในกำรค ำนวณดีเทอร์มิแนนต์ เมทริกซ์ผูกพัน และเมทริกซ์ผกผัน 
ของเมทริกซ์ที่มีตัวผกผันขนำด 3×3 จำกงำนวิจัยของ Mattingly (2000) สรุปได้ว่ำดีเทอร์มิแนนต์ของจัตุรัสกลอันดับคู่มีค่ำ 
เท่ำกับ 0  Bahsi and Solak (2010) ได้ศึกษำเกี่ยวกับเมทริกซ์เซอร์คูแลนท์ที ่มีสมำชิกเป็นล ำดับเลขคณิต Yandl and 
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Swenson (2012) ได้แสดงว่ำดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์ขนำด n×n ที่มีสมำชิกเป็นพหุนำมดีกรี k มีค่ำเท่ำกับ 0 เมื่อ  
n > k + 1 

จำกกำรศึกษำงำนวิจัยที่ได้กล่ำวมำข้ำงต้น ท ำให้ผู้วิจัยสนใจที่จะศึกษำเกี่ยวกับดีเทอร์มิแนนต์และเมทริกซ์ผูกพัน
ของเมทริกซ์ท่ีมีสมำชิก n+2 แถว (หลัก) เป็นล ำดับพหุนำมดีกรี n  

ต่อไปจะกล่ำวถึงควำมรู้พื้นฐำนเกี่ยวกับดีเทอร์มิแนนต์ เมทริกซ์ผูกผัน และล ำดับพหุนำม ซึ่งมีรำยละเอียดดังนี้ 

บทนิยาม 1  ให้ 


  ij n n
A = a  ดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์ A เขียนแทนด้วย det A, det (A) หรือ A    

ถ้ำ  A = a  จะได้ว่ำ det A = a 

ถ้ำ  
  

a bA = c d   จะได้ว่ำ det A = ad - bc 
 

บทนิยาม 2  ให้  


  ij n n
A = a  เมื่อ n 2  ไมเนอร์ (minor) ของ ija  คือ ดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ ์

ที่ได้จำกกำรตัดแถวท่ี i และหลักท่ี j ของ A ออก เขียนแทนไมเนอร์ของ ija  ด้วย ijM (A) 
 

บทนิยาม 3  ให้  


  ij n n
A = a  เมื่อ n 2  ตัวประกอบร่วมเกีย่ว (cofactor) ของ ija  คือ ผลคูณของ  

 (-1)i+j และ ijM (A)  เขียนแทนตัวประกอบร่วมเกี่ยวของ ija  ด้วย ijC (A)  ซึ่งจะได้ว่ำ  

ijC (A) = (-1)i+j
ijM (A)   

 

บทนิยาม 4  ให ้A เป็นเมทริกซ์มิติ n×n เมื่อ n 2  เมทริกซ์ผูกผัน (adjoint matrix) ของ A คือ เมทริกซ์ [Cij(A)]T  

เขียนแทนเมทริกซ์ผูกพันของ A ด้วย adj (A) 

    

 
 
 
 
 

T

adj (A) =
11 12 1n

21 22 2n

n1 n2 nn

C (A) C (A) C (A)
C (A) C (A) C (A)

C (A) C (A) C (A)

 

 

บทนิยาม 5  ให้ 


  ij n n
A = a  เมื่อ n 2  ดีเทอร์มิแนนต์ของ A คอื    

                1j 1j 2j 2j nj nja C (A) + a C (A) + ... + a C (A)  และ i1 i1 i2 i2 in ina C (A) + a C (A) + ... + a C (A)  

สมบัติที่ส าคัญของดีเทอร์มิแนนต์ 

ให้ A , B เป็นเมทริกซ์จัตรุัสทีม่ีขนำดเท่ำกัน  

1. det AB = det Adet B  

2. Tdet A  =  det A  

3. n ndet A   =  (det A)  
4. ถ้ำ B เป็นเมทริกซ์ท่ีไดจ้ำกกำรคูณแถวใดแถวหนึ่งหรือหลักใดหลกัหนึ่ง ด้วยค่ำคงที่ k กับเมทริกซ์ A  

แล้วจะได้ว่ำ det B = k det A  
5. ถ้ำ B เป็นเมทริกซ์ท่ีไดจ้ำกกำรสลับสองแถวหรือสองหลักใดๆ ของเมทริกซ ์A แล้วจะได้ว่ำ det B = - det A 
6. ถ้ำ B เป็นเมทริกซ์ท่ีได้จำกกำรน ำค่ำคงที่ k คูณแถวใดแถวหนึ่งหรือหลักใดหลักหนึ่งกับเมทริกซ์ A แล้วน ำไปบวก

กับอีกแถวหนึ่งหรือหลักหนึ่งของเมทริกซ์ A แล้วจะได้ว่ำ det B = det A 
7. ถ้ำ A มีสมำชิกสองแถวใดๆ หรอืสองหลักใดๆ เหมือนกันทั้งหมด แล้ว det A = 0 
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บทนิยาม 6 ก ำหนดพหุนำม P(n) = aknk + ak-1nk-1 +  + a1n + a0  เมื่อ k เป็นจ ำนวนเต็มบวก   
และ ak, ak-1, … , a1, a0 เป็นจ ำนวนจริง แล้ว ล ำดับ (an) = P(n) จะเรียกว่ำ ล ำดับพหุนำม   

การหาพจน์ทั่วไปของล าดับพหุนาม มีหลักการดังนี ้
1. หำผลต่ำงระหว่ำงล ำดับ “เรียกว่ำผลต่ำงครั้งที่ 1” ถ้ำยังไม่เป็นค่ำคงตัว ก็ให้หำผลต่ำงของผลต่ำงครั้งที่ 1 อีกครั้ง 

“เรียกว่ำผลต่ำงครั้งที่ 2” ถ้ำยังไม่เป็นค่ำคงตัว ก็ให้หำผลต่ำงของผลต่ำงครั้งที่ 2 อีกครั้ง “เรียกว่ำผลต่ำงครั้งที่ 3” ถ้ำยังไม่
เป็นค่ำคงตัว ก็ให้หำผลต่ำงของผลต่ำงครั้งท่ี 3, 4, 5, … ไปเรื่อยๆ จนกระทั่งได้ค่ำคงตัว    

  a1      a2     a3        a4      a5      a6         …    an 
ผลตำ่งครั้งท่ี 1        d1  d1

/     d1
//    d1

///    d1
////      ไม่คงตัว 

ผลตำ่งครั้งท่ี 2               d2      d2
/     d2

//    d2
///                                ไม่คงตัว 

                                                                 
ผลตำ่งครั้งท่ี m                  dm       dm      dm                        คงตัว 

 

2. แทนค่ำผลต่ำงตัวแรกของแต่ละครั้งในสมกำร  

     
     
     

n 1 1 2 m
n -1 n -1 n -1a = a + d + d + + d  1 2 m    

  จะได้พจน์ท่ัวไปของล ำดับพหุนำมดีกรี m    
ตัวอย่างท่ี 1 ก ำหนดล ำดับ 1, 3, 6, 10, 15, ...  

  พจน์ทั่วไป (an) ของล ำดับนี้ คือ    
   
   

2

n
(n -1)(n - 2) n +nn -1 n -1a  =  1+ 2 +1 = 1+ 2(n -1) + = 1 2 2 2

   

 

ผลลัพธ์หลัก  
ต่อไปจะแสดงว่ำดีเทอร์มิแนนต์และผลรวมของสมำชิกในแต่ละหลัก (แถว) ของเมทริกซ์ผูกพันของเมทริกซ์ที่มี

สมำชิก n+2 แถว (หลัก) เป็นล ำดับพหุนำมดีกรี n มีค่ำเป็น 0  

บทนิยาม 7 เมทริกซ์ขนำด m×m ที่มสีมำชิกในแต่ละแถวเป็นล ำดับพหุนำมดีกร ีn คือ เมทริกซ์ท่ีอยู่ในรูป 

     
     
     

     
     
     

     
     
     





11 11 11 11 11 12 1n

21 21 21 21 21 22 2n

31 31 31 31 31 32 3n

m1 m1 m1 m1

m -1 m -1 m -1a a +d a + d + d +…+ d1 2 n
m -1 m -1 m -1a a +d a + d + d +…+ d1 2 n
m -1 m -1 m -1a a +d a + d + d +…+ d1 2 n

m -1a a + d a + 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
     

     
     

m1 m2 mn

 

m -1 m -1d + d +…+ d2 n

 

 

ตัวอย่างท่ี 2 ให้ A เป็นเมทริกซ์ขนำด 3×3 ที่มีสมำชิกในแต่ละแถวเป็นล ำดับพหนุำมดีกรี 1 (ล ำดบัเลขคณิต) 
จะได้  

 
 
 
  

11 11 11 1111

21 21 21 21 21

31 31 31 31 31

a a +d a +2d
a a +d a +2d
a a +d a +2d

A  =   
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ตัวอย่างท่ี 3 ให้ A เป็นเมทริกซ์ขนำด 5×5 ที่มีสมำชิกในแต่ละแถวเป็นล ำดับพหนุำมดีกรี 3 
จะได ้

A  =  

11 11 11 11 11 12 11 11 12 13 11 11 12 13

21 21 21 21 21 22 21 21 22 23 21 21 22 23

31 31 31 31 31 32 31 31 32 33 31 31 32 33

41 41 41 41 41 42

a a + d a + 2d + d a + 3d + 3d + d a + 4d + 6d + 4d
a a + d a + 2d + d a + 3d + 3d + d a + 4d + 6d + 4d
a a + d a + 2d + d a + 3d + 3d + d a + 4d + 6d + 4d
a a + d a + 2d + d a

 
 
 
 
 
  

41 41 42 43 41 41 42 43

51 51 51 51 51 52 51 51 52 53 51 51 52 53

+ 3d + 3d + d a + 4d + 6d + 4d
a a + d a + 2d + d a + 3d + 3d + d a + 4d + 6d + 4d

 

 

ทฤษฎีบท 1 ถ้ำ  


  ij m m
A = a  เป็นเมทริกซ์ท่ีมสีมำชิก n+2 แถว เป็นล ำดับพหุนำมดีกรี n แล้ว det A = 0 

พิสูจน์ เรำจะใช้หลักกำรอุปนัยเชิงคณิตศำสตร์และกำรหำดีเทอร์มิแนนต์โดยกำรกระจำยตัวประกอบร่วมเกี่ยว
เป็นเครื่องมือส ำคัญในกำรพิสูจน์ และเพื่อควำมสะดวกเรำจะเขียนเฉพำะแถวท่ีมีสมำชิกเป็นล ำดับพหุนำม 

  ถ้ำ n = 1 จะได้ A เป็นเมทริกซ์ท่ีมีสมำชิก 3 แถว เป็นล ำดับพหุนำมดีกรี 1   
 

จะได้ 
 
 
 
 

A  =  
11 11 11 11 11 11 11

21 21 21 21 21 21 21

31 31 31 31 31 31 31

a a +d a +2d a + (m -1)d
a a +d a +2d a + (m -1)d
a a +d a +2d a + (m -1)d

 

จะได้ว่ำ   

det A  =  

         =  

         +

11 11 11 11 11 11 11
21 21 21 21 21 21 21
31 31 31 31 31 31 31

11 11 11 11
21 21 21 21 21 21 21
31 31 31 31 31 31 31

a a +d a +2d a +(m-1)d
a a +d a +2d a +(m-1)d
a a +d a +2d a +(m-1)d

a a a a
a a +d a +2d a +(m-1)d
a a +d a +2d a +(m-1)d

  

         =  

         +  

11 11 11
21 21 21 21 21 21 21
31 31 31 31 31 31 31

11 11 11 11
21 21 21 21
31 31 31 31 31 31 31

11 11 11 11
21 21 21

31 31

0 d 2d (m-1)d
a a +d a +2d a +(m-1)d
a a +d a +2d a +(m-1)d

a a a a
a a a a
a a +d a +2d a +(m-1)d

a a a a
0 d 2d (m-1)d

a a +d

         +  

         +  

11 11 11

21 21 21 21

31 31 31 31 31 31 31

11 11 11

21 21 21

31 31 31 31 31 31 31

31 31 31 31 31a +2d a +(m-1)d

0 d 2d (m-1)d
a a a a
a a +d a +2d a +(m-1)d

0 d 2d (m-1)d
0 d 2d (m-1)d

a a +d a +2d a +(m-1)d

 



งานวิจัย วำรสำรวิทยำศำสตร์ มข. ปีที่ 51 เล่มที่ 2 197 
 

 

                                

=  + 

+ + 

11 11 11 11 11 11 11 11

21 21 21 21 21 21

31 31 31 31 31 31 31

11 11 11 11 11 11

21 21 21 21 21 21 21 21

31 31 31 31 31 31 31

a a a a a a a a
0 d 2d (m-1)d 0 d 2d (m-1)d

a a a a 0 d 2d (m-1)d

0 d 2d (m-1)d 0 d 2d (m-1)d
a a a a a a a a
a a a a 0 d 2d (m-1)d

      

                    = 0 + 0 + 0 + 0  (ดึงตัวร่วมออก จะมีสมำชิก 2 แถว เหมือนกัน) 
ดังนั้น P(1) เป็นจริง  
ให้ทฤษฎีเป็นจริงส ำหรับทุกๆ n = k  นั่นคือ 

     
     
     

     
     
     

     
     
     

11 11 11 11 11 12 1k

21 21 21 21 21 22 2k

31 31 31 31 31 32 3k

k+2,1 k+2,1 k+2,1 k

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k
m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k
m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k

a a + d a      
     
     

+2,1 k+2,1 k+2,2 k+2,k

  = 0

m -1 m -1 m -1+ d + d + + d1 2 k

 

จะแสดงว่ำ  

     
     
     

     
     
     

     
     
     

11 11 11 11 11 12 1,k+1

21 21 21 21 21 22 2,k+1

31 31 31 31 31 32 3,k+1

k+3,1

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k +1
m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k +1
m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k +1

a a      
     
     

k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,2 k+3,k+1

  = 0

m -1 m -1 m -1+ d a + d + d + + d1 2 k +1

 

เนื่องจำก 

     
     
     

     
     
     

     
     
     

11 11 11 11 11 12 1,k+1

21 21 21 21 21 22 2,k+1

31 31 31 31 31 32 3,k+1

k+3,1

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k +1
m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k +1
m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k +1

a a      
     
     

k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,2 k+3,k+1
m -1 m -1 m -1+ d a + d + d + + d1 2 k +1
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     
     
     

     
     
     

     
     
     

11 11 11 11 11 12 1,k

21 21 21 21 22 2,k+1
21

31 31 31 31 31 32 3,k+1

k+3,1 k+3

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k
m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k +1

= m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k +1

a a      
     
     

 
 
 

     
     
     

   
   
   

,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,2 k+3,k+1

1,k+1

21 21 21 21 21 22 2,k+1

31 31 31 31 31 32

m -1 m -1 m -1+ d a + d + d + + d1 2 k +1

m -10 0 dk +1
m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k +1

+ m -1 m -1a a + d a + d + d1 2
 
 
 

     
     
     

     
     
     

 
 
 

3,k+1

k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,2 k+3,k+1

11 11 11 11 11 12 1,k

21 21 21 21 21

m -1+ + dk +1

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k +1

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k
m -1 m -a a + d a + d +1

= 

   
   
   

     
     
     

     
     
     





22 2,k

31 31 31 31 31 32 3,k+1

k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,2 k+3,k+1

11 11 11 11

1 m -1d + + d2 k
m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k +1

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k +1

m -1a a + d a + 1

+

    
     

    

 
 
 

     
     
     

     
    
     

11 12 1,k

2,k+1

31 31 31 31 31 32 3,k+1

k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,2+3,1

m -1 m -1d + d + + d2 k
m -10 0 dk +1

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k +1

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + +k 1 2 k +1

 
 
 

     
     
     

     
     
     

 
 
 

k+3,k+1

1,k+1

21 21 21 21 21 22 2,k

31 31 31 31 31 32 3,k+1

k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1

d

m -10 0 dk +1
m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k

+ m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k +1

m -1a a + d a + d1
   
   
   

k+3,2 k+3,k+1
m -1 m -1+ d + + d2 k +1
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 
 
 

 
 
 

     
     
     

     
     
     

1,k+1

2,k+1

31 31 31 31 31 32 3,k+1

k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,2 k+3,k+1

11 11

m -10 0 dk +1
m -10 0 dk +1

+ m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k +1

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k +1

a a

=

     
     
     

     
     
     

     
     
     

11 11 11 12 1,k

21 21 21 21 21 22 2,k

31 31 31 31 31 32 3,k

k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,

m -1 m -1 m -1+ d a + d + d + + d1 2 k
m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k
m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k

a a + d a      
     
     

     
     
     

     
     
     

 
 
 

1 k+3,1 k+3,2 k+3,k+1

11 11 11 11 11 12 1,k

21 21 21 21 21 22 2,k

3,k+1

m -1 m -1 m -1+ d + d + + d1 2 k +1

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k
m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k

+ m -10 0 dk +1

     
     
     

     
     
     

 
 
 

  
 
 

k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,2 k+3,k+1

11 11 11 11 11 12 1,k

2,k+1

31 31 31 31 31

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k +1

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k
m -10 0 dk +1

+ m -1 m -1a a + d a + d +1 2
  

   
   

     
     
     

     
     
     

 
 
 

32 3,k

k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,2 k+3,k+1

11 11 11 11 11 12 1,k

2,k+1

m -1d + + dk

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k +1

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k
m -10 0 dk +1

+ m -10 0 k
 
 
 

     
     
     

3,k+1

k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,2 k+3,k+1

d+1

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k +1
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 
 
 

     
     
     

     
     
     

   
   
   

1,k+1

21 21 21 21 21 22 2,k

31 31 31 31 31 32 3,k

k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k

m -10 0 dk +1
m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k

+ m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k

m -1 m -1a a + d a + d + d1 2
 
 
 

 
 
 

     
     
     

 
 
 

   
   
   

+3,2 k+3,k+1

1,k+1

21 21 21 21 21 22 2,k

3,k+1

k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,2

m -1+ + dk +1

m -10 0 dk +1
m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k

+ m -10 0 dk +1

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + +1 2 k
 
 
 

k+3,k+1d+1  

ท ำซ ้ำไปเรื่อยๆ จนครบทุกแถว จะได ้

     
     
     

     
     
     

     
     
     

11 11 11 11 11 12 1,k

21 21 21 21 21 22 2,k

31 31 31 31 31 32 3,k

k+3,1 k+3,1

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k
m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k

det A = m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k

a a +      
     
     

 
 
 

     
     
     

   
   
   

k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,2 k+3,k

1,k+1

21 21 21 21 21 22 2,k

31 31 31 31 31 32

m -1 m -1 m -1d a + d + d + + d1 2 k

m -10 0 dk +1
m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k

        + m -1 m -1a a + d a + d + d + +1 2
 
 
 

     
     
     

     
     
     

 
 
 

3,k

k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,2 k+3,k

11 11 11 11 11 12 1,k

2,k+1

31 31 31

  m -1 dk

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k
m -10 0 dk +1

        +
a a + d a      

     
     

     
     
     

31 31 32 3,k

k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,1 k+3,2 k+3,k

     m -1 m -1 m -1+ d + d + + d1 2 k

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k
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     
     
     

     
     
     

     
     
     

 

 

11 11 11 11 11 12 1,k

21 21 21 21 21 22 2,k

31 31 31 31 31 32 3,k

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k
m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k

+... + m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 k

m -10 0 k +1 k+3,k+1d

             

      = 0 + 0 + 0 + … + 0  (จำก P(k) เป็นจริง) 
ดังนั้น P(k+1) เป็นจริง   

นั่นคือ ถ้ำ 


  ij m m
A = a  เป็นเมทริกซ์ท่ีมสีมำชกิ n+2 แถว เป็นล ำดับพหุนำมดีกรี n แล้ว det A = 0 

บทแทรก 2 ถ้ำ  


  ij m m
A = a  เป็นเมทริกซ์ท่ีมสีมำชิก n+2 หลัก เป็นล ำดับพหุนำมดีกรี n  แล้ว det A = 0 

พิสูจน ์  จำก det A = det AT 

 ดังนั้นบทแทรกเป็นจริง 
 

 ต่อไปเรำจะกล่ำวถึงบทตั้ง 3 ซึ่งกล่ำวว่ำ ถ้ำ Ai เป็นเมทริกซ์ที่เกิดจำกกำรแทนที่สมำชิกแถวที่ i ของ A ด้วย 1  
แล้วผลรวมของสมำชิกในหลักท่ี i ของ adj A จะเท่ำกับ det Ai  ซึ่งบทตั้งนี้จะใช้เป็นพื้นฐำนส ำคัญในกำรพิสูจน์ว่ำผลรวมของ
สมำชิกในแต่ละหลัก (แถว) ของเมทริกซ์ผูกพันของเมทริกซ์ท่ีมีสมำชิก n+2 แถว (หลัก) เป็นล ำดับพหุนำมดีกรี n มีค่ำเป็น 0  

บทต้ัง 3  ให้ 


  ij m m
A = a  ถ้ำ Ai เป็นเมทริกซ์ท่ีเกดิจำกกำรแทนท่ีสมำชิกแถวที่ i ของ A ด้วย 1   

แล้วผลรวมของสมำชิกในหลักท่ี i ของ adj A จะเท่ำกับ det Ai  

พิสูจน ์  ให้ 


  ij m m
A = a  และ Ai เป็นเมทริกซ์ที่เกดิจำกกำรแทนท่ีสมำชิกแถวที่ i ของ A ด้วย 1    

  จะได ้

11 12 1m

i-1,1 i-1,m-1,2

i i1 i2 im

i+1,1 i+1,2 +1,m

m1 m2 mm

a a a

a a ai
det A =   =  1C +1C + +1C1 1 1

a a ai

a a a

 

  จำก 

 
 
 
 
  

11 i-1,1 i1 i+1,1 m1

12 i-1,2 i2 i+1,2 m2

1m im mm-1,m +1,m

C C C C C
C C C C C

adj A =

C C C C Ci i

 

จะได้ว่ำ ผลรวมของสมำชิกในหลกัท่ี i ของ adj A เท่ำกับ det Ai  

ทฤษฎีบท 4 ถ้ำ  


  ij m m
A = a  เป็นเมทริกซ์ที่มสีมำชิก n+2 แถว เป็นล ำดับพหุนำมดีกรี n 

แล้วผลรวมของสมำชิกในแต่ละหลักของ adj A เท่ำกับ 0 
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พิสูจน ์  จำก      
     
     

i1 i1 i1 i1 i1 i2 in
m-1 m-1 m -1a , a + d , ... , a + d + d + + d1 2 n   

เป็นล ำดับพหุนำมดีกรี n   

จะได้ว่ำ        
     
     

i1 i1 i1 i1 i1 i2 in
m-1 m -1 m -1a -1, a + d -1, ... , a + d + d + + d -11 2 n  

เป็นล ำดับพหุนำมดีกรี n ด้วย 

เนื่องจำก 

    

     
     
     

     
     
     

     
     
     

11 11 11 11 11 12 1n

i1 i1 i1 i1 i1 i2 in

n+2,1 n+2,1 n+2,1 k+2,1 n+2,1 n+2,2 n+

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 n

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 n

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 n

     
     
     

     
     
     

   
   
   

2,n

11 11 11 11 11 12 1n

i1 i1 i1 i1 i1 i2 in

n+2,1 n+2,1 n+2,1 n+2,1 n+2,1 n+2,2

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 n

m -1 m -1 m -1= a -1 a + d -1 a + d + d + + d -11 2 n

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + +1 2
 
 
 

     
     
     

     
     
     

n+2,n

11 11 11 11 11 12 1n

n+2,1 n+2,1 n+2,1 n+2,1 n+2,1 n+2,2 n+2,n

dn

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 n

+ 1 1 1

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 n

     

โดยทฤษฎีบท 1 จะได้ว่ำ 

       

     
     
     

     
     
     

11 11 11 11 11 12 1n

n+2,1 n+2,1 n+2,1 n+2,1 n+2,1 n+2,2 n+2,n

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 n

= 01 1 1

m -1 m -1 m -1a a + d a + d + d + + d1 2 n

 

โดยบทตั้ง 3 จะได้ว่ำ ผลรวมของสมำชิกในหลักท่ี i ของ adj A เท่ำกับ 0  

ดังนั้นผลรวมของสมำชิกในแตล่ะหลักของ adj A เท่ำกับ 0 

บทแทรก 5 ถ้ำ  


  ij m m
A = a  เป็นเมทริกซ์ท่ีมสีมำชิก n+2 หลัก เป็นล ำดับพหุนำมดีกรี n  

แล้วผลรวมของสมำชิกในแต่ละแถวของ adj A เท่ำกับ 0 
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พิสูจน ์  เนื่องจำก AT เป็นเมทริกซ์ท่ีมสีมำชิก n+2 แถว เป็นล ำดับพหุนำมดกีรี n  

โดยทฤษฎีบท 4 จะได้ว่ำผลรวมของสมำชิกในแต่ละหลักของ adj AT เท่ำกับ 0   

ดังนั้นผลรวมของสมำชิกในแตล่ะแถวของ adj A เท่ำกับ 0 

ตัวอย่างท่ี 1 

 
 
 
 
 
  

6 9 14 21
4 10 18 28A  =   
3 9 19 33
-1 0 3 8

 

จะเห็นว่ำ A เป็นเมทริกซ์ท่ีมีสมำชิกแต่ละแถวเป็นล ำดับพหุนำมดีกร ี2 ดังนั้น det A = 0 

และจะได้ว่ำ 

 
 
 
 
 
  

-10 -36 50 -54
30 108 -150 162adj A  =   
-30 -108 150 -162
10 36 -50 54

 

ซึ่งจะเห็นว่ำผลรวมของสมำชิกในแต่ละหลักของ adj A เท่ำกับ 0 

ตัวอย่างท่ี 2 

 
 
 
 
 
 
 
  

5 1 2 5 24
9 4 7 8 21

A  =   15 10 17 7 15
23 19 32 14 6
33 31 52 6 -6

 

จะเห็นว่ำ A เป็นเมทริกซ์ขนำด 5×5 ที่มีสมำชิกในหลักที่ 1 , 2 , 3 และ 5 เป็นล ำดับพหุนำมดีกรี 2  

ดังนั้น det A = 0 

และจะได้ว่ำ 

 
 
 
 
 
 
 
  

0 0 0 0 0
-5796 14364 -8316 -3276 3024

adj A  =   3450 -8550 4950 1950 -1800
0 0 0 0 0

-46 114 -66 -26 24

 

ซึ่งจะเห็นว่ำผลรวมของสมำชิกในแต่ละแถวของ adj A เท่ำกับ 0 
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