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บทคัดย่อ 
 โดยท่ัวไปวิธีการหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธ์สามัญไม่เอกพันธ์ุอันดับสูงท่ีได้นำเสนอในหนังสือสมการเชิงอนุพันธ์
สำหรับนักศึกษาระดับปริญญาตรี ส่วนมากมีอยู่ 2 วิธีด้วยกัน วิธีแรกคือวิธีการเทียบสัมประสิทธ์ิ ซ่ึงจะใช้สำหรับสมการท่ีมีสัมประสิทธ์ิ
เป็นค่าคงตัว แต่วิธีนี้ใช้ได้กับบางรูปแบบของฟังก์ชันด้านขวามือของสมการเท่านั้น วิธีท่ีสองคือวิธีการแปรผันตัวแปร สำหรับวิธีนี้ใช้ได้
ไม่จำกัดรูปแบบของฟังก์ชันด้านขวามือของสมการ และสามารถใช้หาผลเฉลยเฉพาะสำหรับสมการที่มีสัมประสิทธ์ิเป็นตัวแปรได้ด้วย  
ซ่ึงถือว่าวิธีนี้ใช้งานได้หลากหลายกว่าวิธีแรก แต่ก็ต้องใช้เวลาและกระบวนการในการหาผลเฉลยท่ีมากกว่า ในบทความนี้จะนำเสนอการ
หาผลเฉลยเฉพาะของสมการท่ีมีสัมประสิทธ์ิเป็นตัวแปร โดยใช้วิธีการเทียบสัมประสิทธ์ิ 
 

ABSTRACT 
 In most undergraduate differential equations textbooks, there are two methods of finding a particular 
solution for higher-order nonhomogeneous ordinary differential equations that be introduced. The first one is the 
method of undetermined coefficients. This method can be used to solving differential equations with constant 
coefficients but it is limited to cases of a right-hand side function. The second one is the method of variation of 
parameters, which is not limited to cases of a right-hand side function, nor is it limited to differential equations 
with constant coefficients but it takes longer time and has more processes than the first one. In this paper, we 
introduce the method of undetermined coefficients to solve some classes of ordinary differential equations with 
variable coefficients. 
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บทนำ 
การหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธ์สามัญไม่เอกพันธ์ุอันดับสูงท่ีมีสัมประสิทธ์ิเป็นตัวแปรท่ีได้นำเสนอในช่วงแรก ๆ 

ของการศึกษาก็คือ การหาผลเฉลยเฉพาะของสมการออยเลอร์-โคชี ซ่ึงอยู่ในรูป 
( )

0

( ) ( )
n

i i
i

i

a t y t g t


  (1) 

, 0,1, ,ia i n   g t tโดยท่ี  เป็นค่าคงตัว และ  เป็นฟังก์ชันของตัวแปร  ซ่ึงสมการ (1) สามารถแปลงเป็นสมการท่ีมีสัมประสิทธ์ิ
 g tเป็นค่าคงตัวได้ สิ่งนี้สื่อถึงการท่ีอาจจะสามารถใช้วิธีการเทียบสัมประสิทธ์ิในการหาผลเฉลยเฉพาะได้หากฟังก์ชัน  ของสมการ 

(1) หลังการแปลงเป็นฟังก์ชันท่ีสามารถใช้วิธีการเทียบสัมประสิทธ์ิในการหาผลเฉลยเฉพาะได้ และนอกเหนือไปจากสมการออยเลอร์- 
โคชีแล้ว ยังมีสมการเชิงอนุพันธ์สามัญไม่เอกพันธ์ุอันดับสูงท่ีมีสัมประสิทธ์ิเป็นตัวแปรอ่ืนอีกท่ีสามารถใช้วิธีการเทียบสัมประสิทธ์ิในการ
หาผลเฉลยเฉพาะได้ แต่ก็ไม่ใช่ทุกรูปแบบท่ีจะใช้วิธีดังกล่าวได้ 
 ในบทความน้ีจะนำเสนอการหาผลเฉลยเฉพาะของสมการออยเลอร์-โคชี และสมการเชิงอนุพันธ์สามัญไม่เอกพันธ์ุอันดับสองท่ี
มีสัมประสิทธ์ิเป็นตัวแปรท่ีนอกเหนือไปจากสมการออยเลอร์-โคชีด้วยวิธีการเทียบสัมประสิทธ์ิในการหาผลเฉลยเฉพาะได้ โดยเร่ิมจาก

( ) mg t At ,A mสมการออยเลอร์-โคชีไม่เอกพันธ์ุอันดับสองซ่ึง  โดยท่ี  ℝ นอกจากน้ีจะนำเสนอการหาผลเฉลยเฉพาะของ
n  g t  g tสมการออยเลอร์-โคชีไม่เอกพันธ์ุอันดับ  โดยท่ี  เป็นฟังก์ชันเอกนามและฟังก์ชันพหุนาม ตามลำดับ ซ่ึงกรณีท่ี  เป็น

mAtฟังก์ชันเอกนาม (และฟังก์ชันพหุนาม) ก็เป็นเพียงกรณีเฉพาะของฟังก์ชัน  ท่ีได้ถูกนำเสนอก่อนหน้า และในกรณีนี้ได้มีการพบ
ความสัมพันธ์ระหว่างสัมประสิทธ์ิของฟังก์ชันเอกนาม (และฟังก์ชันพหุนาม) กับสัมประสิทธ์ิของผลเฉลยเฉพาะในรูปปิดท่ีเรียบง่าย 

 g tหลังจากนั้นก็จะนำเสนอสมการออยเลอร์-โคชีไม่เอกพันธ์ุอันดับสองซ่ึง  เป็นฟังก์ชันอ่ืนท่ีสามารถใช้วิธีการเทียบสัมประสิทธ์ิใน
การหาผลเฉลยเฉพาะได้  

ในตอนท้ายจะนำเสนอการหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธ์สามัญไม่เอกพันธ์ุอันดับสองท่ีมีสัมประสิทธ์ิเป็นตัวแปรท่ี
นอกเหนือจากสมการออยเลอร์-โคชีด้วยวิธีการเทียบสัมประสิทธ์ิ โดยเริ่มต้นจากสมการที่อยู่ในรูป 

2
2 1 0 1 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) mA t At A y t B t B y t C y t At        (2) 

2 1 0 1 0 0, , , , , ,A A A A B B C โดยท่ี  ℝ  0m   และ  นั่นคือด้านขวามือของสมการ (2) เป็นฟังก์ชันเอกนาม จากนั้นจะ
ศึกษาสมการท่ีอยู่ในรูป 

1 0 1 0 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) m atAt A y t B t B y t C t C y t At e        (3) 

1 0 1 0 1 0, , , , , , ,A A A B B C C aโดยท่ี  ℝ  0m   และ  นั่นคือด้านขวามือของสมการ (3) เป็นผลคูณของฟังก์ชันเอกนาม
และฟังก์ชันเลขชี้กำลัง ไม่เพียงเท่านั้น ยังสามารถใช้หลักการทับซ้อนสำหรับสมการไม่เอกพันธ์ุในการขยายขอบเขตของสมการ (2) และ
สมการ (3) ได้ด้วย 
 

สมการออยเลอร์-โคช ี
 พิจารณาสมการออยเลอร์-โคชีไม่เอกพันธ์ุอันดับสอง ซ่ึงอยู่ในรูป 
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0 1 2, ,a a a  g t t zt eโดยท่ี  เป็นค่าคงตัว และ  เป็นฟังก์ชันของตัวแปร  ซ่ึงหากแทนค่า  ลงในสมการ (4) และเปล่ียนจาก
y t y zอนุพันธ์ของตัวแปร  เทียบกับตัวแปร  เป็นอนุพันธ์ของตัวแปร  เทียบกับตัวแปร  จะได้ว่า 

2

2 1 2 02
( ) ( )z

d y dy
a a a a y g e
dz dz

     (5) 

z t zeซ่ึงเป็นสมการท่ีมีสัมประสิทธ์ิเป็นค่าคงตัว ส่วนด้านขวามือของสมการก็เป็นฟังก์ชันของตัวแปร  ท่ีถูกแทน  ด้วย  ซ่ึงหากอยู่ใน
รูปของฟังก์ชันพหุนาม ฟังก์ชันเลขชี้กำลัง ฟังก์ชันไซน์ ฟังก์ชันโคไซน์ หรือผลคูณและผลบวกของฟังก์ชันเหล่านี้ ก็จะสามารถหาผล

lnz tเฉลยเฉพาะของสมการ (5) ด้วยวิธีการเทียบสัมประสิทธ์ิได้ และเม่ือแทนค่า  ลงในรูปแบบของผลเฉลยเฉพาะท่ีได้มาจาก
สมการ (5) ก็จะได้รูปแบบของผลเฉลยเฉพาะของสมการ (4) นั่นหมายความว่า สมการ (4) สามารถใช้วิธีการเทียบสัมประสิทธ์ิในการหา
ผลเฉลยเฉพาะได้ 
 

ทฤษฎีบท 1. สำหรับสมการออยเลอร์-โคชี ไม่เอกพันธ์ุอันดับสอง ท่ีอยู่ในรูป 
2

2
2 1 02

md y dy
a t a t a y At

dt dt
    (6) 

 

,A mโดยท่ี  ℝ  0,t  ( )py t และ  จะมีผลเฉลยเฉพาะ  อยู่ในรูป 
1) ( ) m

py t Ct m เม่ือ  ไม่เป็นรากของสมการช่วยของสมการ (6) 
2) ( ) (ln )m r

py t Ct t m r m เม่ือ  เป็นรากของสมการช่วย ซ่ึง  คือ จำนวนของราก  ในสมการช่วยของสมการ (6) 
 

ตัวอย่าง 2. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการออยเลอร์-โคชีท่ีอยู่ในรูป 
2

2 2
2
10 8

d y dy
t t y t
dt dt

    (7) 
 

y tวิธีทำ พิจารณาหาสมการช่วยของสมการ (7) โดยการแทนค่า  ลงในสมการเอกพันธ์ุของสมการ (7) จะได้ว่า 
 ( 1) 10 8 1 ( 8) 0            (8) 

2 2( )py t Ctเนื่องจาก  ไม่เป็นรากของสมการช่วย (8) จึงได้ว่าสมการ (7) จะมีผลเฉลยเฉพาะอยู่ในรูป  ซ่ึงเม่ือแทนค่าลงในสมการ 
(7) จะได้ว่า 

2 20 8 1C C C    
1

30
C  21

( )
30py t tนั่นคือ  ดังนั้น  เป็นผลเฉลยเฉพาะของสมการ (7)  

 

ตัวอย่าง 3. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการออยเลอร์-โคชีท่ีอยู่ในรูป 
2

2
2

2
d y dy

t t y t
dt dt

    (9) 
 

วิธีทำ พิจารณาหาสมการช่วยของสมการ (9) โดยการแทนค่า y t  ลงในสมการเอกพันธ์ุของสมการ (9) จะได้ว่า 

 2( 1) 1 1 0          (10) 
1 2r  2( ) (ln )py t Ct tเนื่องจาก  เป็นรากของสมการช่วย (10) และ  จึงได้ว่าสมการ (9) จะมีผลเฉลยเฉพาะอยู่ในรูป  ซ่ึงเม่ือ

1C  2( ) (ln )py t t tแทนค่าลงในสมการ (9) จะได้ว่า  ดังนั้น  เป็นผลเฉลยเฉพาะของสมการ (9)  
 

n ต่อไปพิจารณาสมการออยเลอร์-โคชีไม่เอกพันธ์ุอันดับ  ท่ีมีด้านขวามือของสมการเป็นฟังก์ชันเอกนาม ซ่ึงอยู่ในรูป 
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y tซ่ึงสมการ (11) จะมีสมการช่วยท่ีได้จากการแทนค่า  ลงในสมการเอกพันธ์ุของสมการ (11) อยู่ในรูป 

 
0

( , ) 0
n

i
i

a P i


   (12) 

( , )P i mโดยท่ี  คือ การเรียงสับเปลี่ยนท่ัวไป ซ่ึงหาก  ไม่ได้เป็นรากของสมการช่วย (12) สมการ (11) ก็อาจจะมีผลเฉลยเฉพาะอยู่
( ) m
py t Ct mใน รูป   และห าก   เป็ น รากขอ งสมการช่ วย  (12) สมการ  (11) ก็ อ าจจะ มี ผล เฉลย เฉพ าะอ ยู่ ใน รูป 

( ) (ln )m r
py t Ct t r m ( ) m

py t Ct โดยท่ี  คือ จำนวนของราก  ในสมการช่วย ซ่ึงหากสังเกตผลเฉลยเฉพาะท่ีอยู่ในรูป  จะ
( ) (ln )m r
py t Ct t 0r  mพบว่าสามารถหาได้จากผลเฉลยเฉพาะท่ีอยู่ในรูป  เม่ือ  นั่นหมายความว่า ไม่มี  เป็นรากในสมการ

ช่วย 
( ) (ln )m r
py t Ct t หากทดลองแทนค่า  ลงในสมการ (11) และสังเกตจะพบรูปแบบของการหาอนุพันธ์ของผลเฉลย

C Aเฉพาะท่ีถูกแทนลงในสมการ (11) ท่ีแน่นอน ไม่เพียงเท่านี้เราจะพบความสัมพันธ์ระหว่างสัมประสิทธ์ิ  และ  ท่ีอยู่ในรูปปิด ซ่ึงสิ่ง
nนี้ก็หมายถึงการขยายขอบเขตของทฤษฎีบท 1 ให้ครอบคลุมไปถึงสมการออยเลอร์-โคชีไม่เอกพันธ์ุอันดับ  ท่ีมีด้านขวามือของสมการ

mAtเป็นฟังก์ชันเอกนาม ซ่ึงฟังก์ชันเอกนามเป็นเพียงกรณีเฉพาะของฟังก์ชัน  ในทฤษฎีบท 1 
 

nทฤษฎีบท 4. สำหรับสมการออยเลอร์-โคชีไม่เอกพันธ์ุอันดับ  ท่ีมีด้านขวาของสมการเป็นฟังก์ชันเอกนาม ซ่ึงอยู่ในรูป 

 ( )

0

n
i i m

i
i

a t y t At


  (13) 

 0,t  ( ) (ln )m r
py t Ct t r mโดยท่ี  จะมีผลเฉลยเฉพาะอยู่ในรูป  โดยท่ี  คือ จำนวนของราก  ในสมการช่วย และ

Cสัมประสิทธ์ิในผลเฉลยเฉพาะ  สามารถหาได้จาก 

( )

0

( , )
n

r
i

i

A
C

a P m i





 

( ) ( , )rP m i r ( , )P i m โดยท่ี  คืออนุพันธ์อันดับ  ของการเรียงสับเปลี่ยนท่ัวไป  เม่ือ  
 เพ่ือความสะดวก จะนิยามให้ 

0

( ) : ( , )
n

i
i

Q a P i 


  

( ) ( )

0

( ) ( , )
n

r r
i

i

Q m a P m i


 Cซ่ึงจะพบว่า  และทำให้รูปปิดของการหาสัมประสิทธ์ิในผลเฉลยเฉพาะ  ในทฤษฎีบท 4 สามารถ

( ) ( )r

A
C

Q m
เขียนได้อีกแบบว่า   

 

ตัวอย่าง 5. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการออยเลอร์-โคชีในตัวอย่าง 3 โดยใช้ทฤษฎีบท 4 
วิธีทำ พิจารณาหาสมการช่วยของสมการ (9) จากสมการ (12) จะได้ว่า 

 2( ) ( 1) 1 1 0Q             (14) 
1 2r  2( ) (ln )py t Ct tเนื่องจาก  เป็นรากของสมการช่วย (14) และ  จึงได้ว่าสมการ (9) จะมีผลเฉลยเฉพาะอยู่ในรูป  และหา

สัมประสิทธ์ิในผลเฉลยเฉพาะได้ว่า 

(2)

2 2
1

(1) (2)(1)
C

Q
    

2( ) (ln )py t t tดังนั้น  เป็นผลเฉลยเฉพาะของสมการ (9)  
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ตัวอย่าง 6. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการออยเลอร์-โคชีท่ีอยู่ในรูป  

3 2
3 2 2

3 2
2 6

d y d y dy
t t t y t
dt dt dt

     (15) 
 

วิธีทำ พิจารณาหาสมการช่วยของสมการ (15) จากสมการ (12) จะได้ว่า 
3 2( ) ( 2)( 1) ( 1) 2 6 4 6 0Q                       (16) 

2 1r  2( ) (ln )py t Ct tเนื่องจาก  เป็นรากของสมการช่วย (16) และ  จึงได้ว่าสมการ (15) จะมีผลเฉลยเฉพาะอยู่ในรูป  และ
หาสัมประสิทธ์ิในผลเฉลยเฉพาะได้ว่า 

(1) 2

1 1 1

(2) 3(2) 8(2) 1 3
C

Q
   

 
 

21( ) (ln )
3py t t t ดังนั้น  เป็นผลเฉลยเฉพาะของสมการ (15)  

 

 ไม่เพียงเท่านี้ ทฤษฎีบท 4 ยังสามารถขยายให้ครอบคลุมถึงกรณีท่ีด้านขวามือของสมการเป็นฟังก์ชันพหุนามได้ โดยอาศัย
หลักการทับซ้อนสำหรับสมการไม่เอกพันธ์ุ 
 

nทฤษฎีบท 7. สำหรับสมการออยเลอร์-โคชีไม่เอกพันธ์ุอันดับ  ท่ีมีด้านขวาของสมการเป็นฟังก์ชันพหุนาม ซ่ึงอยู่ในรูป 

 ( )

0 0

n m
i i j

i j
i j

a t y t A t
 

   (17) 

 0,t 
0

( ) (ln ) j

m
rj

p j
j

y t C t t


  jr jโดยท่ี  จะมีผลเฉลยเฉพาะอยู่ในรูป  โดยท่ี  คือ จำนวนของราก  ในสมการช่วย และ

jCสัมประสิทธ์ิในผลเฉลยเฉพาะ  สามารถหาได้จาก 

  ( )j

j
j r

A
C

Q j
  

 

ตัวอย่าง 8. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการออยเลอร์-โคชีท่ีอยู่ในรูป 
2

2 2
2

2 5
d y dy

t t y t t
dt dt

     (18)  
 

วิธีทำ พิจารณาหาสมการช่วยของสมการ (18) จากสมการ (12) จะได้ว่า 
  2( ) 2 1 5 1 2 3 1 0Q               (19) 

1 2 1 0r  2 0r เนื่องจาก  และ  ไม่เป็นรากของสมการช่วย (19) จะได้ว่า  และ  ทำให้ได้ว่าสมการ (18) จะมีผลเฉลยเฉพาะอยู่ใน
2 0 0

2 1( ) (ln ) (ln )py t C t t C t t รูป  และหาสัมประสิทธ์ิในผลเฉลยเฉพาะได้ว่า 

2 2

1 1 1

(2) 2(2) 3(2) 1 15
C

Q
  

 
 

1 2

1 1 1

(1) 2(1) 3(1) 1 6
C

Q
     

      
 

21 1
( )

15 6py t t t ดังนั้น  เป็นผลเฉลยเฉพาะของสมการ (18)  
 

ตัวอย่าง 9. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการออยเลอร์-โคชีท่ีอยู่ในรูป 
3 2 2( ) 2 ( ) 4 ( ) 4 ( ) 5t y t t y t ty t y t t t         (20) 
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วิธีทำ พิจารณาหาสมการช่วยของสมการ (20) จากสมการ (12) จะได้ว่า 

      3 2( ) 2 1 2 1 4 4 4 4 0Q                       (21) 
1 2 1 21, 1r r  0 0 0r เนื่องจาก  และ เป็นรากของสมการช่วย (21) และ  แต่  ไม่เป็นรากของสมการช่วย (21) จะได้ว่า  ทำให้

2 1 1 1 0 0
2 1 0(ln ) (ln ) (ln )py C t t C t t C t t  ได้ว่าสมการ (20) จะมีผลเฉลยเฉพาะอยู่ในรูป  และหาสัมประสิทธ์ิของผลเฉลย

เฉพาะได้ว่า 

2 (1) 2

1 1 1

(2) 3(2) 2(2) 4 4
C

Q
  

 
    

1 (1) 2

1 1 1

(1) 3(1) 2(1) 4 3
C

Q
    

       
 

 0 3 2

5 5 5

(0) (0) (0) 4 0 4 4
C

Q
  

  
        

21 1 5
( ) ln ln

4 3 4py t t t t t  ดังนั้น  เป็นผลเฉลยเฉพาะของสมการ (20)  
 

 หากลองพิจารณาทฤษฎีบท 4 อีกคร้ัง แต่ในคร้ังนี้ไม่ได้จำกัดรูปแบบของฟังก์ชันด้านขวามือของสมการให้เป็นเพียงแค่ฟังก์ชัน
เอกนาม แต่เป็นฟังก์ชันในรูปแบบเดียวกันกับทฤษฎีบท 1 จะพบว่าอาจจะสามารถหาผลเฉลยเฉพาะด้วยหลักการในทฤษฎีบท 4 ได้ แต่

( , )P iก็อาจจะไม่สามารถอ้างได้ว่า  เป็นการเรียงสับเปลี่ยนท่ัวไป ซ่ึงเป็นเพียงแค่รูปแบบท่ีแน่นอนท่ีคล้ายคลึงกันเท่านั้น เนื่องจาก 
m  มีโอกาสเป็นจำนวนประเภทอ่ืนท่ีนอกเหนือไปจากจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ ไม่เพียงเท่านี้ หากข้อสันนิษฐานนี้เป็นจริง ก็จะสามารถใช้
หลักการทับซ้อนสำหรับสมการไม่เอกพันธ์ุในการหาผลเฉลยเฉพาะของสมการท่ีมีด้านขวามือเป็นผลบวกของฟังก์ชันในรูปแบบเดียวกัน
กับทฤษฎีบท 1 ได้ด้วย นั่นหมายความว่าอาจจะสามารถใช้หลักการในทฤษฎีบท 5 ในการหาผลเฉลยเฉพาะของสมการท่ีมีด้านขวามือ
เปน็ผลบวกของฟังก์ชันในรูปแบบเดียวกันกับทฤษฎีบท 1 ได้นั่นเอง 
 

ตัวอย่าง 10. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการออยเลอร์-โคชีท่ีอยู่ในรูป 
3 2

3 2 4
3 2
2 8 12

d y d y dy
t t t y t
dt dt dt

     (22) 
 

วิธีทำ พิจารณาหาสมการช่วยของสมการ (22) จากสมการ (12) จะได้ว่า 
     3 2( ) 2 1 2 1 8 12 8 12 0Q                       (23) 

4 0r เนื่ อ งจาก   ไม่ ใช่ รากของสมการช่ วย  (23) จะได้ ว่า   ทำให้ ได้ ว่าสมการ  (22) จะมีผลเฉลยเฉพาะอ ยู่ ในรูป 
4 0( ) (ln )py t Ct t  และหาสัมประสิทธ์ิในผลเฉลยเฉพาะได้ว่า 

 3 2

1 1 1

( 4) ( 4) ( 4) 8 4 12 36
C

Q
  

       
 

41
( )

36py t t ดังนั้น  เป็นผลเฉลยเฉพาะของสมการ (22)  
 

 g t ทฤษฎีบทต่อไปน้ีจะแสดงว่ามีฟังก์ชัน  ในสมการ (4) ในรูปแบบอ่ืนอีกท่ีสามารถใช้วิธีการเทียบสัมประสิทธ์ิในการหา
ผลเฉลยเฉพาะได้ 
 

ทฤษฎีบท 11. สำหรับสมการออยเลอร์-โคชี ไม่เอกพันธ์ุอันดับสองที่อยู่ในรูป 
2

2
2 1 02

(ln )m nd y dy
a t a t a y At t

dt dt
    (24) 
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,A mโดยท่ี   , 0n  ℝ  0,t และ  จะมีผลเฉลยเฉพาะอยู่ในรูป 
 0 1( ) ln (ln )n m

p ny t C C t C t t     
(ln )m it t 0,1, ,i n เม่ือ (สำหรับ ) ไม่สามารถหาได้จากผลเฉลยเติมเต็ม 

 

 ในวิธีการเทียบสัมประสิทธ์ิ หากเกิดกรณีท่ีรูปแบบของผลเฉลยเฉพาะสามารถหาได้จากผลเฉลยเติมเต็ม จะแก้ปัญหานี้ด้วย
zการคูณตัวแปรต้น (ซ่ึงในบทความนี้คือ ) เข้าในผลเฉลยเฉพาะดังกล่าวจนกว่ารูปแบบของผลเฉลยเฉพาะจะไม่สามารถหาได้จากผล
0 r n  r  ln

rmt tเฉลยเติมเต็ม ซ่ึงสำหรับทฤษฎีบท 11 ถ้า  โดยท่ี  เป็นจำนวนเต็มท่ีมากท่ีสุดซ่ึง  สามารถหาได้จากผลเฉลย

  1
ln

r
t

เติมเต็มของสมการ (24) ก็จะสามารถแก้ปัญหาน้ีได้ด้วยการคูณ  เข้าในรูปแบบของผลเฉลยเฉพาะดังกล่าว ทำให้ได้รูปแบบ
ผลเฉลยเฉพาะใหม่ คือ 

   1

0 1( ) ln (ln ) ln
rn m

p ny t C C t C t t t
     

 

ตัวอย่าง 12. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการออยเลอร์-โคชีท่ีอยู่ในรูป 
2

2 3 2
2

3 48 (ln )
d y dy

t t y t t
dt dt

     (25) 

 23 lnt tวิธีทำ เนื่องจาก  ไม่สามารถหาได้จากผลเฉลยเติมเต็มของสมการ (25) จึงได้ว่าสมการ (25) จะมีผลเฉลยเฉพาะอยู่ในรูป 
 2 3

0 1 2( ) ln (ln )py t C C t C t t   py และเม่ือแทน  ลงในสมการ (25) จะได้ว่า 

0 1 212 6 2 0C C C    
1 212 12 0C C          

212 48C                          

2 14, 4C C  นั่นคือ  0

4

3
C  และ   

3 3 3 24
( ) 4 ln 4 (ln )

3py t t t t t t   ดังนั้น  เป็นผลเฉลยเฉพาะของสมการ (25)  

 g t ในความจริงแล้ว ยังมีฟังก์ชัน  ในสมการ (4) อ่ืนอีกท่ีสามารถใช้วิธีการเทียบสัมประสิทธ์ิในการหาผลเฉลยเฉพาะได้ 

           cos ln , sin ln , cos ln , sin ln , ln cos ln
nm m mA k t A k t At k t At k t At t k tเ ช่ น   แ ล ะ 

   ln sin ln
nmAt t k t zt e เพราะเม่ือแทน  ลงในฟังก์ชันเหล่านี้แล้วจะทำให้ฟังก์ชันอยู่ในรูปแบบท่ีสามารถใช้วิธีการเทียบ

สัมประสิทธ์ิในการหาผลเฉลยเฉพาะได้ และหลักการทับซ้อนสำหรับสมการไม่เอกพันธ์ุก็สามารถใช้ได้กับผลบวกของฟังก์ชันเหล่านี้ 
 

สมการเชิงอนพุันธ์สามัญไม่เอกพันธุ์อันดับสองที่มีสัมประสิทธิเ์ป็นตัวแปรที่ไม่ใช่สมการออยเลอร์-โคช ี
 จากท่ีได้กล่าวไว้ในบทนำ ต่อไปจะนำเสนอสมการเชิงอนุพันธ์สามัญไม่เอกพันธ์ุอันดับสองท่ีมีสัมประสิทธ์ิเป็นตัวแปรท่ี
นอกเหนือไปจากสมการออยเลอร์-โคชีท่ีสามารถใช้วิธีการเทียบสัมประสิทธ์ิในการหาผลเฉลยเฉพาะของสมการได้ 
ทฤษฎีบท 13. สำหรับสมการเชิงอนุพันธ์สามัญไม่เอกพันธ์ุอันดับสองท่ีมีสัมประสิทธ์ิเป็นตัวแปรและมีด้านขวามือของสมการเป็น
ฟังก์ชันเอกนาม ซ่ึงอยู่ในรูป 

2
2 1 0 1 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) mA t At A y t B t B y t C y t At        (26) 

2 1 0 1 0 0, , , , ,A A A B B C โดยท่ี  ℝ it 0,1, ,i m  หาก  (สำหรับ ) ไม่สามารถหาได้จากผลเฉลยเติมเต็มของสมการ (26) แล้ว
จะมีผลเฉลยเฉพาะอยู่ในรูป 

0 1( ) m
p my t c c t c t     

jc 0,1, ,j m โดยท่ีสัมประสิทธ์ิ  สำหรับ  หาได้จาก 
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1) 
  2 1 01m

A
c

m m A mB C


  
 

2) 
  

        
1 0

1
2 1 0 2 1 0

1

1 2 1 1m

m m A B A
c

m m A m B C m m A mB C

 
 

       
 

3)      
 

1 0 1 0 2

2 1 0

1 2 1

1
j j

j

j jA B c j j A c
c

j j A jB C
     

 
  

 

2, 3, ,0j m m   สำหรับ  

0 1( ) m
p my t c c t c t    สำหรับทฤษฎีบท 13 สามารถพิสูจน์ได้ด้วยการแทนค่า  ลงในสมการ (26) ซ่ึงจะทำให้ได้

ระบบสมการเชิงเส้นข้ึนมา และเม่ือนำเมทริกซ์มาแทนระบบสมการดังกล่าวจะนำมาซ่ึงเมทริกซ์สามเหลี่ยมบนท่ีมีสมาชิกในแนวเส้น
  2 1 01j j A jB C   0,1, ,j m ทแยงมุมเป็น  โดยท่ี  ดังนั้นการยืนยันให้ได้ว่าระบบสมการดังกล่าวมีเพียงหน่ึงคำตอบ

  2 1 01 0j j A jB C   คือการท่ี  0,1, ,j m  it 0,1, ,i m ทุก  ซ่ึงได้มีการอ้างว่าหมายถึงการท่ี สำหรับ  ไม่
สามารถหาได้จากผลเฉลยเติมเต็มของสมการ (26) และหลักการทับซ้อนสำหรับสมการไม่เอกพันธ์ุก็สามารถใช้ได้ในการหาผลเฉลย
เฉพาะของสมการในรูป 

2
2 1 0 1 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )mA t At A y t B t B y t C y t p t        (27) 

0 1( ) m
m mp t a a t a t   โดยท่ี  เป็นฟังก์ชันพหุนาม ซ่ึงสมการ (27) จะมีผลเฉลยเฉพาะอยู่ในรูป  

0 1( ) m
p my t c c t c t     

jc 0,1, ,j m และสัมประสิทธ์ิ สำหรับ  สามารถหาได้จาก 

1) 
  2 1 01

m
m

a
c

m m A mB C


  
 

2)   
     

1 1 0
1

2 1 0

1

1 2 1
m m

m

a m m A B c
c

m m A m B C




  


    
 

3)      
 
1 0 1 0 2

2 1 0

1 2 1

1
j j j

j

a j jA B c j j A c
c

j j A jB C
      


  

 

2, 3, ,0j m m   สำหรับ  
 

ตัวอย่าง 14. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ 
2 2(2 2 1) ( ) (3 1) ( ) 5 ( ) 2t t y t t y t y t t        (28) 

 

1 t 2tวิธีทำ สามารถตรวจสอบได้โดยง่ายว่า ,  และ  ไม่สามารถหาได้จากผลเฉลยเติมเต็มของสมการ (28) จึงได้ว่าสมการ (28) จะมี
2

0 1 2( )py t c c t c t  ผลเฉลยเฉพาะอยู่ในรูป  และหาสัมประสิทธ์ิในผลเฉลยเฉพาะได้ว่า 

2

2 2

(2)(1)(2) (2)(3) 5 15
c  

 
 

 
 1

(2) (1)(2) 2 (2) 1

0 (1)(3) 5 (15) 10
c


   

     
 

0

1 2
(1)(0 1) (2)( 1)

110 15
0 0 5 30

c

         
      

                      
 

21 1 2
( )

30 10 15py t t t   ดังนั้น  เป็นผลเฉลยเฉพาะของสมการ (28)  
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0 r m  r เช่นเดียวกับทฤษฎีบท 11 ทฤษฎีบท 13 ก็มีโอกาสท่ีจะเกิดเหตุการณ์ท่ีมี  โดยท่ี  เป็นจำนวนเต็มท่ีมากท่ีสุด
rtซ่ึง  สามารถหาได้จากผลเฉลยเติมเต็ม 

0 r m  r rtทฤษฎีบท 15. สำหรับสมการ (26) ถ้า  โดยท่ี  เป็นจำนวนเต็มท่ีมากท่ีสุดซ่ึง  สามารถหาได้จากผลเฉลยเติมเต็มของ
สมการ (26) แล้วผลเฉลยเฉพาะของสมการ (26) จะอยู่ในรูป 

  1
0 1( ) m r

p my t c c t c t t      
โดยมีเงื่อนไขว่า 

1) 0 0A   
2)     2 1 01 1 0r m r m A r m B C         
3)   1 0 0r i A B    

0,1, ,i m สำหรับ   
 สำหรับทฤษฎีบท 15 มีการพิสูจน์ท่ีคล้ายคลึงกับการพิสูจน์ทฤษฎีบท 13 และหลักการทับซ้อนสำหรับสมการไม่เอกพันธ์ุก็
สามารถใช้ได้ในการหาผลเฉลยเฉพาะของสมการในรูป 

2 1
2 1 0 1 0 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) m m p

m m pA t A t A y t B t B y t C y t a t a t a t
           (29) 

 

ตัวอย่าง 16. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ 
2 3(3 ) ( ) 5 ( ) 5 ( ) 6t t y t ty t y t t      (30) 

 

1 t 2t 3t tวิธีทำ จากการตรวจสอบฟังก์ชัน , ,  และ  จะพบว่า  สามารถหาได้จากผลเฉลยเติมเต็มของสมการ (30) และเนื่องจาก
ส ม ก า ร  (30) ส อ ด ค ล้ อ ง กั บ เงื่ อ น ไ ข ข อ ง ท ฤ ษ ฎี บ ท  15 จึ ง ไ ด้ ว่ า ส ม ก า ร  (30) จ ะ มี ผ ล เฉ ล ย เฉ พ า ะ อ ยู่ ใ น รู ป 

 2 3 2
0 1 2 3( )py t c c t c t c t t    ( )py t 0 1 2

1
0, 0,

6
c c c   และ เม่ื อ แทน   ล งใน สมก าร  (30) จะ ได้ ว่ า   และ 

3

1

120
c   4 51 1

( )
6 120py t t t  ดังนั้น  เป็นผลเฉลยเฉพาะของสมการ (30)  

 

 ยังมีสมการในรูปแบบอ่ืนอีกท่ีสามารถใช้วิธีการเทียบสัมประสิทธ์ิในการหาผลเฉลยเฉพาะได้ 
 

ทฤษฎีบท 17. สำหรับสมการเชิงอนุพันธ์สามัญไม่เอกพันธ์ุอันดับสองท่ีมีสัมประสิทธ์ิเป็นตัวแปรและด้านขวามือของสมการเป็นผลคูณ
ของฟังก์ชันเลขชี้กำลังกับฟังก์ชันเอกนาม ซ่ึงอยู่ในรูป 
 1 0 1 0 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) m atAt A y t B t B y t C t C y t At e        (31) 
 

1 0 1 0 1 0, , , , , ,A A B B C C a� i att e 0,1, ,i m โดยท่ี  หาก (สำหรับ ) ไม่สามารถหาได้จากผลเฉลยเติมเต็มของสมการ (31) 
แล้วจะมีผลเฉลยเฉพาะอยู่ในรูป 

 0 1( ) m at
p my t c c t c t e     

โดยมีเงื่อนไขว่า 
1) 2

1 1 1 0a A aB C    
2)   2

1 1 0 0 02 0j aA B a A aB C      
0,1, ,j m สำหรับ  

jc 0,1, ,j m และสัมประสิทธ์ิ  สำหรับ  หาได้จาก 
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a) 
  2

1 1 0 0 02m

A
c

m aA B a A aB C


   
 

b)   
  

1 0 0
1 2

1 1 0 0 0

1 2

1 2
m

m

m m A aA B c
c

m aA B a A aB C

  
 

    
 

c)      
 

1 0 0 1 0 2

2
1 1 0 0 0

1 2 2 1

2
j j

j

j jA aA B c j j A c
c

j aA B a A aB C
      

 
   

 

2, 3, ,0j m m   สำหรับ  
 

 สำหรับทฤษฎีบท 17 มีการพิสูจน์ท่ีคล้ายคลึงกับการพิสูจน์ทฤษฎีบท 13 และหลักการทับซ้อนสำหรับสมการไม่เอกพันธ์ุก็
สามารถใช้ได้ในการหาผลเฉลยเฉพาะของสมการในรูป 
 1 0 1 0 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) at

mAt A y t B t B y t C t C y t p t e        (32) 
 

0 1( ) m
m mp t a a t a t   โดยท่ี  เป็นฟังก์ชันพหุนาม ซ่ึงสมการ (32) จะมีผลเฉลยเฉพาะอยู่ในรูป 

 0 1( ) m at
p my t c c t c t e     

jc 0,1, ,j m และสัมประสิทธ์ิ  สำหรับ  หาได้จาก 

1) 
  2

1 1 0 0 02
m

m

a
c

m aA B a A aB C


   
 

2)   
  

1 1 0 0
1 2

1 1 0 0 0

1 2

1 2
m m

m

a m m A aA B c
c

m aA B a A aB C




   


    
 

3)       
 
1 0 0 1 0 2

2
1 1 0 0 0

1 2 2 1

2
j j j

j

a j jA aA B c j j A c
c

j aA B a A aB C
       


   

 

2, 3, ,0j m m   สำหรับ  
 

0 r m  r เช่นเดียวกับทฤษฎีบท 11 ทฤษฎีบท 17 ก็มีโอกาสท่ีจะเกิดเหตุการณ์ท่ีมี  โดยท่ี  เป็นจำนวนเต็มท่ีมากท่ีสุด
r att eซ่ึง  สามารถหาได้จากผลเฉลยเติมเต็ม 

 

0 r m  r r att eทฤษฎีบท 18. สำหรับสมการ (31) ถ้า  โดยท่ี  เป็นจำนวนเต็มท่ีมากท่ีสุดซ่ึง  สามารถหาได้จากผลเฉลยเติมเต็ม
ของสมการ (31) แล้วผลเฉลยเฉพาะของสมการ (31) จะอยู่ในรูป 

  1
0 1( ) m r at

p my t c c t c t t e     
โดยมีเงื่อนไขว่า 

1) 0 0A   
2)    2

1 1 0 0 01 2 0r m aA B a A aB C        
3)   1 0 0r i A B    

สำหรับ 0,1, ,i m   
สำหรับทฤษฎีบท 18 มีการพิสูจน์คล้ายคลึงกับทฤษฎีบท 13 และหลักการทับซ้อนสำหรับสมการไม่เอกพันธ์ุก็สามารถใช้ได้ในการ

หาผลเฉลยเฉพาะของสมการในรูป 
 1

1 0 1 0 1 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) m m p at
m m pA t A y t B t B y t C t C y t a t a t a t e

           (33)  
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ตัวอย่าง 19. จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ 

2 ( ) (2 4 ) ( ) (2 2) ( ) 3 tty t t y t t y t te       (34) 
te tte teวิธีทำ จากการตรวจสอบฟังก์ชัน  และ  จะพบว่า  สามารถหาได้จากผลเฉลยเติมเต็มของสมการ (34) และเนื่องจากสมการ 

 0 1( ) t
py t c c t te (34) สอดคล้องกับเงื่อนไขของทฤษฎีบท 18 จึงได้ว่าสมการ (34) จะมีผลเฉลยเฉพาะอยู่ในรูป  และเมื่อแทน 

( )py t 0 0c  1

3

8
c  23( )

8
t

py t t e ลงในสมการ (34) จะได้ว่า  และ  ดังนั้น  เป็นผลเฉลยเฉพาะของสมการ (34)  
 

บทสรุป 
nในบทความนี้ ได้นำเสนอสมการออยเลอร์-โคชีไม่เอกพันธ์ุอันดับสอง สมการออยเลอร์-โคชีไม่เอกพันธ์ุอันดับ  และสมการ

เชิงอนุพันธ์สามัญไม่เอกพันธ์ุอันดับสองท่ีมีสัมประสิทธ์ิเป็นตัวแปรท่ีนอกเหนือไปจากสมการออยเลอร์-โคชี โดยท้ังสามรูปแบบนี้
สามารถใช้วิธีการเทียบสัมประสิทธ์ิในการหาผลเฉลยเฉพาะได้ ซ่ึงถือได้ว่ารวดเร็วและมีกรรมวิธีท่ีน้อยกว่าวิธีการแปรผันตัวแปร 
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