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บทคัดยอ 

ผูวิจัยนิยามผลคูณบอคซสําหรับเมทริกซเหนือกึ่งริงสลับที่ใด ๆ ซึ่งครอบคลุมแนวคิดของผลคูณเมทริกซแบบปรกติและผลคูณ

ฮาดามารด ผลคูณบอคซดังกลาวมีสมบัติการเปลี่ยนกลุม การมีเอกลักษณ สมบัติการแจกแจงเหนือการบวก และมีสภาพเขากันไดกับ

การคูณดวยสเกลารและการสลับเปลี่ยนของเมทริกซ  ผูวจิัยพิจารณาความสัมพันธระหวางผลคูณบอคซกับตัวดําเนินการเวกเตอรแบบ

บล็อก   ยิ่งกวานั้นสามารถแปลงผลคูณบอคซใหอยูในรูปผลคูณแบบปรกติไดโดยใชการแปลงจอหนสัน-ไนเลน 
 

ABSTRACT 

We define the box product for matrices over an arbitrary commutative semiring, including the concepts 

of usual matrix product and Hadamard product. The box product possess the associativity, the identity, the 

distributivity over the addition, and the compatibility with the scalar multiplication and the transposition of a 

matrix. We investigate relationship between the box product and a block vector-operator. Moreover, we can 

transform the box product into the usual product via Johnson-Nylen transformation. 
 

คําสําคัญ: เมทริกซเหนือก่ึงริงสลับที่  ผลคูณบอคซ  ตัวดําเนินการเวกเตอรแบบบล็อก  การแปลงจอหนสัน-ไนเลน 

Keywords: Matrices over a commutative semiring, box product, block vector-operator, 

                Johnson-Nylen transformation 
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บทนํา 

 ในการคํานวณทางวทิยาศาสตรและสารสนเทศ พิจารณาเมทริกซที่เปนอาเรยสองมิติซึ่งใชในการเก็บขอมูล การประมวลผล

ขอมูลสามารถทําไดโดยใชการดําเนินการตาง ๆ สําหรับเมทริกซ โดยเฉพาะอยางยิ่งการคูณ เชน การคูณแบบปรกติ ผลคูณโครเนคเคอร 

(Kronecker product) ผลคูณฮาดามารด (Hadamard product) เปนตน ศึกษาเพ่ิมเติมไดจาก (Styan, 1973; Horn and Johnson, 

1991) แนวคิดของการคูณเมทริกซแบบปรกติไดถูกขยายไปเปนผลคูณบอคซ (box product) ในงานวิจัย (Johnson and Nylen, 

1991) ดังนี ้ให A  และ B  เปนเมทริกซจริงท่ีมีขนาด mp nr  และmq nr  ตามลําดับ ซึ่งมีรูปแบบการแบงบล็อกแบบเดียวกัน  

โดย A  มีแตละเมทริกซยอยเปน ijA  ขนาด p q  และ B  มีแตละเมทริกซยอย ijB  ขนาด q r  ผลคูณบอคซของ A  และ B  

นิยามเปนเมทริกซท่ีมีบล็อกยอยท่ี ( , )i j  เปน ij ijA B  ในกรณีเฉพาะที่ 1m n    และเมทริกซ A  และ B  มีเพียงบล็อกเดียว 

จะไดวาผลคูณบอคซจะกลายเปนผลคูณเมทริกซแบบปรกติ สวนในกรณี 1p q r    จะไดวาผลคูณบอคซลดรูปเปนผลคูณ 

ฮาดามารด 

แนวคิดของเมทริกซท่ีสมาชิกเปนจํานวนจริงไดถูกขยายไปสูเมทริกซท่ีมีสมาชิกมาจากโครงสรางเชิงพีชคณิตอ่ืน เชน ก่ึงริง 

(semiring) หรือกึ่งริงสลับท่ี (commutative semiring) มีงานวิจัยมากมายที่เก่ียวของกับเมทริกซเหนือโครงสรางดังกลาว เชน  

เมทริกซผกผัน (Reutenauer and Straubing, 1984; Zhao and Wang, 2010) ความเปนอิสระเชิงเสน (Cechlárova and Plávka, 

1996) ตัวกําหนด (Poplin and Hartwig, 2004) ปริภูมิก่ึงเชิงเสน (semilinear space) (Cuninghame-Green and Butkovič, 

2004;  Zhao and Wang, 2011) และผลคูณโครเนคเคอร (Kronecker product) (Stangam and Chansangiam, 2016) แนวคิด

ของเมทริกซเหนือโครงสรางดังกลาวถูกนํามาใชในหลายสาขา เชน สารสนเทศ ระบบวิภัชนัย (fuzzy system) การหาคาเหมาะที่สุด 

การวิจัยดําเนินงาน ทฤษฎีเครือขาย ดูตัวอยางการประยุกตในงานวิจัย (Cechlárova and Plávka, 1996; Di Nola et al., 2007; 

Brouwer, 2009) 

 ในบทความวิจัยนี้ ผูวิจัยใหบทนิยามของผลคูณบอคซของเมทริกซเหนือก่ึงริงสลับที่ใด ๆ ซึ่งครอบคลุมผลคูณ เมทริกซแบบ

ปรกติและผลคูณฮาดามารด รวมทั้งพิจารณาสมบัติพื้นฐานที่สําคัญของผลคูณบอคซซึ่งเกี่ยวกับการดําเนินการเชิงพีชคณิตและ 

ตัวดําเนินการเวกเตอรแบบบล็อก ผูวิจัยแสดงใหเห็นวาผลคูณบอคซมีสมบัติการเปลี่ยนกลุม มีเอกลักษณ สมบัติการแจกแจงเหนือการ

บวกทั้งทางซายและทางขวา และมสีภาพเขากันไดกับการคูณดวยสเกลารและการสลับเปลี่ยนของ เมทริกซ นอกจากนี้สามารถแปลงผล

คูณบอคซใหอยูในรูปผลคูณเมทริกซแบบปรกติไดโดยใชการแปลงจอหนสัน-ไนเลน 

ในหัวขอถัดไปจะกลาวถึงความรูพื้นฐานเกี่ยวกับเมทริกซเหนือกึ่งริงสลับท่ี หัวขอที่สามจะเปนการนิยามผลคูณบอคซและ

พิจารณาความสัมพันธระหวางผลคูณบอคซกับการดําเนินการพื้นฐานเชิงพีชคณิตของเมทริกซ หัวขอท่ีสี่จะกลาวถึงความสัมพันธ

ระหวางผลคูณบอคซกับตัวดําเนินการเวกเตอรแบบบล็อก  และหัวขอสุดทายจะกลาวถึงการแปลงผลคูณบอคซใหอยูในรูปผลคูณแบบ

ปรกติ 
 

ความรูพื้นฐานเกี่ยวกับเมทริกซเหนือก่ึงริงสลับที่ 

งานวิจัย (Zimmermann, 1981) และตํารา (Golan, 1999) ไดใหบทนิยามของก่ึงริงสลับที่ไวดังน้ี 

บทนิยามที่ 1 กึ่งริงสลับที่เปนโครงสรางทางคณิตศาสตรท่ีประกอบดวยเซต L กับการดําเนินการทวิภาคสองอยางบน L ซึ่งจะเรียกวา

การบวก ( ) และการคูณ ( ) ตามลําดับ ซึ่งสอดคลองกับสมบัติตอไปนี ้

 1. ( , )L   เปนโมนอยดสลับที ่โดยแทนเอกลักษณการบวกดวย 0    

 2. ( , )L   เปนโมนอยดสลับที ่โดยแทนเอกลักษณการคูณดวย 1  

 3. การคูณสามารถแจกแจงเหนือการบวกทั้งทางซายและทางขวา 

 4. 0 0 0r r   สําหรับทุก r L    

 5. 0 1   
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ตัวอยางที ่1  จากบทนิยามเห็นไดชัดวาฟลดใด ๆ เปนก่ึงริงสลับที่ ตัวอยางของก่ึงริงสลับที่ซึ่งไมใชฟลดมีดังนี ้

1. ชวงปด [0,1]  เปนก่ึงริงสลับที่ภายใตการดําเนินการ  max ,a b a b  และ  min ,a b a b  สําหรับทุก 

,  [0, 1]a b  ซึ่งมจีํานวนจริง 0  เปนเอกลักษณการบวกและ 1 เปนเอกลักษณการคูณ โครงสรางนีเ้รียกวาพีชคณิตวิภัชนัย (fuzzy 

algebra) ดไูดจากงานวิจัย (Kim and Roush, 1980) 

2. { }   เปนก่ึงริงสลับทีภ่ายใตการดําเนินการ 

max{ , } ; ,

;

a b a b
a b

a b


      


   

; ,

;

a b a b
a b

a b

 
     


   

โครงสรางนี้เรียกวาพีชคณิตคาสูงสุด-บวก (max-plus algebra) ดูไดจากงานวิจัย (Baccelli et al., 1992; Butkovič, 2003; 

Cuninghame-Green and Butkovič, 2004) 

3. {0}   เปนก่ึงริงสลับทีภ่ายใตการดําเนินการ 

0 ; 0

gcd( , ) ;

a b
a b

a b

 
  


      

 

 

lcm( , ) ; ,

0 ;

a b a b
a b


 



  

4. ให n    โดยท่ี 1n   จะไดวา ( , , , 0, 1)n    เปนก่ึงริงสลับที่ 
 

ตัวอยางที่ 2  ให L  เปนเซตยอยของ   ซึ่งมีสมบัติปดภายใตการหา ห.ร.ม.และ ค.ร.น. โดยมีสมาชิก x  และ y  ซึ่งมีสมบัติวา 

x a  และ a y สําหรับทุก a L  จะไดวา L  เปนก่ึงริงสลับที่ภายใตการดําเนินการ 

lcm( , ),a b a b      gcd ( , ) , ,a b a b a b L   

โดยมี x  เปนเอกลักษณการบวก และมี y  เปนเอกลักษณการคูณ  
 

ตัวอยางที่ 3  ให X    และ ( )P X  คือ เซตกําลัง (power set) ของเซต X  สําหรับแตละ ,   ( )A B P X  นิยาม 

A B A B    และ A B A B   จะไดวา  ( ,  , , , ) P X X   เปนก่ึงริงสลับที่ 
 

ตัวอยางที่ 4  พีชคณิต MV (MV-algebra) เปนโครงสรางทางคณิตศาสตรที่ประกอบดวยเซต L ที่มีสมาชิกอยางนอยสองสมาชิกที่

ตางกันซึ่งจะแทนดวย 0 และ 1 กับการดําเนินการทวิภาค    และ   บน L   การดําเนินการเอกภาค    บน L   ซึ่งสอดคลองกับ

สมบัติตอไปนี้สําหรับทุก , ,x y z L    

(1) ( ) ( )x y z x y z          (2) x y y x          

(3) 0x x        (4) ( )x x       

(5) 1 1x       (6) 0 1      

(7) ( )x y x y       (8) ( ) ( )x y y y x x           

สําหรับแตละ ,x y L  นิยาม ( )x y x y y     และ ( )x y x y y     จะไดวา ( , , , 0,1)L    และ( , , , 0,1)L    

เปนกึ่งริงสลับที ่สามารถศึกษาเพิ่มเติมไดจากงานวิจัย (Chang, 1958) 

 กําหนดให L  เปนก่ึงริงสลับที่ สําหรับแตละ ,m n  ให 
, ( )m nM L  เปนเซตของเมทริกซขนาด m n  ซึ่งมีสมาชิกแต

ละตําแหนงมาจาก L  ถา , ( )m nA M L   เขียนแทนสมาชิกตําแหนงที่ ( , )i j  ของ A ดวย ija  สําหรับแตละ 1,2,3, ,i m   

และ 1, 2,3, ,j n   ในกรณีนี้เขียนแทนดวย ,[ ]ij m nA a  หรือ [ ]ijA a  ในกรณีท่ี m n  จะเขียนแทน 
, ( )n nM L  ดวย 

( )nM L     

หรือ 

หรอื 

กรณีอ่ืน 

กรณีอ่ืน 

หรือ 
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นิยามการบวกเมทริกซ การคูณเมทริกซดวยสเกลารที่มาจากกึ่งริงสลับท่ี การคูณเมทริกซแบบปรกติ การสลับเปลี่ยน และ

รอยเมทริกซ ในทํานองเดียวกับการดําเนินการดังกลาวสําหรับเมทริกซจริง การดําเนินการเชิงพีชคณิตขางตนมีสมบัติเชนเดียวกับเมท

ริกซจริง ยกเวนสมบัติท่ีเกี่ยวของกับตัวผกผันและการตัดออก ดูไดจากงานวิจัย (Zhao and Wang, 2010; Stangam and 

Chansangiam, 2016) 

บทนิยามที่ 2 สําหรับแตละ , ( )ij m nA a M L      และ 
, ( )p qB M L  ผลคูณโครเนคเคอรของ AและB  นิยามโดย  

ijA B a B    

11 12 1

21 22 2
,

1 2

( )

n

n
mp nq

m m mn

a B a B a B

a B a B a B
M L

a B a B a B

 
 
  
 
 
 




   


 

 

บทตั้งที่ 1 (Stangam and Chansangiam, 2016) ให AและB  เปนเมทริกซเหนือกึ่งริงสลับที่ จะไดวาบล็อกที่ ( , )i j ของ A B  

กําหนดโดย ijA B  เมื่อ 
ijA  แทนบล็อกที่ ( , )i j  ของ A    

บทนิยามท่ี 3 สําหรับแตละ ,[ ] ( )ij m nA a M L   และ ,[ ] ( )ij m nB b M L   ผลคูณฮาดามารดของ Aและ B  นิยามโดย 

,[ ] ( )ij ij m nA B a b M L     
 

ผลคูณบอคซของเมทริกซเหนือก่ึงริงสลับทีก่ับการดําเนินการพื้นฐานเชิงพีชคณิต 

 แนวคิดของผลคูณบอคซสําหรับเมทริกซจริงสามารถขยายไปสูเมทริกซเหนือก่ึงริงสลับที่ใด ๆ ไดดังนี ้

บทนิยามที่ 4 ให ,[ ] ( )ij mp nqA A M L  และ 
,[ ] ( )ij mq nrB B M L   เปนเมทริกซทีม่ีรูปแบบการแบงบล็อกเดียวกัน  โดยแตละ

เมทริกซยอย
ijA  มีขนาด p q และ เมทริกซยอย 

ijB  มีขนาด q r  นิยามผลคูณบอคซของ AและB  ดังน้ี  

,[ ] ( )ij ij mp nrA B A B M L  
 

ขอสังเกต ในกรณีเฉพาะท่ี 1m n   และเมทริกซ Aและ B มีเพียงบล็อกเดียว จะไดวา A B AB   สวนในกรณี 

1p q r    นั่นคือแตละบล็อกมีขนาด 1 1  จะได A B A B     

 ในกรณีท่ัวไปผลคูณบอคซไมมีสมบัติการสลบัท่ี ทฤษฎีบทตอไปนี้แสดงถึงสมบัติเชิงพีชคณิตพ้ืนฐานของผลคูณบอคซ กลาวคือ 

ผลคูณบอคซมีสมบัติการกระจายทางขวาและทางซายเหนือการบวก การเปลี่ยนกลุม มีเอกลักษณ และมีสภาพเขากันไดกับการคูณ

ดวยสเกลารและการสลับเปลี่ยน 
 

ทฤษฎีบทที่ 1 ให ,A B  และC  เปนเมทริกซเหนือก่ึงริงสลับที่ L  ซึ่งมีขนาดที่ทําใหการดําเนินการตาง ๆ ในแตละขอตอไปนี้มี

ความหมายและให k L จะไดวา 

 1. ( ) ( ) ( )A B C A B A C       

 2. ( ) ( ) ( )B C A B A C A       

 3. ( ) ( ) ( )kA B A kB k A B      

 4. ( ) ( )A B C A B C      

 5. ( )T T TA B B A     

6. A J A J A    เมื่อ A และ J  เปนเมทริกซท่ีมีรูปแบบการแบงบล็อกเชนเดียวกัน โดยมีแตละบล็อกเปน

เมทริกซจัตุรัส และแตละบล็อกของ J เปนเมทริกซเอกลักษณ 
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บทพสิูจน ให [ ], [ ]ij ijA A B B  และ [ ]ijC C  จะไดวา [ ], [ ]ij ijkA kA kB kB   และ [ ]ij ijB C B C    ดังนั้น 

 1. ( ) [ ( )]ij ij ijA B C A B C     [ ]ij ij ij ijA B A C   [ ] [ ]ij ij ij ijA B A C   ( ) ( )A B A C     

 2. ( ) [( ) ]ij ij ijB C A B C A     [ ]ij ij ij ijB A C A   [ ] [ ]ij ij ij ijB A C A   ( ) ( )B A C A     

 3. ( ) [( ) ]ij ijkA B kA B   [ ( )]ij ijk A B  [ ]ij ijk A B  ( )k A B    

              ( ) [ ( )]ij ijA kB A kB   [( ) ]ij ijkA B  [ ( )]ij ijk A B  [ ]ij ijk A B  ( )k A B   

 4.  ( ) [ ] [ ]ij ij ijA B C A B C     [ ( )]ij ij ijA B C  [( ) ]ij ij ijA B C  [ ] [ ]ij ij ijA B C    

               ( )A B C    

5. ( ) [ ]T T
ij ij ijA B A B   [( ) ]T

ji ji ijA B  [( )]T T
ji ji ijB A  [ ] [ ]T T

ji ij ji ijB A   T TB A   
 6. เห็นไดชัด 
บทตั้งที่ 2 ให , ( )m nA M L  และ , ( )n mB M L  จะไดวา tr( ) tr( )AB BA  

บทพสิูจน 

 

1j j1 2j j2 3j j3 mj jm
j 1 j 1 j 1 j 1

1j j1 2j j2 3j j3 mj jm
j 1

ij ji ji ij
1 j 1 1 j 1

j1 1j j2 2j j3 3j jm mj
j 1

j1 1j j2 2
j 1

tr( )

( )

( )

n n n n

n

m n m n

i i

n

n

AB a b a b a b a b

a b a b a b a b

a b b a

b a b a b a b a

b a b a

   



   





    

    

   
    

   

    

 

   



   



 j j3 3j jm mj
j 1 j 1 j 1

tr( )

n n n

b a b a

BA

  

  



  

 

ทฤษฎีบทที่ 2 ให , ( )mp nqA M L  และ , ( )mq nrB M L โดย A B  และ B A เปนเมทริกซจัตุรัส จะไดวา 

tr( ) tr( )A B B A    

บทพสิูจน โดยการพิจารณาบล็อกของเมทริกซ สมบัติของรอยเมทริกซและบทตั้งท่ี 2 จะไดวา 

               11 11 22 22tr( ) tr( )mn mnA B A B A B A B     

                  11 11 22 22tr( ) tr( ) tr( )mn mnA B A B A B    

                  11 11 22 22tr( ) tr( ) tr( )mn mnB A B A B A    

                  11 11 22 22tr( )mn mnB A B A B A    

                  tr( )B A   

 ทฤษฎีบทตอไปนี้กลาวถึงความสัมพันธระหวางผลคูณบอคซ ผลคูณโครเนคเคอร และผลคูณฮาดามารด 
 

ทฤษฎีบทที่ 3 ให , ,, ( ) , ( )m n p qA B M L C M L  และ , ( )q rD M L  จะได 

( ) ( ) ( ) ( )A C B D A B CD      

บทพสิูจน โดยบทนิยามของผลคูณโครเนคเคอร จะไดวา [ ]ij ijA C a C   และ [ ]ij ijB D b D    

ดังนั้น ( ) ( ) [ ] [ ]ij ij ij ijA C B D a C b D     [( )( )]ij ij ija C b D
 

                                        
[( )( )]ij ij ija b C D

 
( ) ( )A B CD   
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บทนิยามที่ 5 ให 
,[ ] ( )ij mq nqA A M L   โดยแตละเมทริกซยอย

ijA  มีขนาด q q  และ k    ผูวิจัยนิยาม 
1A A   และ ( 1)k kA A A     

สามารถแสดงไดโดยงายวา ( )r s r sA A A     และ ( )( )r s rsA A   สําหรับทุกจํานวนนับ r  และ s  โดยใชหลักการอุปนัยเชิง

คณิตศาสตร 
 

ความสัมพันธระหวางผลคูณบอคซกบัตวัดําเนินการเวกเตอรแบบบล็อก 

บทนิยามที่ 6 สําหรับแตละ , ( )m nA M L  นิยาม 

1

2( ) mn

n

A

A
vec A L

A

 
 
  
 
 
 


 เมื่อ kA  คือ แนวตั้งที่ k  ของ A  สําหรับแตละ 

1,2,...,k n  

 

บทตั้งที่ 3 (Stangam and Chansangiam, 2016)  ให , ,( ) , ( )m n n pA M L B M L   และ 
, ( )p qC M L จะไดวา 

( ) ( ) ( )Tvec ABC C A vec B   
 

บทนิยามที่ 7 สําหรับแตละ 1,2,3,...,i k   ให , ( )i m nA M L  นิยาม 

1

2

1

0 0

0 0

0 0

k

i
i

k

A

A
A

A



 
 
  
 
 
 




   


 
ตัวดําเนินการเวกเตอรแบบบล็อกสําหรับเมทริกซจริงไดถูกนําเสนอในงานวิจัย (Koning, et al., 1991) ในบทความนี้จะ

พิจารณาตัวดําเนินการดังกลาวสําหรับเมทริกซเหนอืกึ่งริงสลับที่ใด ๆ 
 

บทนิยามที่ 8  ให , ( )m nA M L  โดย A  อยูในรูปแบบบล็อกดังนี้  

11 12 1

21 22 2

1 2

s

s

r r rs

A A A

A A A
A

A A A

 
 
 
 
 
 




   


 

ผูวิจัยนิยามตัวดําเนินการเวกเตอรแบบบล็อกดังน้ี 

11 1 12 2 1( ) [ ]Tc r r s rsvecb A vec A vec A vec A vec A vec A vec A      
 

ทฤษฎบีทท่ี 4  ,: mn
c m nvecb M L L  เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งแบบทั่วถึง สําหรับทุก ,, ( )m nA B M L  และ k L  จะได

วา ( ) ( ) ( )c c cvecb A B vecb A vecb B    และ ( ) ( )c cvecb kA k vecb A  

บทพสิูจน เห็นไดชัดจากบทนิยาม 
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ทฤษฎีบทที่ 5 ให ,[ ] (L)ij mp nqA A M   และ ,[ ] (L)ij mq nrB B M   โดยแตละเมทริกซยอย ijA  มีขนาด p q  และ 

เมทริกซยอย ijB  มีขนาด q r   จะได 

1 1
( ) ( )

n m
T

c ij p c
j i

vecb A B B I vecb A
 

     
 

 

บทพสิูจน 

ให  

11 12 1

21 22 2
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 
 
 
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 
 
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และ 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

B B B

B B B
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B B B

 
 
 
 
 
 
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

   


 จะได 

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m m m mn mn

A B A B A B

A B A B A B
A B

A B A B A B

 
 
  
 
 
 




   


 

โดยการใชบทนิยามที่ 7 บทตั้งท่ี 3 สมบัติของการคูณแบบบล็อก บทตั้งที่ 1 และบทนิยามที่ 7 ตามลําดับ จะได  

11 11
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T
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j i
B I vecb A

 

     
 

 

ทฤษฏีบทที่ 6 ให ,[ ] ( )ij mp nqA A M L  , ,[ ] ( )ij mq nrB B M L  และ ,[ ] ( )ij mr nsC C M L   โดยแตละเมทริกซยอย 

ijA  มีขนาด p q  เมทริกซยอย ijB  มีขนาด q r  และเมทริกซยอย ijC  มีขนาด r s  จะได 

   
 

1 1
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n m
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c ij ij c
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การแปลงผลคูณบอคซเปนผลคูณแบบปรกตโิดยใชการแปลงจอหนสัน-ไนเลน 

 หัวขอนี้นําเสนอการแปลงเชิงเสนที่เกี่ยวกับเมทริกซซึ่งคิดคนโดย C.R. Johnson และ P. Nylen (Johnson and Nylen, 

1991) ผูวิจัยจะนําการแปลงดงักลาวไปใชในการแปลงผลคูณบ็อคซไปสูผลคูณเมทริกซแบบปรกต ิ

บทนิยามที่ 9 นิยามฟงกชัน , ,: ( ) ( )mp nq mp mnqF M L M L  โดย  1 2( ) ( ) ( ) ( )nF A D A D A D A   

เมื่อ ( )iD A  คือเมทริกซในรูปแบบบล็อกทแยงมุมของบล็อกแนวตั้งที ่ i  ของ A  

นิยามฟงกชัน , ,: ( ) ( )mq nr mnq nrG M L M L  โดย 1 2( ) nG A A A A     เมื่อ i jA A  คือ ผลบวกตรง 

(direct sum) ของบล็อกแนวตั้งที่ i  และ j  ของ A ตามลําดับ 

ตัวอยางที ่5 ให 
   
   
1 2 3 4

5 6 7 8
A

 
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 จะไดวา 
1 2 0 0 3 4 0 0
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F A
 
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 และ 

1 2 0 0

5 6 0 0
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0 0 3 4

0 0 7 8

G A

 
 
 
 
 
 

 

ทฤษฎีบทที่ 7 ให , ( )mp nqA M L  และ , ( )mq nrB M L  จะไดวา ( ) ( )A B F A G B    

บทพสิูจน ให [ ]ijA A  และ [ ]ijB B   โดย AและB  มแีนวตั้งท่ี i  เปน iA  และ iB  ตามลําดับ จะไดวา 

 1 2( ) ( ) ( ) ( )nF A D A D A D A   และ 1 2( ) nG B B B B     ดังน้ัน   
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