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บทคัดย่อ 
ในงานวิจัยนี้ ได้เปรียบเทียบประสิทธิภาพและความแม่นย าของวิธีผลต่างจ ากัดและวิธีสมาชิกจ ากัด

ส าหรับแบบจ าลองแม็กนีโตเทลลูริกในสองมิติ วิธีผลต่างจ ากัด 5 จุดและวิธีสมาชิกจ ากัดรูปสามเหลี่ยมและรูป
สี่เหลี่ยมได้ถูกน ามาใช้และโปรแกรมคอมพิวเตอร์ของวิธีเหล่านี้ได้ถูกพัฒนาขึ้น ในการแสดงการเปรียบเทียบของวิธี
เหล่านี้ แบบจ าลองกึ่งปริภูมิและ COMMEMI2D-1 ได้ถูกน ามาใช้เป็นตัวอย่าง ประสิทธิภาพในแง่ของเวลาที่ใช้ใน
การค านวณและความแม่นย าในแง่ของความคลาดเคลื่อนเชิงตัวเลขของวิธีเหล่านี้ได้ถูกน าเสนอและศึกษา ผลการ
ทดลองที่หามาได้บ่งบอกว่า วิธีผลต่างจ ากัดใช้เวลาในการท างานให้ส าเร็จน้อยที่สุด ในขณะที่วิธีสมาชิกจ ากัดรูป
สี่เหลี่ยมใช้เวลานานที่สุด อย่างไรก็ตาม ผลเฉลยโดยประมาณและความคลาดเคลื่อนท่ีหามาได้จากทั้งสามวิธีมีค่า
ใกล้เคียงกันเมื่อแบบจ าลองที่น ามาใช้ไม่ได้มีความซับซ้อนมาก 

 

ABSTRACT 
In this research, we compare the efficiency and accuracy of the finite difference and 

finite element methods for two-dimensional magnetotelluricmodelling. The five-points finite 
difference method and finite element with triangular and quadrilateral meshes are derived and 
their computer codes are developed. To present the comparison of these methods, the half-
space and COMMEMI2D-1model are used as the examples. The efficiency in term of CPU time 
and accuracy in term of numerical errors of three methods are presented and investigated. The 
obtained results indicate that the finite difference method takes the shortest CPU times to 
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complete the task whereas the finite element method with quadrilateral mesh takes the longest 
CPU times. However, theapproximated solutions and their errorsobtaining by three methods are 
closed when the tested models are not too complicated. 
 

ค าส าคัญ: แบบจ าลองแม็กนีโตเทลลูริกในสองมิติ  ระเบียบวิธีผลต่างจ ากัด  ระเบียบวิธีสมาชิกจ ากัด 
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บทน า 
วิธีแม็กนีโตเทลลูริก (Magnetotelluric method) เป็นวิธีส ารวจทางธรณีฟิสิกส์วิธีหนึ่งที่อาศัยคลื่น

แม่เหล็กไฟฟ้าที่มีอยู่ตามธรรมชาติช่วยในการส ารวจโครงสร้างสภาพต้านทานไฟฟ้าของโลก วิธีการส ารวจนี้
สามารถประยุกต์ใช้ในการส ารวจหารอยเลื่อน แหล่งแร่ น้ ามัน พลังงานใต้พื้นพิภพ เป็นต้น แบบจ าลองแม็กนีโต
เทลลูริก (Magnetotelluric modelling) เป็นแบบจ าลองที่อธิบายปรากฏการณ์ของคลื่นแมเ่หลก็ไฟฟ้าท่ีเกิดขึ้นใน
ช้ันบรรยากาศและเคลื่อนที่ตกกระทบมายังพื้นโลกและทะลุลงไปในพื้นโลก ซึ่งปรากฏการณ์นี้สามารถอธิบายได้
ด้วยสมการของแม็กซ์เวลล์ (Maxwell’s equations) ที่ลดรูปด้วยข้อสมมุติฐานบางประการ ผลเฉลยของสมการที่
ลดรูปดังกล่าวนี้สามารถน าไปหาค่าสภาพความต้านทานไฟฟ้าจ าเพาะปรากฏและค่าเฟสซึ่งใช้ศึกษาและหา
ความสัมพันธ์กับค่าสภาพความต้านทานไฟฟ้าของโลกในอุดมคติได้ ในการหาผลเฉลยของสมการดังกล่าว วิธีเชิง
ตัวเลข เช่น วิธีผลต่างจ ากัด วิธีสมาชิกจ ากัด ได้ถูกน ามาประยุกต์ใช้ในการประมาณค่าผลเฉลยอย่างกว้างขวาง
ตั้งแต่อดีตจนถึงปัจจุบัน 

วิธีผลต่างจ ากัดเป็นวิธีเชิงตัวเลขวิธีหนึ่งที่ถูกน ามาใช้ในการประมาณค่าผลเฉลยของแบบจ าลองแม็กนีโต
เทลลูริก (Prabhakar and Ashok, 2006) วิธีนี้จะใช้เวลาในการค านวณรวดเร็วและแม่นย าเมื่อแบบจ าลองมีความ
ซับซ้อนไม่มาก แต่ถ้าหากแบบจ าลองมีความซับซ้อนมากๆ ความแม่นย าของผลเฉลยที่ได้จะลดลงเพราะการแบ่ง
โดเมนออกเป็นโดเมนย่อยของวิธีนี้จะก าหนดให้เป็นรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( rectangular mesh) ท าให้ลักษณะ
แบบจ าลองที่ซับซ้อนไม่สามารถคงรูปได้อย่างมีประสิทธิภาพได้ 

วิธีสมาชิกจ ากัดเป็นวิธีเชิงตัวเลขอีกวิธีหนึ่งที่ถูกน ามาใช้ในการประมาณค่าผลเฉลยของแบบจ าลองแม็กนี
โตเทลลูริก (Wannamaker et al., 1986; Key and Weiss, 2006; Franke et al., 2007; Lee et al., 2009) วิธี
นี้จะใช้เวลาในการค านวณมากกว่าวิธีผลต่างจ ากัดแต่จะให้ผลเฉลยที่มีความแม่นย าเมื่อแบบจ าลองมีลักษณะอย่าง
ง่ายและมีความซับซ้อนมากๆ เพราะการแบ่งโดเมนเพื่อประมาณค่าผลเฉลยของแบบจ าลองมีความหลากหลายและ
ยืดหยุ่นมากกว่า ประเภทของการแบ่งโดเมนมีหลายวิธีและรูปแบบมีความหลากหลาย เช่นการแบ่งโดเมนแบบที่มี
ระเบียบ (structured mesh) และไร้ระเบียบ (unstructured mesh) ลักษณะของโดเมนย่อยสามารถมีรูปร่าง
เป็นรูปสามเหลี่ยมใดๆ (Key and Weiss, 2006; Franke et al., 2007) หรือสี่เหลี่ยมใดๆ (Lee et al., 2009) ได้ 
ด้วยเหตุนี้จึงเป็นสิ่งที่น่าสนใจที่เราจะท าการศึกษาเชิงเปรียบเทียบประสิทธิภาพและความแม่นย าของวิธีเชิงตัวเลข
ทั้งสองวิธีนี้กับแบบจ าลองแม็กนีโตเทลลูริกในสองมิติ 
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ในงานวิจัยนี้ เราจะใช้วิธีผลต่างจ ากัดและวิธีสมาชิกจ ากัดประมาณค่าผลเฉลยของแบบจ าลองแม็กนีโต

เทลลูริกในสองมิติในสมการที่ (9) และ (10) โดยวิธีผลต่างจ ากัดจะใช้ลักษณะการแบ่งโดเมนออกเป็นสี่เหลี่ยมมุม
ฉาก ในขณะที่วิธีสมาชิกจ ากัดจะแบ่งโดเมนออกเป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉากและรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก วิธีเชิงตัวเลขทั้ง
สามวิธีนี้จะถูกพัฒนาภายใต้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ MATLAB จากนั้นจะท าการเปรียบเทียบประสทิธิภาพและความ
แม่นย าของทั้งสามวิธีนี้กับแบบจ าลองอย่างง่ายและแบบจ าลองทดสอบที่ได้น าเสนอในงานวิจัยก่อนหน้านี้ ใน
ตอนท้าย จะเป็นการอภิปรายและสรุปผลการทดลองเชิงเปรียบเทียบที่ได้จากวิธีเชิงตัวเลขท้ังสามวิธีนี้ 
 

วิธีการด าเนินการวิจัย 
แบบจ าลองแม็กนีโตเทลลูริกเป็นแบบจ าลองที่อธิบายปรากฏการณ์ของการเหนี่ยวน าของคลื่น

แม่เหล็กไฟฟ้า (Electromagnetic wave) ที่ เกิดขึ้นตามธรรมชาติในช้ันบรรยากาศและพื้นผิวโลกส าหรับ
ปรากฏการณ์ที่เกิดขึ้น คลื่นแม่เหล็กไฟฟ้าจะมีลักษณะเป็นคลื่นในระนาบและมีการแพร่กระจายแบบฮาร์โมนิกข้ึน
อยู่กับ 𝑒−𝑖𝜔𝑡 เมื่อ 𝑡 คือเวลา 𝑖 คือจ านวนเชิงซ้อน และ  𝜔 คือความถี่เชิงมุมโดยที่ 𝜔 = 2𝜋/𝑇 เมื่อ 𝑇 เป็น
คาบของคลื่นแม่เหล็กไฟฟ้า สมการในรูปทั่วไปของแบบจ าลองแม็กนีโตเทลลูริกเป็นดังต่อไปนี้ 

 ∇ × 𝑬 = 𝑖𝜔𝜇𝑯      (1) 
 ∇ × 𝑯 = 𝜎𝑬       (2) 

เมื่อ 𝑬 และ 𝑯 คือเวกเตอร์ของสนามไฟฟ้า (V/m) และสนามแม่เหล็ก (A/m) ตามล าดับ 𝜎 คือความ

น าไฟฟ้า (S/m) ซึ่งเป็นส่วนกลับของสภาพต้านทานไฟฟ้า 𝜌 (ohm-m) และ 𝜇 คือสภาพการซึมผ่านได้ของ

แม่เหล็ก  (𝜇 = 𝜇0 = 4𝜋 × 10−7 (
𝑉𝑠

𝐴𝑚
)) พิจารณาแบบจ าลองแม็กนีโตเทลลูริกในสองมิติ ถ้าก าหนดให้

ความน าไฟฟ้ามีความเปลี่ยนแปลงตามแนวแกน 𝑥 และแกน 𝑧 ซึ่งคือ 𝜎 = 𝜎(𝑥, 𝑧) ดังนั้นสมการที่ (1) และ (2) 
สามารถเขียนใหม่ได้เป็นดังนี้ 

 𝜕𝐻𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝐻𝑧

𝜕𝑥
= 𝜎𝐸𝑦      (3) 

 −
𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑧
= 𝑖𝜔𝜇𝐻𝑥      (4) 

 
𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑥
= 𝑖𝜔𝜇𝐻𝑧       (5) 

 −
𝜕𝐻𝑦

𝜕𝑧
= 𝜎𝐸𝑥       (6) 

 
𝜕𝐻𝑦

𝜕𝑥
= 𝜎𝐸𝑧       (7) 

 𝜕𝐸𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑥
= 𝑖𝜔𝜇𝐻𝑦      (8) 

 

สมการที่ (3) - (5) จะเป็นกลุ่มของสมการที่เรียกว่า สมการขั้วไฟฟ้า (E-polarization) ในขณะที่สมการที่ 
(6) - (8) จะเป็นกลุ่มสมการที่เรียกว่า สมการขั้วแม่เหล็ก (H-polarization) เนื่องจากสมการที่ (3)-(8) ตัวแปร 𝐸 
และ 𝐻 ยังไม่เป็นอิสระจากกันสมการเหล่านี้สามารถแปลงให้เป็นสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยอันดับสองที่ตัวแปร
ดังกล่าวอิสระจากกันได้ดังนี้ 

 −
𝜕

𝜕𝑥
(𝛼

𝜕𝜙

𝜕𝑥
) −

𝜕

𝜕𝑧
(𝛼

𝜕𝜙

𝜕𝑧
) = 𝛽𝜙    (9) 
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เมื่อสัญลักษณ์ 𝛼, 𝛽 และ 𝐺 คือสัญลักษณ์ที่แสดงถึงตัวแปรและค่าคงตัวต่างๆ ตามกลุ่มของสมการดังนี้ 
  ขั้วไฟฟ้า  𝜙 = 𝐸𝑦,      𝛼 = 1,          𝛽 = 𝑖𝜔𝜇𝜎 
  ขั้วแม่เหล็ก 𝜙 = 𝐻𝑦,      𝛼 = 1/𝜎,     𝛽 = 𝑖𝜔𝜇 
พิจารณาปัญหาค่าขอบของสมการที่  (9) จะสมมุติ ให้ โดเมนของการศึกษาแทนด้วย  Ω ⊂ 𝑅2 โดยที่ 
Ω = Ω𝑎𝑖𝑟 ∪ Ω𝑒𝑎𝑟𝑡ℎ เมื่อ Ω𝑎𝑖𝑟 คือ ส่วนของช้ันบรรยากาศ Ω𝑒𝑎𝑟𝑡ℎ คือ ส่วนที่เป็นพื้นโลกและขอบของ

การศึกษาคือ Γ = Γ𝑖𝑛𝑡 ∪ Γ𝑜𝑢𝑡 เมื่อ Γ𝑖𝑛𝑡 คือ รอยต่อระหว่างช้ันบรรยากาศกับพื้นโลกและ Γ𝑜𝑢𝑡 คือขอบ
ด้านนอกตัวอย่างโดเมนของการศึกษาแสดงดังรูปที่ 1 เง่ือนไขค่าขอบของสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยในสมการที่ (9) 
ก าหนดให้ปัญหาค่าขอบแบบเดริเชรต (Dirichlet boundary condition) ดังนี ้

 𝜙 = 𝜙0(𝑥, 𝑧)         บน    Γout     (10) 
เมื่อ 𝜙0(𝑥, 𝑧) เป็นค่าขอบท่ีหาได้จากการหาผลเฉลยของแบบจ าลองแม็กนีโตเทลลูริกในหน่ึงมิติ 

 
รูปที่ 1 องค์ประกอบของโดเมน Ω = Ω𝑎𝑖𝑟 ∪ Ω𝑒𝑎𝑟𝑡ℎ และขอบ Γ = Γ𝑖𝑛𝑡 ∪ Γ𝑜𝑢𝑡 ในสองมิติ 

 

เมื่อค่าสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กส าหรับแต่ละขั้วหาค่าได้แล้ว ค่าสภาพความต้านทานไฟฟ้าจ าเพาะ
ปรากฏ (apparent resistivity) และค่าเฟส (phase) ในบริเวณที่สนใจสามารถค านวณได้จากสมการดังต่อไปนี้ 

ขั้วไฟฟ้า  𝜌𝑥𝑦
𝑎 =

𝐸𝑥

𝐻𝑦
, 𝜓𝑥𝑦

𝑎 = tan−1 𝐸𝑥

𝐻𝑦
 

ขั้วแม่เหล็ก 𝜌𝑦𝑥
𝑎 =

𝐸𝑦

𝐻𝑥
, 𝜓𝑦𝑥

𝑎 = tan−1 𝐸𝑦

𝐻𝑥
 

วิธีผลต่างจ ากัด 
วิธีผลต่างจ ากัดเป็นวิธีเชิงตัวเลขวิธีหนึ่งที่นิยมใช้ในการประมาณค่าผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์ส าหรับ

การประยุกต์ใช้วิธีผลต่างจ ากัดกับแบบจ าลองแม็กนีโตเทลลูริกในสมการที่ (9) จะสมมุติว่าโดเมนท่ีศึกษาจะถูกแบ่ง
ออกเป็นโดเมนย่อยรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากดังรูปที่ 2 
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รูปที่ 2 การแบ่งโดเมนออกเป็นรูปสี่เหลี่ยมของวิธีผลต่างจ ากดั 

จากนั้นพิจารณาจุดต่อภายใน (𝑖, 𝑗) ใดๆ พจน์ที่เป็นอนุพันธ์ย่อยในสมการที่ (9) จะประมาณค่าได้ด้วยสมการ
ผลต่างจ ากัดสมการที่ (9) จะถูกแปลงให้เป็นสมการผลต่างเชิงเส้นดังน้ี 

𝐶1
𝑖𝑗

𝐺𝑖,𝑗−1 + 𝐶2
𝑖𝑗

𝐺𝑖−1,𝑗 + 𝐶3
𝑖𝑗

𝐺𝑖,𝑗 + 𝐶4
𝑖𝑗

𝐺𝑖+1,𝑗 + 𝐶5
𝑖𝑗

𝐺𝑖,𝑗+1 = 𝑠  (11) 

เมื่อ 𝐶1
𝑖𝑗

, 𝐶2
𝑖𝑗

, 𝐶3
𝑖𝑗

, 𝐶4
𝑖𝑗 และ 𝐶5

𝑖𝑗 คือค่าสัมประสิทธิ์ที่แสดงถึงความเช่ือมโยงกันระหว่างจุด  (𝑖, 𝑗) กับจุด
ด้ าน บ น  (𝑖, 𝑗 − 1) จุ ด ด้ าน ซ้ าย  (𝑖 − 1, 𝑗) จุ ด กล าง(𝑖, 𝑗) จุ ด ด้ าน ขวา  (𝑖 + 1, 𝑗) แล ะจุ ด ล่ า ง  
(𝑖, 𝑗 + 1) ตามล าดับ และ 𝑠 เป็นเง่ือนไขค่าขอบ เมื่อใช้กระบวนการนี้ส าหรับทุกจุดต่อภายใน จะได้ระบบ
สมการเชิงเส้นท่ีสามารถเขียนให้อยู่ในรูปเมทริกซ์ดังนี้ 

   𝐶𝜙 = 𝑠     (12) 
เมื่อ 𝐶 คือเมทริกซ์สัมประสิทธิ์ที่มี  5 แนวตั้ง (แต่ละแถวมีสัมประสิทธิ์ที่ไม่เป็นศูนย์  5 ค่า) สมมาตรและมี
สัมประสิทธ์ิในแนวทแยงมุมเป็นจ านวนเชิงซ้อน 𝜙 คือเวกเตอร์ที่ไม่ทราบค่าและ 𝑠 คือเวกเตอร์ทางด้านขวามือท่ีมี
สัมประสิทธ์ิสอดคล้องกับปัญหาค่าขอบในสมการที่ (10) 
วิธีสมาชิกจ ากัด 

วิธีสมาชิกจ ากัดเป็นวิธีเชิงตัวเลขอีกวิธีหนึ่งที่นิยมน ามาใช้ในการประมาณค่าผลเฉลยสมการเชิงอนุพันธ์ 
หลักการของวิธีนี้จะคล้ายคลึงกับวิธีผลต่างจ ากัดส าหรับการประยุกต์ใช้วิธีสมาชิกจ ากัดกับแบบจ าลองแม็กนีโตเทล
ลูริกในสมการที่ (9) จะสมมุติว่าโดเมนที่ศึกษาจะถูกแบ่งออกเป็นโดเมนย่อย ถ้าแบ่งโดเมนออกเป็นรูปสามเหลี่ยม
จะได้ดังรูปที่ 3 แต่ถ้าแบ่งโดเมนออกเป็นรูปสี่เหลี่ยมจะได้ดังรูปที่ 4 

 
รูปที่ 3 การแบ่งโดเมนออกเป็นรูปสามเหลี่ยมมมุฉากของวิธีสมาชิกจ ากัด 
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รูปที่ 4 การแบ่งโดเมนออกเป็นรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากของวิธีสมาชิกจ ากดั 

พิจารณาจุดต่อ (𝑖, 𝑗) สร้างระบบสมการของโดเมนย่อย 4 รูปที่ล้อมรอบจุดนี้ถ้าโดเมนย่อยเป็นรูป
สี่เหลี่ยมมุมฉากแต่ถ้าโดเมนย่อยเป็นรูปสามเหลี่ยมจะใช้โดเมนย่อย 6 รูป สร้างสมการผลต่างด้วยการแต่งเติม
ระบบสมการทั้ง 4 หรือ 6 สมการ จะได้เป็นดังนี้ 

𝐾1
𝑖𝑗

𝐺𝑖−1,𝑗−1 + 𝐾2
𝑖𝑗

𝐺𝑖,𝑗−1 + 𝐾3
𝑖𝑗

𝐺𝑖+1,𝑗−1 + 𝐾4
𝑖𝑗

𝐺𝑖−1,𝑗 + 𝐾5
𝑖𝑗

𝐺𝑖,𝑗 
+𝐾6

𝑖𝑗
𝐺𝑖+1,𝑗 + 𝐾7

𝑖𝑗
𝐺𝑖−1,𝑗+1 + 𝐾8

𝑖𝑗
𝐺𝑖,𝑗+1 + 𝐾9

𝑖𝑗
𝐺𝑖+1,𝑗+1 = 𝑠   (13) 

เมื่อ 𝐾1
𝑖𝑗

, 𝐾2
𝑖𝑗

, 𝐾3
𝑖𝑗

, 𝐾4
𝑖𝑗

, 𝐾5
𝑖𝑗

, 𝐾6
𝑖𝑗

, 𝐾7
𝑖𝑗

, 𝐾8
𝑖𝑗 และ 𝐾9

𝑖𝑗 คือค่าสัมประสิทธิ์ที่แสดงถึงความเช่ือมโยงกัน
ระหว่าง จุด (𝑖, 𝑗) กับจุดบนซ้าย (𝑖 − 1, 𝑗 − 1) จุดบนกลาง (𝑖, 𝑗 − 1) จุดบนขวา (𝑖 + 1, 𝑗 − 1) จุด
กลางซ้าย (𝑖 − 1, 𝑗) จุดกลาง (𝑖, 𝑗) จุดกลางขวา (𝑖 + 1, 𝑗) จุดล่างซ้าย (𝑖 − 1, 𝑗 + 1) จุดล่างกลาง 
(𝑖, 𝑗 + 1) และจุดล่างขวา (𝑖 + 1, 𝑗 + 1) ตามล าดับ กรณีที่ใช้โดเมนย่อยเป็นรูปสามเหลีย่ม สามารถแสดงได้

ว่า 𝐾3
𝑖𝑗 และ 𝐾7

𝑖𝑗 มีค่าเท่ากับศูนย์ เมื่อใช้กระบวนการนี้ส าหรับทุกจุดต่อภายใน จะได้ระบบสมการเชิงเส้นที่
สามารถเขียนให้อยู่ในรูปเมทริกซ์ ดังนี ้

   𝐾𝜙 = 𝑠     (14) 
เมื่อ 𝐾 คือเมทริกซ์สัมประสิทธิ์ที่สมมาตร กรณีที่โดเมนเป็นรูปสามเหลี่ยมเมทริกซ์ 𝐾 จะเป็นเมทริกซ์ที่มี 7 
แนวตั้งแต่ถ้าใช้โดเมนเป็นรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 𝐾 จะเป็นเมทริกซ์แบบ 9 แนวตั้ง 𝜙 คือ เวกเตอร์ที่ไม่ทราบค่าและ 
𝑠 คือเวกเตอร์ทางด้านขวามือท่ีสอดคล้องกับปัญหาค่าขอบในสมการที ่(10) 

ส าหรับการแก้ระบบสมการที่ได้จากการประยุกต์ใช้วิธีผลต่างจ ากัดและวิธีสมาชิกจ ากัดกับแบบจ าลอง
แม็กนีโตเทลลูริกในสมการที่ (12) และ (14) ในงานวิจัยนี้ จะใช้วิธีการแยกตัวประกอบ LU กับการหาสมาชิกหลัก
ด้วยการสลับแถว (LU factorization using partial pivoting with row interchange)) ที่เป็นฟังก์ชันภายในที่มี
อยู่ในโปรแกรม MATLAB 
 

ผลการวิจัย 
ส าหรับการแสดงผลการวิจัย จะแสดงการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีผลต่างจ ากัดและวิธีสมาชิก

จ ากัดต่อการหาผลเฉลยโดยประมาณของสมการแม็กนีโตเทลลูริกในสองมิติ ส าหรับแบบจ าลองที่จะน ามาทดสอบ
และเปรียบเทียบประกอบด้วยแบบจ าลองกึ่งปริภูมิ  (half-space) และแบบจ าลอง COMMEMI2D-1 (Zhdanov 
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et al., 1997) ส าหรับแต่ละแบบจ าลองเราจะศึกษาเปรียบเทียบประสิทธิภาพในแง่ของความเร็วในการค านวณและ
ความแม่นย าของวิธีเชิงตัวเลขท้ังสามวิธี ส าหรับแต่ละแบบจ าลอง การศึกษาจะควบคุมขนาดของแบบจ าลองและ
จ านวนจุดต่อท้ังหมดส าหรับแต่ละวิธีให้เท่ากัน เนื่องจากจ านวนจุดต่อมีบทบาทส าคัญต่อปัจจัยดังกล่าว โปรแกรม
คอมพิวเตอร์ที่พัฒนาขึ้นส าหรับวิธีเชิงตัวเลขทั้งสามวิธีพัฒนาบนโปรแกรม MATLAB (ใบอนุญาต#1099028) และ
ท าการทดลองบนคอมพิวเตอร์ตั้งโต๊ะที่มีสมรรถนะของซีพียูเท่ากับ 3.4 GHz หน่วยความจ าเท่ากับ 8.0 GB ภายใต้
ระบบปฏิบัติการวินโดว์ 7 
แบบจ าลองกึ่งปริภูมิ 100 โอห์ม-เมตร 

ส าหรับแบบจ าลองนี้ จะสมมุติให้แบบจ าลองมีขนาดความกว้างและความลึกเท่ากับ 500 กิโลเมตร ในท่ีนี้
จะสมมุติให้ช้ันบรรยากาศสูง 200 กิโลเมตรเนื้อโลกมีสภาพความต้านทานเท่ากับ 100 โอห์ม-เมตร รายละเอียด
ของการแบ่งโดเมนส าหรับวิธีเชิงตัวเลขท้ังสามวิธีแสดงดังตารางที่ 1 
ตารางที ่1 ตารางแสดงการเปรียบเทียบข้อมลูของการแบ่งโดเมนของแบบจ าลองกึ่งปริภูมิออกเป็นโดเมนย่อย

และเวลาที่ใช้ในการค านวณหาผลเฉลยส าหรับวิธีเชิงตัวเลขท้ังสามวิธี 

วิธีเชิงตัวเลข จ านวนจุดต่อ จ านวนโดเมนย่อย เวลาที่ใช้ค านวณ (วินาที) 

วิธีผลต่างจ ากัด 8772 8576 12.24 

วิธีสมาชิกจ ากัดรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 8772 17152 146.07 

วิธีสมาชิกจ ากัดรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 8772 8576 203.47 
 

ค่าความคลาดเคลื่อน (%) ของค่าสภาพต้านทานไฟฟ้าจ าเพาะปรากฏและค่าเฟสในแต่ละต าแหน่งบน
พื้นผิวโลกเทียบกับคาบของคลื่นแม่เหล็กไฟฟ้าของวิธีผลต่างจ ากัดวิธีสมาชิกจ ากัดรูปสามเหลี่ยมและสี่เหลี่ยมแสดง
ดังรูปที่ 5-8 ต าแหน่งบนพื้นผิวโลกท่ีพิจารณาจะอยู่ในช่วง -20 กิโลเมตรถึง 20 กิโลเมตรและคาบที่ใช้พิจารณาจะ
อยู่ในช่วง 0.1-100 วินาที ระดับของสีที่เปลี่ยนจากสีน้ าเงินเป็นสีแดงแสดงถึงระดับความคลาดเคลื่อนที่เพ่ิมขึ้นจาก
น้อยไปหามาก 

 
รูปที่ 5 ค่าความคลาดเคลื่อน (%) ของค่าสภาพความต้านทานไฟฟ้าจ าเพาะปรากฏของขั้วไฟฟ้า (𝜌𝑥𝑦

𝑎 ) ณ 
ต าแหน่งต่างๆ เทียบกับคาบของคลื่นของแม่เหล็กไฟฟ้าของวิธีผลต่างจ ากัด (ซ้าย) วิธีสมาชิกจ ากัดรูป
สามเหลี่ยม (กลาง) และวิธีสมาชิกจ ากัดรูปสี่เหลี่ยม (ขวา) 
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รูปที่ 6 ค่าความคลาดเคลื่อน (%) ของค่าเฟสของขั้วไฟฟ้า  (𝜓𝑥𝑦

𝑎 ) ณ ต าแหน่งต่างๆ เทียบกับคาบของคลื่น
ของแม่เหล็กไฟฟ้าของวิธีผลต่างจ ากัด (ซ้าย) วิธีสมาชิกจ ากัดรูปสามเหลี่ยม (กลาง) และวิธีสมาชิก
จ ากัดรูปสี่เหลี่ยม (ขวา) 

 
รูปที่ 7 ค่าความคลาดเคลื่อน (%) ของค่าสภาพความต้านทานไฟฟ้าจ าเพาะปรากฏของขั้วแม่เหล็ก (𝜌𝑦𝑥

𝑎 ) ณ 
ต าแหน่งต่างๆ เทียบกับคาบของคลื่นของแม่เหล็กไฟฟ้าของวิธีผลต่างจ ากัด (ซ้าย) วิธีสมาชิกจ ากัดรูป
สามเหลี่ยม (กลาง) และวิธีสมาชิกจ ากัดรูปสี่เหลี่ยม (ขวา) 

 
รูปที่ 8 ค่าความคลาดเคลื่อน (%) ของค่าเฟสของขั้วแม่เหล็ก  (𝜓𝑦𝑥

𝑎 ) ณ ต าแหน่งต่างๆ เทียบกับคาบของ
คลื่นของแม่เหล็กไฟฟ้าของวิธีผลต่างจ ากัด (ซ้าย) วิธีสมาชิกจ ากัดรูปสามเหลี่ยม (กลาง) และวิธี
สมาชิกจ ากัดรูปสี่เหลี่ยม (ขวา) 

 

แบบจ าลอง COMMEMI2D-1 
แบบจ าลอง COMMEMI2D-1 แสดงดังรูปที่ 9 ซึ่งน าเสนอโดย Zhdanov et al. (1997) แบบจ าลองนี้

สมมุติว่าโลกมีชั้นเดียวและสภาพความต้านทานไฟฟ้าเท่ากับ 100 โอห์ม-เมตรบริเวณตรงกลางมีโครงสร้างผิดปกติ
รูปสี่เหลี่ยมผืนผ้าขนาด 1 กิโลเมตร x2 กิโลเมตรฝังอยู่ลึกจากพื้นผิวโลกลงไป 250 เมตรและโครงสร้างนี้มีสภาพ
ความต้านทานไฟฟ้าเท่ากับ 0.5 โอห์ม-เมตร ในการทดลองนี้จะสมมุติว่าโดเมนของการศึกษามีขนาดความกว้าง
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และความลึกเท่ากับ 500 กิโลเมตรช้ันบรรยากาศสูง 200 กิโลเมตรการแบ่งโดเมนออกเป็นโดเมนย่อยส าหรับวิธี
ผลต่างจ ากัด วิธีสมาชิกจ ากัดรูปสามเหลี่ยมและวิธีสมาชิกจ ากัดรูปสี่เหลี่ยม แสดงดังรูปที่ 9 (รูปกลางและขวา) 
จ านวนจุดต่อและจ านวนสมาชิกท่ีได้แสดงดังตารางท่ี 2 

 

 
รูปที่ 9 แบบจ าลอง COMMEMI2D-1 (ซ้าย) การแบ่งโดเมนออกเป็นรูปสามเหลี่ยม (กลาง) การแบ่งโดเมน

ออกเป็นรูปสี่เหลี่ยม (ขวา) จุดสามเหลี่ยมสีแดงคือต าแหน่งของสถานีวัดบนพื้นผิวโลก 
 

ตารางที ่2 ตารางแสดงการเปรียบเทียบข้อมูลของการแบ่งโดเมนของแบบจ าลอง COMMEMI2D-1 ออกเป็น
โดเมนย่อยและเวลาที่ใช้ในการค านวณหาผลเฉลยส าหรับวิธีเชิงตัวเลขท้ังสามวิธี 

วิธีเชิงตัวเลข จ านวนจุดต่อ จ านวนโดเมนย่อย เวลาที่ใช้ค านวณ (วินาที) 

วิธีผลต่างจ ากัด 8364 8174 11.47 
วิธีสมาชิกจ ากัดรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 8364 16348 131.87 

วิธีสมาชิกจ ากัดรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 8364 8174 198.76 
 

ค่าสภาพต้านทานไฟฟ้าจ าเพาะปรากฏ (หน่วยโอห์ม-เมตร) ที่ค านวณได้จากวิธีเชิงตัวเลขท้ังสามวิธี ในแต่
ละต าแหน่งบนพ้ืนผิวโลกในช่วง -20 กิโลเมตร 20 กิโลเมตร ท่ีคาบ 𝑇 = 0.1, 10 วินาทีแสดงดังรูปที่ 10  
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รูปที่ 10 ค่าสภาพความต้านทานไฟฟ้าจ าเพาะกฎของขั้วไฟฟ้า (บนซ้าย) และขั้วแม่เหล็ก (ล่างซ้าย) ที่𝑇 =

0.1 วินาทีและค่าสภาพความต้านทานไฟฟ้าจ าเพาะกฎของขั้วไฟฟ้า (บนขวา) และขั้วแม่เหล็ก (ล่าง
ขวา) ที ่𝑇 = 10 วินาที 

 

วิจารณ์ผลการวิจัย 
กรณีแบบจ าลองกึ่งปริภูมิ 100 โอห์ม-เมตร 

จากตารางที่ 1 จะเห็นว่าถ้าก าหนดให้จ านวนจุดที่จะหาผลเฉลยหรือจ านวนสมการของระบบสมการเชิง
เส้นที่ได้จากวิธีเชิงตัวเลขท้ังสามวิธีมีค่าเท่ากันคือ 8772 จุด จ านวนโดเมนย่อยที่เกิดขึ้นของวิธีผลต่างจ ากัดและวิธี
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สมาชิกจ ากัดรูปสี่เหลี่ยมมีค่าเท่ากันคือ 8576 รูป ในขณะที่จ านวนโดเมนย่อยที่เกิดขึ้นของวิธีสมาชิกจ ากัดรูป
สามเหลี่ยมเท่ากับ 17152 รูปซึ่งมีค่าเป็นสองเท่า พิจารณาเวลาที่ใช้ในการค านวณดังตารางที่ 1 วิธีผลต่างจ ากัดใช้
เวลาในการค านวณเท่ากับ 12.24 วินาทีซึ่งน้อยที่สุดเมื่อเทียบกับวิธีสมาชิกจ ากัดรูปสามเหลี่ยมและสี่เหลี่ยมที่ใช้
เวลาเท่ากับ 146.07 วินาทีและ 203 วินาทีตามล าดับ ทั้งนี้เพราะจ านวนสัมประสิทธิ์ที่ไม่เป็นศูนย์ (จ านวนแนวตั้ง
ของสัมประสิทธิ์ที่ไม่เท่ากับศูนย์) ในเมทริกซ์ทั้งสามเมทริกซ์มีจ านวนน้อยไปหามาก ตามล าดับ ท าให้เวลาที่ใช้ใน
การแก้ระบบสมการเพิ่มขึ้นจากน้อยไปหามาก 

พิจารณาค่าความคลาดเคลื่อนของค่าสภาพความต้านทานไฟฟ้าจ าเพาะปรากฏของขั้วไฟฟ้าในรูปที่ 6 จะ
เห็นว่าค่าความคลาดเคลื่อนท่ีค านวณได้จากวิธีทั้งสามวิธีเพิ่มขึ้นจากน้อยไปหามากเมื่อคาบของคลื่นแม่เหล็กไฟฟ้า
เปลี่ยนแปลงจากสั้นไปหายาว ส าหรับขั้วแม่เหล็กแสดงดังรูปที่  8 แนวโน้มของการเปลี่ยนแปลงของค่าความ
คลาดเคลื่อนของค่าสภาพความต้านทานไฟฟ้าจ าเพาะปรากฏที่ค านวณได้จากวิธีสมาชิกจ ากัดทั้งสองวิธีมีลักษณะ
เหมือนกรณีแรก แต่ส าหรับวิธีผลต่างจ ากัด ค่าความคลาดเคลื่อนจะเปลี่ยนแปลงน้อยมากและอยู่ในระดับสูง ต่อไป
พิจารณาค่าความคลาดเคลื่อนของค่าเฟสของทั้งสองขั้วไฟฟ้าในรูปที่  7 และ 9 จะเห็นว่าแนวโน้มของการ
เปลี่ยนแปลงของค่าความคลาดเคลื่อนจะคล้ายคลึงกับแนวโน้มของค่าความคลาดเคลื่อนของค่าสภ าพความ
ต้านทานไฟฟ้าจ าเพาะปรากฏแต่ระดับค่าความคลาดเคลื่อนจะต่ ากว่า นอกจากนี้ค่าความคลาดเคลื่อนที่ค านวณได้
จากวิธีผลต่างจ ากัดจะมีค่าน้อยและไม่ค่อยเปลี่ยนแปลงตามคาบของคลื่นแม่เหล็กไฟฟ้า 
กรณีแบบจ าลอง COMMEMI2D-1 

จากตารางที่ 2 จะเห็นว่าถ้าก าหนดให้จ านวนจุดที่จะหาผลเฉลยหรือจ านวนสมการของระบบสมการเชิง
เส้นที่หามาได้จากวิธีเชิงตัวเลขทั้งสามวิธีมีค่าเท่ากันคือ 8364 จุด จ านวนโดเมนย่อยที่เกิดขึ้นของวิธีผลต่างจ ากัด
และวิธีสมาชิกจ ากัดรูปสี่เหลี่ยมจะมีค่าเท่ากันคือ 8174 รูป ในขณะที่จ านวนโดเมนย่อยที่เกิดขึ้นของวิธีสมาชิก
จ ากัดรูปสามเหลี่ยมเท่ากับ 16348 รูปซึ่งมีค่าเป็นสองเท่า พิจารณาเวลาที่ใช้ในการค านวณ วิธีผลต่างจ ากัดจะใช้
เวลาในการค านวณเท่ากับ 11.47 วินาทีซึ่งน้อยที่สุดเมื่อเทียบกับวิธีสมาชิกจ ากัดรูปสามเหลี่ยมและสี่เหลี่ยมที่ใช้
เวลาเท่ากับ 131.87 วินาทีและ 198.76 วินาทีตามล าดับ เหตุผลที่วิธีเชิงตัวเลขทั้งสามวิธีใช้เวลาในการค านวณ
แตกต่างกันสามารถอธิบายได้ด้วยเหตุผลเดียวกันในแบบจ าลองกึ่งปริภูมิ ยิ่งไปกว่านั้นวิธีเชิงตัวเลขทั้งสามวิธีใช้
เวลาในการค านวณลดลงเพราะขนาดของระบบสมการเชิงเส้นท้ังหมดมีขนาดลดลง 

พิจารณาค่าสภาพความต้านทานไฟฟ้าจ าเพาะปรากฏที่ค านวณได้จากวิธิเชิงตัวเลขท้ังสามวิธีดังรูปท่ี 10 
จากกราฟ จะเห็นว่าค่าสภาพความต้านทานจ าเพาะที่ค านวณได้จากทั้งสามวิธีส าหรับแต่ละขั้วการค านวณและคาบ
สอดคล้องกับค่าสภาพความต้านทานจ าเพาะที่ได้จาก Zhdanov et al. (1997) นอกจากนี้จะเห็นว่าวิธีท้ังสามวิธี
ให้ผลการค านวณที่มีลักษณะคลา้ยคลงึกันมาก ค่าสภาพความต้านทานจ าเพาะปรากฏที่ค านวณได้ ณ บริเวณที่ไกล
ออกไปจากโครงสร้างผิดปกติจะค่อยๆ เพิ่มขึ้นและมีค่าใกล้เคียงกับค่าสภาพความต้านทานของเนื้อโลกจริงเมื่อคาบ
เริ่มสั้นลง ในขณะที่ค่าสภาพความต้านทานไฟฟ้าจ าเพาะปรากฏ ณ บริเวณที่อยู่ใกล้โครงสร้างดังกล่าวมีแนวโน้ม
ลดลงเป็นบริเวณกว้าง แปรผันตามคาบและใกล้เคียงกับสภาพความต้านทานไฟฟ้าจริงของโครงสร้างดังกล่าว  
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นอกจากน้ี ในการศึกษาน้ียังได้เลือกค่าสภาพต้านทานไฟฟ้าจ าเพาะปรากฏของขั้วไฟฟ้าในแต่ละต าแหน่ง

บนพื้นผิวโลกเทียบในช่วง -4 กิโลเมตร 4 กิ โลเมตร เทียบกับคาบของคลื่นแม่ เหล็กไฟฟ้าในช่วงคาบ 

𝑇 = 0.1 − 10 วินาทีที่ค านวณโดยวิธีทั้งสามวิธีมาน าเสนอผลที่ได้แสดงดังรูปที่ 11 ระดับของสีที่เปลี่ยนจากสี
น้ าเงินเป็นสีแดงแสดงถึงค่าสภาพต้านทานไฟฟ้าจ าเพาะปรากฏที่เพ่ิมขึ้นจากน้อยไปหามาก 

 
รูปที่ 11 ค่าสภาพความต้านทานไฟฟ้าจ าเพาะปรากฏของขั้วไฟฟ้า (𝜌𝑥𝑦

𝑎 ) ณ ต าแหน่งต่างๆ เทียบกับคาบของ
คลื่นของแม่เหล็กไฟฟ้าของวิธีผลต่างจ ากัด (ซ้าย) วิธีสมาชิกจ ากัดรูปสามเหลี่ยม (กลาง) และวิธี
สมาชิกจ ากัดรูปสี่เหลี่ยม (ขวา) 

 

จากกราฟจะเห็นว่าวิธีเชิงตัวเลขท้ังสามวิธีให้ผลการค านวณที่มีลักษณะคล้ายคลึงกันมาก ค่าสภาพความ
ต้านทานจ าเพาะที่ค านวณได้ ณ บริเวณที่ไกลออกไปจากโครงสร้างผิดปกติจะค่อยๆ เพิ่มขึ้นและมีค่าใกล้เคียงกับ
ค่าสภาพความต้านทานของเนื้อโลกจริงเมือ่คาบเริม่สัน้ลง ในขณะที่ค่าสภาพความต้านทานไฟฟ้าจ าเพาะปรากฏ ณ 
บริเวณที่อยู่ใกล้ โครงสร้างดังกล่าวมีแนวโน้มลดลงเป็นบรเิวณกว้าง ซึ่งผลเฉลยที่ได้แปรผันตามคาบและสัมพันธ์กับ
สภาพความต้านทานไฟฟ้าจริงของโครงสร้างดังกล่าว 
 

สรุปผลการวิจัย 
 ในงานวิจัยนี้ ได้ท าการศึกษาเชิงเปรียบเทียบประสิทธิภาพและความแม่นย าของวิธีผลต่างจ ากัดและวิธี
สมาชิกจ ากัดต่อการหาผลเฉลยของแบบจ าลองแม็กนีเทลลูริกในสองมิติ ในแง่ประสิทธิภาพของวิธีเชิงตัวเลขท้ังสาม
วิธี จากผลการทดลองในแบบจ าลองกึ่งปริภูมิ จะเห็นว่าวิธีเชิงตัวเลขท้ังสามวิธีมีประสทิธิภาพแตกตา่งกัน วิธีผลต่าง
จ ากัดจะมีประสิทธิภาพมากท่ีสุดเพราะใช้เวลาในการค านวณหาผลเฉลยน้อยที่สุด ส่วนวิธีสมาชิกจ ากัดรูปสี่เหลี่ยม
จะมีประสิทธิภาพน้อยที่สุดเนื่องจากใช้เวลามากที่สุด ผลการทดลองในแบบจ าลอง COMMEMI2D-1 ก็ให้ผลลัพธ์
ท านองเดียวกัน ในแง่ความแม่นย าของการหาผลเฉลยส าหรับแบบจ าลองกึ่งปริภูมิ จะเห็นว่าความคลาดเคลื่อนที่
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ค านวณได้จากทั้งสามวิธีมีค่าใกล้เคียงกันในแต่ละต าแหน่งและคาบของแม่เหล็กไฟฟ้าที่พิจารณา ค่าความคลาด
เคลื่อนเหล่านี้จะแปรผกผันกับคาบ ยกเว้นวิธีผลต่างจ ากัดที่ค่าความคลาดเคลื่อนของค่าสภาพความต้านทานไฟฟ้า
จ าเพาะปรากฏค่อนข้างสูงและไม่เปลี่ยนแปลงมากในขั้วแม่เหล็ก อย่างไรก็ตาม ค่าความคลาดเคลื่อนของค่าเฟสใน
ขั้วไฟฟ้าที่ค านวณได้จากวิธีผลต่างจ ากัดมีค่าค่อนข้างต่ าและไม่ค่อยเปลี่ยนแปลงตามคาบ จากการทดลองข้างต้น
จะเห็นว่าเมื่อแบบจ าลองไม่ได้มีความซับซ้อนมาก วิธีผลต่างจ ากัดจะมีประสิทธิภาพมากที่สุด ให้ขณะผลเฉลย
โดยประมาณและความแม่นย าของทั้งสามวิธีไม่ค่อยแตกต่างกัน อย่างไรก็ตาม ถ้าแบบจ าลองที่ใช้มีลักษณะซับซ้อน
มากข้ึน เช่น มีลักษณะภูมิประเทศและพื้นทะเลไม่ราบเรียบ เป็นต้น ประสิทธิภาพและความแม่นย าของทั้งสามวิธี
อาจเปลี่ยนแปลงได้ 
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