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การหาขอบเขตล่างของความน่าจะเป็นของการส่งผ่าน 
ในปัญหาการกระเจิงทางควอนตัมใน 1 มิต ิ
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บทคัดย่อ 

กลศาสตร์ควอนตัมเป็นทฤษฎีที่ใช้อธิบายพลศาสตร์ของอนุภาคขนาดเล็ก ๆ เช่น อะตอมหรือโมเลกุล 
เป็นต้น ในบทความนีส้นใจศึกษากลศาสตร์ควอนตัมในส่วนท่ีเป็นกลศาสตร์คลื่นของชเรอดิงเงอร์ สมการศูนย์กลาง
ของกลศาสตร์คลื่นนี้คือสมการชเรอดิงเงอร์ โดยการแก้สมการนี้ ท าให้สามารถอธิบายพลศาสตร์ของระบบทาง
ควอนตัมได้ นอกจากนี้ยังได้ศึกษาปัญหาการกระเจิงทางควอนตัมใน 1 มิติ ค านวณหาฟังก์ชันคลื่นโดยการหาผล
เฉลยแม่นตรงของสมการชเรอดิงเงอร์ในกรณีของพลังงานศักย์แบบฟังก์ชันเดลต้าและพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมมมุ
ฉาก และน าฟังก์ชันคลื่นที่ได้มาค านวณหาความน่าจะเป็นของการส่งผ่านและการสะท้อน รวมทั้งน าเสนอการหา
ขอบเขตล่างของความน่าจะเป็นของการส่งผ่าน และน ามาประยุกต์ใช้ในปัญหาพลังงานศักย์แบบฟังก์ชันเดลต้าและ
พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมมุมฉาก ผลลัพธ์ที่ได้บ่งช้ีว่าความน่าจะเป็นของการส่งผ่านที่หาจากผลเฉลยแม่นตรงของ
ฟังก์ชันคลื่นมีความสอดคล้องกับขอบเขตล่างของความน่าจะเป็นของการส่งผ่าน 
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ABSTRACT 
Quantum mechanics is the theory that describes dynamics of small objects such as 

atom and molecule. In this paper, Schrodinger’s wave mechanics, a part of quantum mechanics, 
is studied. The central equation of this wave mechanics is the Schrodinger’s equation. Solving 
this equation, quantum system dynamics can be described. In this work, the quantum scattering 
problem in one dimension is studied. Wave functions are obtained by exactly solving the 
Schrodinger’s equation in case of the delta function potential and the rectangular potential. The 
transmission and reflection probabilities are calculated from the obtained wave functions. Lower 
bounds on the transmission probabilities are presented. Finally, the lower bounds on the 
transmission probabilities are applied to the delta function potential and the rectangular 
potential problems. The results show that the exact transmission probabilities satisfy the lower 
bounds on the transmission probabilities. 
 

ค าส าคัญ: กลศาสตร์ควอนตัม  สมการชเรอดิงเงอร์  ขอบเขตล่างของความน่าจะเป็นของการส่งผ่าน  พลังงาน
ศักย์แบบฟังก์ชันเดลต้า  พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมมุมฉาก 

Keywords: Quantum mechanics, Schrodinger equation, Lower bound on the transmission 
probability, The delta function potential, The rectangular potential. 

 

1. บทน า 
ในช่วงปลายศตวรรษที่ 19 ความรู้ทางฟิสิกส์ประกอบไปด้วยวิชาหลัก ๆ คือ กลศาสตร์แบบดั้งเดิม 

แม่เหล็กไฟฟ้า และ อุณหพลศาสตร์ กลศาสตร์แบบดั้งเดิมใช้ท านายการเคลื่อนที่ของวัตถุตั้งแต่วัตถุบนโลก
จนกระทั่งวัตถุในเอกภพ แม่เหล็กไฟฟ้าใช้อธิบายสนามและคลื่นแม่เหล็กไฟฟ้า และอุณหพลศาสตร์ใช้อธิบายความ
ร้อน งาน พลังงาน อุณหภูมิ และเครื่องยนต์ ทั้งหมดนี้รวมเรียกว่าฟิสิกส์แบบดั้งเดิม ความส าเร็จของฟิสิกส์แบบ
ดั้งเดิมท าให้นักฟิสิกส์หลาย ๆ คนเช่ือกันว่าฟิสิกส์สามารถอธิบายปรากฏการณ์ธรรมชาติได้ทั้งหมด อย่างไรก็ตาม
ในช่วงต้นศตวรรษที่ 20 ได้ค้นพบปรากฏการณ์บางอย่างที่ฟิสิกส์แบบดั้งเดิมไม่สามารถอธิบายได้ เช่น พฤติกรรม
ของค่าความจุความร้อนต่อโมลแบบปริมาตรคงท่ีของก๊าซไฮโดรเจน เมื่ออุณหภูมิมีค่าตั้งแต่ต่ ามากจนกระทั่งสูงมาก 
เป็นต้น ในปคี.ศ. 1905 อัลเบิร์ต ไอน์สไตน์ได้เสนอทฤษฎีสัมพัทธภาพพิเศษและได้แสดงให้เห็นว่ากลศาสตร์แบบ
ดั้งเดิมของนิวตันใช้ไม่ได้เมื่อความเร็วของอนุภาคสูงมาก (นั่นคือเมื่อความเร็วของอนุภาคใกล้เคียงกับความเร็วแสง) 
นอกจากนี้ฟิสิกส์แบบดั้งเดิมยังไม่สามารถอธิบายปรากฏการณ์ของอนุภาคขนาดเล็ก เช่น ปัญหาการแผ่รังสีของ
วัตถุด า ปรากฏการณ์โฟโตอิเล็กทริก เป็นต้น ในปีค.ศ. 1900 แม็ก พลังค์ได้น าเสนอแนวคิดควอมตัมของพลังงาน
ซึ่งมีใจความว่า การแลกเปลี่ยนพลังงานระหว่างคลื่นแม่เหล็กไฟฟ้ากับสสารจะเกิดขึ้นได้เมื่อพลังงานที่แลกเปลี่ยน
นั้นมีค่าเป็นจ านวนเต็มคูณกับ hf เท่านั้น โดยที่ h เรียกว่าค่าคงที่ของพลังค์ และ f คือความถี่ของคลื่น และเรียก
พลังงานที่ไม่ต่อเนื่องนี้ว่าควอนตัม จากแนวคิดนี้ท าให้สามารถอธิบายปัญหาการแผ่รังสีของวัตถุด าได้ส าเร็จ ในปี
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ค.ศ. 1905 ไอน์สไตน์ได้น าแนวคิดของพลังค์มาอธิบายปรากฏการณ์โฟโตอิเล็กทริก ไอน์สไตน์ได้เสนอว่าแสง
ประกอบด้วยอนุภาคเล็ก ๆ ที่เรียกว่าโฟตอน โดยที่โฟตอนแต่ละตัวมีพลังงานเท่ากับ hf ท าให้สามารถอธิบาย
ปรากฏการณ์โฟโตอิเล็กทริกได้ส าเร็จ ในปคี.ศ. 1913 นีลส์ บอร์ ได้น าเสนอแบบจ าลองอะตอมของไฮโดรเจน และ
อธิบายว่าการแลกเปลี่ยนพลังงานระหว่างอะตอมกับคลื่นแม่เหล็กไฟฟ้าจะเกิดขึ้นได้เมื่อพลังงานที่แลกเปลี่ยนนั้นมี
ค่าเป็นจ านวนเต็มคูณกับ hf เท่านั้น ท าให้เขาสามารถอธิบายการทดลองได้ อย่างไรก็ตามแนวคิดของบอร์ยังไม่มี
ทฤษฎีที่น ามารองรับ ในปีค.ศ. 1923 หลุยส์ เดอบรอยล์ได้น าเสนอว่าไม่เพียงแต่คลื่นที่สามารถประพฤติตัวเป็น
อนุภาคได้ แต่อนุภาคก็สามารถประพฤติตัวเป็นคลื่นได้เช่นกัน ในปีค.ศ. 1925 ทฤษฎีที่เช่ือมโยงผลการทดลองเข้า
กับแนวคิดของบอร์ก็ได้ถือก าเนิดขึ้น ทฤษฎีนี้เรียกว่ากลศาสตร์ควอนตัม ตามประวัติศาสตร์ มีผู้วางรากฐานของ
กลศาสตร์ควอนตัมไว้สองแนวทาง แนวทางแรกเรียกว่ากลศาสตร์เมทริกซ์ โดยเวอร์เนอร์ ไฮเซนเบิร์กเป็นผู้ให้
ก าเนิดกลศาสตร์เมทริกซ์นี้ในปีค.ศ. 1925 ซึ่งได้แทนปริมาณทางพลศาสตร์เช่น ต าแหน่งของอนุภาค พลังงาน  
โมเมนตัม เป็นต้น ในรูปของเมทริกซ์ ท าให้ได้ปัญหาค่าไอเกนซึ่งสามารถอธิบายพลศาสตร์ของระบบขนาดเล็ก ๆ 
ได้ แนวทางที่สองเรียกว่ากลศาสตร์คลื่น โดยเออร์วิน ชเรอดิงเงอร์เป็นผู้ให้ก าเนิดกลศาสตร์คลื่นนี้ในปีค.ศ. 1926 
ซึ่งพัฒนาทฤษฎีนี้มาจากแนวคิดของเดอบรอยล์ ทฤษฎีนี้อธิบายพลศาสตร์ของอนุภาคที่มีขนาดเล็ก ๆ ด้วยคลื่นใน
รูปของสมการคลื่น สมการนี้เรียกว่าสมการชเรอดิงเงอร์ซึ่งเป็นสมการเชิงอนุพันธ์ ค าตอบของสมการนี้จะให้ค่า
พลังงานของอนุภาคและฟังก์ชันคลื่นของระบบ ในปีค.ศ. 1927 แม็ก บอร์น ได้น าเสนอว่า ก าลังสองของขนาดของ
ฟังก์ชันคลื่นซึ่งเป็นค าตอบของสมการชเรอดิงเงอร์จะแสดงถึงความน่าจะเป็นที่จะพบอนุภาค ภายหลังชเรอดิงเงอร์
สามารถพิสูจน์ได้ว่ากลศาสตร์เมทริกซ์ของไฮเซนเบิร์กและกลศาสตร์คลื่นของชเรอดิงเงอร์มีความสมมูลกัน 
(Zettili, 2009) 

โดยสรุป กลศาสตร์ควอนตัมเป็นทฤษฎีที่ใช้อธิบายปรากฏการณ์ของอนุภาคขนาดเล็กท่ีมองไม่เห็นด้วยตา
เปล่า เช่น อนุภาคในระดับโมเลกุลหรืออะตอม เป็นต้น กลศาสตร์ควอนตัมเป็นรากฐานของฟิสิกส์ของของแข็ง 
เลเซอร์ สารกึ่งตัวน า ตัวน ายิ่งยวด พลาสมา นอกจากนี้ กลศาสตร์ควอนตัมยังเป็นรากฐานของเคมีและชีววิทยา
ด้วย 

ปัญหาการกระเจิงทางควอนตัมใน 1 มิติเป็นการน าสมการชเรอดิงเงอร์มาอธิบายปัญหาการกระเจิงใน 1 
มิติ การประยุกต์ใช้สมการชเรอดิงเงอร์เช่นนี้ช่วยให้สามารถเปรียบเทียบความแตกต่างระหว่างปรากฏการณ์แบบ
ดั้งเดิมและแบบควอนตัมได้ ปัญหาการกระเจิงเกิดขึ้นเมื่อฟลักซ์ของอนุภาค (กลุ่มของอนุภาคที่มีมวลและความเร็ว
เท่ากัน) วิ่งจากบริเวณหนึ่งไปยังอีกบริเวณหนึ่งที่มีพลังงานศักย์ต่างกันโดยที่ค่าพลังงานศักย์นั้นน้อยกว่าค่าพลังงาน
รวมของแต่ละอนุภาค ในปรากฏการณ์แบบดั้งเดิม อนุภาคจะทะลุผ่านท้ังหมด ไม่มีอนุภาคตัวใดสะท้อนกลับมาเลย 
อย่างไรก็ตาม ในปรากฏการณ์แบบควอนตัม จะมีอนุภาคบางส่วนสะท้อนกลับมาได้ ถึงแม้ว่าพลังงานรวมของ
อนุภาคเหล่านั้นจะมากกว่าพลังงานศักย์ก็ตาม ในทางตรงกันข้าม ถ้าฟลักซ์ของอนุภาควิ่งจากบริเวณหนึ่งที่ค่า
พลังงานศักย์น้อยกว่าค่าพลังงานรวมไปยังอีกบริเวณหนึ่งที่ค่าพลังงานศักย์มากกว่าค่าพลังงานรวม อนุภาคจะ
สะท้อนกลับทั้งหมดในกรณีของปรากฏการณ์แบบดั้งเดิม อย่างไรก็ตาม ในปรากฏการณ์แบบควอนตัม อนุภาค
บางส่วนจะทะลุผ่านได้ ปรากฏการณ์เช่นนี้เรียกว่าปรากฏการณ์ขุดอุโมงค์ (เพชรอาภา, 2556) การศึกษาหรือการ
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ท าความเข้าใจปรากฏการณ์ทางควอนตัมในลักษณะเช่นนี้ล้วนแล้วแต่เกี่ยวข้องกับการค านวณค่าความน่ าจะเป็น
ของการส่งผ่านและค่าความน่าจะเป็นของการสะท้อนท้ังสิ้น 

ในปัญหาการกระเจิงทางควอนตัมใน 1 มิติ พลังงานศักย์จะมีค่าแตกต่างกันไปในแต่ละระบบ โดยในบาง
ระบบ พลังงานศักย์มีรูปแบบไม่ซับซ้อน สามารถค านวณหาผลเฉลยแม่นตรงของความน่าจะเป็นของการส่งผ่านได้ 
อย่างไรก็ตาม ในบางระบบ พลังงานศักย์มีรูปแบบซับซ้อนมากจนกระทั่งไม่สามารถหาผลเฉลยแม่นตรงของความ
น่าจะเป็นของการส่งผ่านได้ ในกรณีเช่นนี้ อาจต้องหาค าตอบเชิงตัวเลขหรือค าตอบแบบประมาณ ในกรณีที่ไม่
ต้องการความแม่นย าเชิงตัวเลข Visser (1999) ได้น าเสนอการหาขอบเขตล่างของความน่าจะเป็นของการส่งผ่าน
ในปัญหาการกระเจิงทางควอนตัมใน 1 มิติ วิธีการนี้จะช่วยในการท าความเข้าใจระบบในเชิงคุณภาพได้  ใน
บทความนี้ จะน าวิธีการดังกล่าวมาประยุกต์ใช้กับปัญหาพลังงานศักย์แบบฟังก์ชันเดลต้าและพลังงานศักย์แบบ
สี่เหลี่ยมมุมฉากซึ่งมีผลเฉลยแม่นตรง 

 

2. การหาฟังก์ชันคลื่นในปัญหา 1 มิติ 
ในบทความนี้ เราสนใจศึกษากลศาสตร์คลื่นของชเรอดิงเงอร์ พลศาสตร์ของอนุภาคที่มีขนาดเล็ก ๆ 

สามารถอธิบายได้ด้วยสมการชเรอดิงเงอร์ 
2 2

2

( )
( ) ( ) ( )

2

d x
V x x E x

m dx


                                       (2.1) 

โดยที่ ( )x  คือฟังก์ชันคลื่น V(x) คือพลังงานศักย์ E คือพลังงานรวมของอนุภาค และ m คือมวลของอนุภาค 
พจน์แรกอธิบายพลังงานจลน์ของอนุภาค พจน์ที่สองอธิบายพลังงานศักย์ และพจน์ที่สามอธิบายพลังงานรวมของ
อนุภาค เราสามารถเขียนสมการชเรอดิงเงอร์ใหม่ได้ดังนี้ (เพชรอาภา, 2556) 

 
2

2 2

( )
( ) ( ) 0

2d x
E V x

d

m
x

x



                                       (2.2) 

ในการแก้สมการเพื่อหาฟังก์ชันคลื่น เราจ าเป็นต้องทราบค่าพลังงานศักย์ ในบทความนี้ได้เลือกศึกษาพลังงานศักย์
แบบฟังก์ชันเดลต้าและพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมมุมฉาก 
2.1 พลังงานศักย์แบบฟังก์ชันเดลต้า 

พลังงานศักย์แบบฟังก์ชันเดลต้ามีรูปแบบดังนี้ 
( ) ( )V x x                                                    (2.3) 

โดยที่   คือค่าคงที่บวกและ ( )x  คือฟังก์ชันเดลต้าซึ่งนิยามโดย 

( )
0

x


 


  เมื่อ
เมื่อ

  
0

0

x

x




                                              (2.4) 

กราฟของฟังก์ชันเดลต้าแสดงในรูปที่ 1 
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รูปที่ 1 ฟังก์ชันเดลต้า 

 

พิจารณากรณี 0E   เรานิยามปริมาณต่าง ๆ ดังนี้ 

2

2

2mE
k   และ 

0 2

m
k


                                             (2.5) 

สมการชเรอดิงเงอร์คือ 
2

2 2

d ( ) 2
[ ( )] ( ) 0

d

x m
E x x

x


                                       (2.6) 

เมื่อ 0x   จะได้ 
2

2

2

d ( )
( ) 0

d

x
k x

x


                                                (2.7) 

ค าตอบของสมการนี้คือ 

1

2

( )
( )

( )

ikx ikx

ikx

x Ae Be
x

x Ce






  
 


  เมื่อ
เมื่อ

  
0

0

x

x




                              (2.8) 

ฟังก์ชันคลื่นมีความต่อเนื่องที่ 0x   ดังนั้น 1 2(0) (0)   นั่นคือ 
A B C                                                        (2.9) 

เนื่องจากพลังงานศักย์มีค่าเป็นอนันต์ที่ 0x   ดังนั้นอนุพันธ์ของฟังก์ชันคลื่นจึงไม่ต่อเนื่องที่จุดนี้ นั่นคือ 

0 0

d ( ) d ( )

d dx x

x x

x x
c

 

  

                                        (2.10) 

โดยที่ 0c   เราสามารถหาค่า c  ได้โดยการเขียนสมการ (2.6) ใหม่ดังน้ี 
2

2

02

d ( )
( ) 2 ( ) ( )

d

x
k x k x x

x


                                       (2.11) 

อินทิเกรตสมการข้างต้นทั้งสองข้างจาก   ถึง  
2

2

02

d ( )
d ( )d 2 ( ) ( )d

d

x
x k x x k x x x

x


  

  

                            (2.12) 

ดังนั้น 
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2

0

d ( )
( )d 2 (0)

d

x
k x x k

x


 

 

                                    (2.13) 

ให้ 0  จะได้ 

0

0 0

d ( ) d ( )
2 (0)

d dx x

x x
k

x x

 


  

                                   (2.14) 

แทนสมการ (2.8) ลงในสมการ (2.14) จะได้ 

02 ( )ikC ikA ikB k A B                                           (2.15) 

เราสามารถแก้สมการ (2.9) และสมการ (2.15) เพื่อได้ค่า B และ C ในรูปของ A  

0

0

k A
B

ik k



 และ 

0

ikA
C

ik k



                                        (2.16) 

ความน่าจะเป็นของการส่งผ่านและการสะท้อนมีค่าดังนี้ 
2

C
T

A
  และ 

2
B

R
A

                                              (2.17) 

ดังนั้น 
2

2 2

0

k
T

k k



 และ 

2

0

2 2

0

k
R

k k



                                       (2.18) 

ผลลัพธ์นี้เป็นไปตามกฎอนุรักษ์ความน่าจะเป็นที่กล่าวไว้ว่า 1T R   
2.2 พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมมุมฉาก 

พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมมุมฉากมีรูปแบบดังนี้ 

0
(

0
)

V
V x


 


  เมื่อ
เมื่อ

  
| |

| |

x a

x a




                                            (2.19) 

กราฟของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมมุมฉากแสดงในรูปที่ 2 
 

 
รูปที ่2 พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมมุมฉาก 
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พิจารณากรณี 0 0E V   เรานิยามปริมาณต่าง ๆ ดังนี้ 

2

2

2mE
k   2 0

2

2 ( )m E V
q


  และ 2 2 20

0 2

2mV
k k q                    (2.20) 

สมการชเรอดิงเงอร์คือ 
2

2 2

d ( ) 2
[ ( )] ( ) 0

d

x m
E V x x

x


                                      (2.21) 

เมื่อ x a  จะได้ 
2

2

2

d ( )
( ) 0

d

x
q x

x


                                              (2.22) 

เมื่อ x a  จะได้ 
2

2

2

d ( )
( ) 0

d

x
k x

x


                                              (2.23) 

ค าตอบของสมการเหล่านี้คือ 

1

2

3

( )

( )

( )

( )

ikx ikx

iqx iqx

ikx

x

x

x

Ae Be

x Ce De

Ee

















 

 








  
เมื่อ
เมื่อ
เมื่อ

  
x a

a x a

x a

 

  



                        (2.24) 

ฟังก์ชันคลื่นมีความต่อเนื่องที่ x a   ดังนั้น 1 2( ) ( )a a     นั่นคือ 
ika ika iqa iqaAe Be Ce De                                          (2.25) 

ฟังก์ชันคลื่นยังมีความต่อเนื่องที่ x a  ดังนั้น 2 3( ) ( )a a   นั่นคือ 
ika iqa iqaEe Ce De                                              (2.26) 

เนื่องจากพลังงานศักย์มีค่าอันตะ ดังนั้นอนุพันธ์ของฟังก์ชันคลื่นมีความต่อเนื่องที่จุดเหล่านี้เช่นกัน ที่ x a   จะ
ได้ 

ika ika iqa iqaq q
Ae Be Ce De

k k

                                       (2.27) 

ที่ x a  จะได ้

ika iqa iqaq q
Ee Ce De

k k

                                           (2.28) 

เราสามารถแก้สมการ (2.25)-(2.28) เพื่อได้ค่า B  และ E  ในรูปของ A  

  2 2 2 2

2

2 2 2 2( ) ( )

iqa iqa

ika

iqa iqa

k q e eB
e

A k q e k q e







 


  
 และ 

2

2 2 2 2

4

( ) ( )

ika

iqa iqa

E kqe

A k q e k q e




 

  
   (2.29) 

ความน่าจะเป็นของการส่งผ่านและการสะท้อนมีค่าดังนี้ 
2 2 2

2 2 4 2

0

4

4 sin (2 )

E k q
T

A k q k qa
 


 และ 

2 4 2

0

2 2 4 2

0

sin (2 )

4 sin (2 )

k qaB
R

A k q k qa
 


       (2.30) 



602 KKU Science Journal Volume 43 Number 4 Review 

 

 

ผลลัพธ์นี้เป็นไปตามกฎอนุรักษ์ความน่าจะเป็นที่กล่าวไว้ว่า 1T R   
ส าหรับพลังงานศักย์ท่ีมีรูปแบบท่ีซับซ้อนมากขึ้น การแก้สมการหาผลเฉลยแม่นตรงอาจไม่สามารถท าได้ 

จึงต้องอาศัยเทคนิคการประมาณมาช่วยในการหาค่าความน่าจะเป็นของการส่งผ่านและการสะท้อน เพชรอาภา 
(2556) ได้น าเสนอเทคนิคการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบีมาช่วยในการหาค่าเหล่านั้นในกรณีที่พลังงานศักย์มีค่า

มากกว่าพลังงานรวม  ( )V x E  ในบทความนี้จะน าเสนออีกเทคนิคหนึ่งซึ่งช่วยในการค านวณความน่าจะเป็น

ของการส่งผ่านและการสะท้อนในกรณีที่พลังงานรวมมีค่ามากกว่าพลังงานศักย์  ( )E V x  นั่นคือการหา
ขอบเขตล่างของความน่าจะเป็นของการส่งผ่าน 
 

3. การหาขอบเขตล่างของความน่าจะเป็นของการส่งผ่าน 
ในหัวข้อนี้ เป็นการน าเสนอเนื้อหาส่วนหนึ่งของบทความ (Visser, 1999; Boonserm and Visser, 

2008; Boonserm, 2009) ซึ่งเกี่ยวกับการหาขอบเขตล่างของความน่าจะเป็นของการส่งผ่าน พิจารณาสมการชเรอ
ดิงเงอร์ใน 1 มิติ 

2
2

2

d ( )
( ) ( ) 0

d

x
k x x

x


                                             (3.1) 

โดยที ่

2

2

2
( ) [ ( )]

m
k x E V x                                               (3.2) 

และ ( )V x  คือพลังงานศักย์ท่ีลู่เข้าสู่ค่าคงท่ีเมื่อ x  มีค่าเป็นบวกอนันต์หรือลบอนันต์ 
( )V x V                                                  (3.3) 

ค าตอบของสมการ (3.1) ที่ต าแหน่งระยะอนันต์คือ 

( )

ik x ik x

ik x

e e

k k
x

e

k

 



 





 







   





  
เมื่อ

เมื่อ
  

x

x





                        (3.4) 

โดยที ่

2 ( )m E V
k 




                                               (3.5) 

ความน่าจะเป็นของการสะท้อนและการส่งผ่านมีค่าดังนี้คือ 
2

R



  และ 

2
1

T


                                              (3.6) 

โดยใช้กฎการอนุรักษ์ความน่าจะเป็น ( 1)T R   จะได้ 
2 2| | | | 1                                                      (3.7) 
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ที่ต าแหน่งใด ๆ ท่ีไม่ใช่ระยะอนันต์ เราสมมติค าตอบในรูป 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

i x i xe e
x a x b x

x x

 


 



 
 

                                   (3.8) 

โดยที่ ( ) 0x   และ ( )x  เป็นจ านวนจริง ( )a x  และ ( )b x  เป็นจ านวนเชิงซ้อน ค าตอบนี้ต้องลู่เข้าสู่
ค าตอบในสมการ (3.4) เมื่อ x  มีค่าเป็นบวกอนันต์หรือลบอนันต์ นั่นคือ 

( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 0x k a x a x b x b x  
           

  (3.9) 

ในท านองเดียวกัน อนุพันธ์ของฟังก์ชันคลื่นในสมการ (3.8) ต้องลู่เข้าสู่อนุพันธ์ของฟังก์ชันคลื่นในสมการ (3.4) เมื่อ 
x  มีค่าเป็นบวกอนันต์หรือลบอนันต์ ดังนั้นจึงมีเงื่อนไขเกจ 

( ) ( )d ( ) d ( )
0

d d( ) ( )

i x i xa x b x
e e

x xx x

 

 


   

    
       

                           (3.10) 

ดังนั้นอนุพันธ์ของฟังก์ชันคลื่นในสมการ (3.8) มีค่าดังนี้ 

( ) ( )d ( )
( ) ( ) ( )

d

i x i xx
i x a x e b x e

x

 
                                  (3.11) 

น าสมการ (3.11) มาค านวณอนุพันธ์อันดับสองได้เป็น 
2 2

( ) ( ) ( ) ( )

2

2
( ) ( ) ( ) ( )

d ( ) [ ( )] 2 ( ) d ( ) ( )
( ) ( ) ( )

d d( ) ( ) ( )

[ ( )] 2 ( ) d ( ) ( )
( ) ( ) ( )

d( ) ( ) ( )

i x i x i x i x

i x i x i x i x

x x i x a x x
a x e b x e e i b x e

x xx x x

x i x b x x
a x e b x e e i a x e

xx x x

   

   

   

  

  

  

 

 

  
       

  
     




  

(3.12) 

เปรียบเทียบสมการข้างต้นกับสมการ (3.1) จะได้ 

  

  

2 ( ) 2 2 2 ( )

2 ( ) 2 2 2 ( )

d ( ) 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

d 2 ( )

d ( ) 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

d 2 ( )

i x i x

i x i x

a x
x b x e i k x x a x b x e

x x

b x
x a x e i k x x b x a x e

x x

 

 

 


 


     








    


         

(3.13) 

ส าหรับจ านวนเชิงซ้อนใด ๆ 
*

*d | ( ) | 1 d ( ) d ( )
( ) ( )

d 2 | ( ) | d d

a x a x a x
a x a x

x a x x x

 
  

 
                       (3.14) 

จากสมการ (3.13) จะได้ 
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 

  

* 2 ( ) * 2 ( )

2 2 * 2 ( ) * 2 ( )

d | ( ) | 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

d 2 | ( ) | 2 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

i x i x

i x i x

a x
x a x b x e a x b x e

x a x x

i k x x a x b x e a x b x e

 

 










  


  






            (3.15) 

จัดรูปใหม่จะได้ 

  2 2 * 2 ( )d | ( ) | 1 1
Re ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

d 2 | ( ) | 2 ( )

i xa x
x i k x x a x b x e

x a x x

 


    
 

           

(3.16) 

จากอสมการรูปสามเหลี่ยมส าหรับจ านวนเชิงซ้อนใด ๆ 
Re( ) | || |AB A B                                               (3.17) 

จะได้ 
d | ( ) |

( ) | ( ) |
d

a x
x b x

x
                                            (3.18) 

โดยที ่
2

2 2 2[ ( )] ( ) { ( )}
( )

2 | ( ) |

x k x x
x

x

 




    



                             (3.19) 

เรานิยามฟังก์ชันใหม่ซึ่งมีค่าบวกเสมอดังน้ี ( ) | ( ) |h x x  ดังนั้น 
2

2 2 2[ ( )] ( ) ( )
( )

2 ( )

h x k x h x
x

h x


    
                                 (3.20) 

จากสมการ (3.7) จะได ้
2 2| ( ) | | ( ) | 1a x b x                                               (3.21) 

ดังนั้น 

2d | ( ) |
( ) ( ) 1

d

a x
x a x

x
                                          (3.22) 

อินทิเกรตอสมการข้างต้นจะได้ 

1cosh | ( ) | ( )d

i

f

i

f
x

x

x

x

a x x x                                           (3.23) 

ใช้เงื่อนไขในสมการ (3.9) เมื่อ ix   และ 
fx   จะได้ 

1cosh | | ( )dx x 






                                             (3.24) 

ดังนั้น 
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| | cosh ( )dx x 




 
  

 
                                            (3.25) 

จากสมการ (3.6) เราจะได้ 

2sech ( )dT x x




 
  

 
                                            (3.26) 

อินทิกรัลด้านขวามือของอสมการ (3.26) คือค่าต่ าสุดที่เป็นไปได้ของค่าความน่าจะเป็นของการส่งผ่าน ดังนั้น
อสมการนี้จึงให้ค่าขอบเขตล่างของความน่าจะเป็นของการส่งผ่าน 
 

4. การประยุกต์ใช้เทคนิคในการหาฟังก์ชันคลื่นในพลังงานศักย์แบบต่าง ๆ 
4.1 พลังงานศักย์แบบฟังก์ชันเดลต้า 

จากอสมการ (3.26) ขอบเขตล่างของความน่าจะเป็นของการส่งผ่านส าหรับพลังงานศักย์แบบฟังก์ชัน
เดลต้ามีค่า 

2
2 2 2

02
[ ( )] 2 ( ) ( )

sech d
2 ( )

h x k k x h x
T x

h x





 
      


 
  

                     (4.1) 

เลือก ( )h x k  ดังนั้น 

 
2

02 2 2 20 0 0
2 ( ) | 2 ( ) | ( )

sech d sech d sech d sech
2 2

k x k x k x k
T x x x

k k k k

  
  

  

                      
 

  

 (4.2) 

เมื่อน าผลเฉลยแม่นตรงที่ได้จากสมการ (2.17) มาเปรียบเทียบกับขอบเขตล่างในอสมการ (4.2) นี้ ได้ผลลัพธ์ดัง
แสดงในรูปที่ 3 
 

 
รูปที่ 3 กราฟแสดงการเปรียบเทียบความน่าจะเป็นของการส่งผ่านที่เป็นผลเฉลยแม่นตรงกับขอบเขตล่างในกรณี

พลังงานศักย์แบบฟังก์ชันเดลต้า 
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กราฟนี้ได้แสดงว่าผลเฉลยแม่นตรง (2.17) มีค่ามากกว่าค่าขอบเขตล่างที่ปรากฏในอสมการ (4.2) นั่นคือ
อสมการ (3.26) เป็นจริง นอกจากนี้ รูปที่ 3 ได้แสดงว่า ในกรณีของผลเฉลยแม่นตรง ความสัมพันธ์ระหว่างความ
น่าจะเป็นของการส่งผ่านและค่าพลังงานของอนุภาคเหมือนกันกับในกรณีของค่าขอบเขตล่าง นั่นคือ ความน่าจะ
เป็นของการส่งผ่านมีค่ามากขึ้นเมื่อพลังงานของอนุภาคมีค่ามากขึ้น ดังนั้น อสมการ (4.2) สามารถใช้อธิบาย
คุณสมบัติเชิงคุณภาพของการกระเจิงของอนุภาคในพลังงานศักย์แบบฟังก์ชันเดลต้าได้ 
4.2 พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมมุมฉาก 

จากอสมการ (3.26) ขอบเขตล่างของความน่าจะเป็นของการส่งผ่านส าหรับพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมมุม
ฉากมีค่า 

2 2
2 2 2 2 2 2

2
[ ( )] ( ) [ ( )] ( )

sech d d
2 ( ) 2 ( )

a a

a

h x k h x h x q h x
T x x

h x h x



 

        




 








   

   

2
2 2 2[ ( )] ( )

d
2 ( )

a

h x k h x
x

h x




     





                                                              

(4.3) 

เลือก ( )h x k  ดังนั้น 

 
2

2 2 2 2 2 2
2 2 2

2

02sech d sech d sech 2 sech
2 2 2

a a

a a

q k q k k q
T x

k a

k
x a

k k k
 

  
 

     
      

 
        

 

 (4.4) 

เมื่อน าผลเฉลยแม่นตรงที่ได้จากสมการ (2.29) มาเปรียบเทียบกับขอบเขตล่างในอสมการ (4.4) นี้ ได้ผลลัพธ์ดัง
แสดงในรูปที่ 4 
 

 
รูปที่ 4 กราฟแสดงการเปรียบเทียบความน่าจะเป็นของการส่งผ่านที่เป็นผลเฉลยแม่นตรงกับขอบเขตล่างในกรณี

พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมมุมฉาก 
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กราฟนี้ได้แสดงว่าผลเฉลยแม่นตรง (2.29) มีค่ามากกว่าค่าขอบเขตล่างที่ปรากฏในอสมการ (4.4) นั่นคือ
อสมการ (3.26) เป็นจริง นอกจากนี้ รูปที่ 4 ได้แสดงว่า ในกรณีของผลเฉลยแม่นตรง ความสัมพันธ์ระหว่างความ
น่าจะเป็นของการส่งผ่านและค่าพลังงานของอนุภาคเหมือนกันกับในกรณีของค่าขอบเขตล่าง นั่นคือ ความน่าจะ
เป็นของการส่งผ่านมีค่ามากข้ึนเมือ่พลังงานของอนุภาคมีค่ามากขึ้น ดังนั้น อสมการ (4.4) สามารถใช้อธิบาย
คุณสมบัติเชิงคณุภาพของการกระเจิงของอนุภาคในพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมมุมฉากได้ 
 

5. บทสรุป 
กลศาสตร์ควอนตัมสามารถใช้อธิบายปรากฏการณ์ของอนุภาคขนาดเล็ก ๆ ได้ เช่น อะตอม โมเลกุล เป็น

ต้น ในขณะที่ฟิสิกส์แบบดั้งเดิมไม่สามารถอธิบายได้ รากฐานของกลศาสตร์ควอนตัมมีสองแบบคือ  กลศาสตร์- 
เมทริกซ์และกลศาสตร์คลื่น ในบทความนี้ได้ศึกษากลศาสตร์คลื่นซึ่งพิจารณาว่าอนุภาคประพฤติตัวเป็นคลื่นตาม
สมมติฐานของเดอบรอยส์ สมการที่ใช้อธิบายคลื่นดังกล่าวคือสมการชเรอดิงเงอร์ 

นอกจากนี้ยังได้แสดงการหาฟังก์ชันคลื่นในปัญหา 1 มิติโดยการหาผลเฉลยแม่นตรงของสมการชเรอดิง
เงอร์ในกรณีพลังงานศักย์แบบฟังก์ชันเดลต้าและพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมมุมฉาก  และน ามาค านวณหาความ
น่าจะเป็นของการส่งผ่านและการสะท้อน นอกจากนั้นยังได้น าเสนอการหาขอบเขตล่างของความน่าจะเป็นของการ
ส่งผ่านและน ามาประยุกต์ใช้ในปัญหาพลังงานศักย์แบบฟังก์ชันเดลต้าและพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมมุมฉาก พบว่า
ความน่าจะเป็นของการส่งผ่านที่หาจากผลเฉลยแม่นตรงของฟังก์ชันคลื่นมีความสอดคล้องกับขอบเขตล่างของ
ความน่าจะเป็นของการส่งผ่าน 

ขอบเขตล่างของความน่าจะเป็นของการส่งผ่าน สามารถน ามาใช้อธิบายคุณสมบัติเชิงคุณภาพของ
ปรากฏการณ์การกระเจิงต่าง ๆ ในกลศาสตร์ควอนตัม โดยเฉพาะอย่างยิ่ง ในปัญหาที่ไม่สามารถหาผลเฉลยแม่น
ตรงได้ 
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