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สมบัติและตัวอยางท่ีสําคัญของเมทริกซยูนิแทรี 

Significant Properties and Examples of Unitary Matrices 
ภัทราวุธ จันทรเสงี่ยม1*  และ  อานนท พลอยมุกดา1 

 

บทคัดยอ 

บทความวิชาการน้ีนําเสนอสมบัติและตัวอยางที่สําคัญของเมทริกซยูนิแทรี โดยแสดงเง่ือนไขตาง ๆ ที่

สมมูลกันของเมทริกซยูนิแทรี ซ่ึงประกอบดวยเง่ือนไขทางพีชคณิต เง่ือนไขที่เก่ียวกับภาวะเชิงตั้งฉาก ผลคูณภายใน 

นอรม และคาลักษณะเฉพาะ เราพิจารณากรุปของเมทริกซยูนิแทรีและกรุปยอยตาง ๆ ที่สําคัญ ตัวอยางของ 

เมทริกซยูนิแทรีที่มีการใชงานจริงไดแก การหมุน การสะทอน การสะทอนเฮาสโฮลเดอร และเมทริกซที่แทนประตู

ควอนตัม 
 

ABSTRACT 

This article surveys significant properties and examples of unitary matrices. Various 

characterizations of unitary matrices, involving algebraic properties and properties related to 

orthogonality, inner products, norms and eigenvalues, are provided. We consider groups of 

unitary matrices and their important subgroups. Practical examples of unitary matrices are 

rotations, reflections, Householder reflections and matrices which represent quantum gates. 
 

คําสําคัญ: เมทริกซยูนิแทรี  ผลคูณภายใน  นอรม  การสะทอนเฮาสโฮลเดอร 

Keywords: Unitary matrix, Inner product, Norm, Householder reflection 
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บทนํา 

เมทริกซ A  ขนาด n n  ที่มีสมาชิกเปนจํานวนเชิงซอนจะเรียกวาเมทริกซยูนิแทรี (unitary matrix) ก็

ตอเม่ือ  A A I  โดย    T
A A  เมทริกซยูนิแทรีขนาด 1×1 คือ จํานวนเชิงซอนที่มีขนาด (คาสัมบูรณ) เปน 1 

ดังน้ันแนวคิดของเมทริกซยูนิแทรีจึงเปนการขยายแนวคิดของจํานวนเชิงซอนที่มีขนาดเปน 1 ไปสูมิติใด ๆ สมบัติ

ของเมทริกซยูนิแทรีสามารถศึกษาไดจาก (DePrima and Johnson, 1974; Furuta, 2001; Horn, 1990; 

Zhang, 2011) 

ในบทความวิชาการน้ี เรารวบรวมสมบัติตาง ๆ ที่สําคัญของเมทริกซยูนิแทรีจากงานวิจัยและเอกสาร

ตางๆ โดยแสดงเง่ือนไขที่สมมูลกันสําหรับเมทริกซยูนิแทรีจํานวนทั้งส้ิน 16 เง่ือนไข ซ่ึงประกอบดวยเง่ือนไขทาง

พีชคณิต เง่ือนไขที่เก่ียวกับภาวะเชิงตั้งฉาก (orthogonality) เง่ือนไขที่เก่ียวกับนอรมและผลคูณภายใน และ

เง่ือนไขที่เก่ียวกับคาลักษณะเฉพาะ วิธีพิสูจนการสมมูลกันของเง่ือนไขเหลาน้ีแตกตางจากเอกสารตนฉบับ 

บทความน้ียังพิจารณาโครงสรางเชิงพีชคณิตของเซตของเมทริกซยูนิแทรี โดยเซตดังกลาวเปนกรุปยอย 

(subgroup) ของกรุปเชิงเสนทั่วไป (general linear group) เราพิจารณากรุปของเมทริกซตางๆที่เก่ียวของ เชน 

กรุปของเมทริกซเรียงสับเปล่ียนและกรุปของเมทริกซเชิงตั้งฉาก ตัวอยางที่สําคัญของเมทริกซยูนิแทรี ไดแก การ

สะทอนและการหมุน ซ่ึงมีการประยุกตในทางเรขาคณิตและคอมพิวเตอรกราฟก การแปลงเชิงเสนแบบหน่ึงที่

เรียกวา การสะทอนเฮาสโฮลเดอร (Householder reflection) เปนเมทริกซยูนิแทรีที่มีบทบาทสําคัญในพีชคณิต

เชิงเสนเชิงตัวเลข (numerical linear algebra) (Trefethen and Bau III, 1997) นอกจากน้ันเราไดใหตัวอยาง

ของเมทริกซยูนิแทรีที่มีการประยุกตในกลศาสตรควอนตัม 

 

ความรูพ้ืนฐานในทฤษฎีเมทริกซ 

สําหรับ   หรือ   ให  ,m nM   แทนเซตของเมทริกซขนาด m n  ที่มีสมาชิกอยูใน   เพื่อ

ความสะดวกเราให  nM   แทน  n nM ,   เราเขียนแทนเซตของคาลักษณะเฉพาะทั้งหมดของ   nA M  

ดวย   A  เราเขียน   1diag ,..., n  แทนเมทริกซทแยงมุมที่มีสมาชิกในแนวทแยงมุมหลักเปน  1 , ..., n  

ตามลําดับ 

บทนิยามท่ี 1 ผลคูณภายใน (inner product) ของ    T T n

n nx x x x y y y y1 2 1 2[ ] , [ ]  นิยามโดย 




 

n

i i
i

x y y x x y
1

,  

เรากลาววา x  ต้ังฉากกับ y  ก็ตอเม่ือ x y, 0  เรานิยามนอรมของ x  โดย x x x,
 

บทนิยามท่ี 2 ผลคูณภายในของ      n n nx x x x y y y y M1 2 1 2 1,[ ], [ ]  นิยามโดย  




 

n

i i
i

x y xy x y
1

,  

เรากลาววา x  ต้ังฉากกับ y  ก็ตอเม่ือ x y, 0  เรานิยามนอรมของ x  โดย x x x,
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บทนิยามท่ี 3 เซตเชิงต้ังฉาก (orthogonal set) คือ เซตที่แตละสมาชิกตั้งฉากกับสมาชิกอ่ืนๆ และเซตเชิงต้ังฉาก

ปรกติ (orthonormal set) คือ เซตเชิงตั้งฉากที่แตละสมาชิกมีนอรมเปน 1  

บทนิยามท่ี 4 นอรมของยุคลิด (Euclidean norm) ของ  
, 1

n

ij ni j
A a M


     นิยามโดย
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 

1 2

2

, 1

| |
n

ij
i j
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บทนิยามท่ี 5 เมทริกซ   nA M  จะเรียกวา เมทริกซปรกติ (normal matrix) ก็ตอเม่ือ  A A AA  เมทริกซ 

  nA M  จะเรียกวา เมทริกซยูนิแทรี ก็ตอเม่ือ  A A I  และเมทริกซ   nA M  จะเรียกวา เมทริกซเชิง

ต้ังฉาก (orthogonal matrix) ก็ตอเม่ือ TA A I  

ทฤษฎีบทท่ี 1 ทฤษฎีบทการทําเปนเมทริกซแบบสามเหล่ียมของเชอร (Schur’s triangularization theorem) 

สําหรับแตละ   nA M  จะมีเมทริกซแบบสามเหล่ียมบน T  และเมทริกซยูนิแทรี U  ที่ทําให  U AU T  โดย

สมาชิกในแนวทแยงมุมหลักของ T  คือคาลักษณะเฉพาะของ A  

ทฤษฎีบทท่ี 2 ทฤษฎีบทเชิงสเปกตรัมสําหรับเมทริกซปรกติ (spectral theorem for normal matrices)    

เมทริกซ   nA M  ซ่ึง       nA 1 , ...,  จะเปนเมทริกซปรกติก็ตอเม่ือมีเมทริกซยูนิแทรี U  ที่ทําให 

   nU AU*

1diag , ...,  

 

เง่ือนไขท่ีสมมูลกันของเมทริกซยูนิแทรี 

หัวขอน้ีกลาวถึงลักษณะสมบัติของเมทริกซยูนิแทรี โดยแสดงเง่ือนไขตางๆ 16 เง่ือนไขที่สมมูลกัน 

นอกจากน้ีเราไดวาเมทริกซเชิงตั้งฉากมีสมบัติการคงสภาพมุม 

ทฤษฎีบทท่ี 3 ให   nU M  จะไดวาขอความตอไปน้ีสมมูลกัน 
(1) U  เปนเมทริกซยูนิแทรี 

(2) U  หาผกผันได โดย  U U1  

(3)  UU I ….. 

(4) U  เปนเมทริกซยูนิแทรี 

(5) U I. . . .  เม่ือ U f U. . . . ( )  โดย  f : , f z z( )  

(6) การแปลงเชิงเสน  n nL :. . , L x Ux( )  เปนตัวดําเนินการยูนิแทรี น่ันคือ  L L I  เม่ือ L  คือ 

ผูกพัน (adjoint) ของ L  

(7) เซตของคอลัมนทั้งหมดของ U  เปนเซตเชิงตั้งฉากปรกติ (ซ่ึงเปนฐานเชิงตั้งฉากปรกติ เพราะมีสมาชิก 

n  เวกเตอร) 

(8) เซตของแถวทั้งหมดของ U  เปนเซตเชิงตั้งฉากปรกติ (ซ่ึงเปนฐานเชิงตั้งฉากปรกติ เพราะมีสมาชิก n  

เวกเตอร) 

(9) Ux x  สําหรับทุก nx  

(10) Ux Uy x y, ,  สําหรับทุก nx y,  
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(11) U  สงเซตเชิงตั้งฉากปรกติใน n  ไปเปนเซตเชิงตั้งฉากปรกติใน n  น่ันคือ ถา   n
kx x x1 2, , ...,  

เปนเซตเชิงตั้งฉากปรกติ แลว  kUx Ux Ux1 2, , ...,  เปนเซตเชิงตั้งฉากปรกติ 

(12) U  สงฐานเชิงตั้งฉากปรกติใน n  ไปเปนฐานเชิงตั้งฉากปรกติใน n  

(13) U  เขียนไดในรูป U VDV  เม่ือ   nD M  เปนเมทริกซทแยงมุมที่มีสมาชิกในแนวทแยงมุมหลักมี

ขนาดเปน 1  และ   nV M  เปนเมทริกซยูนิแทรี 

(14) U  เปนเมทริกซปรกติที่ทุกคาลักษณะเฉพาะมีขนาดเปน 1  

(15) ทุกคาลักษณะเฉพาะของ U  มีขนาดเปน 1  และ Ux x  สําหรับทุก nx  

(16) U  หาผกผันได โดย opU. . 1  และ  
op

U 1. . . .1  เม่ือ 
 




n
x

op

Ax
A

x
{0 }

sup  สําหรับแตละ 

  nA M  

บทพิสูจน เห็นไดชัดวา (1)  (4) สมมูลกัน 

(1) (5) เม่ือ     f z z zz 1/2. . . . . .  จะได     U f U U U
1/2

. . . . . .  ดังน้ัน  U U I  ก็ตอเม่ือ U I  

(3) (8) ให iu  เปนแถวที่ i  ของ U  สําหรับแตละ i n1,2, ...,   ถา  UU I  จะไดวา i ju u * 1  สําหรับ 

i j  และ i ju u * 0 สําหรับ i j  ดังน้ัน (3) (8) ในทํานองเดียวกัน ถาเซตของแถวของ U เปนเซตเชิงตั้งฉาก

ปรกติ จะไดวา   U U I  ดังน้ัน (8) (3) 

(1) (10) สําหรับแตละ nx y,  จะไดวา 

         Ux Uy Uy Ux y U Ux y x x y, ,  

(10) (6) สมมติวา U  เปนเมทริกซยูนิแทรี สําหรับแตละ nx y,  จะไดวา  

   L L x y L x L y Ux Uy x y( ), ( ), ( ) , , .   

น่ันคือ  L L I  

(6) (1) ให B  เปนฐานอันดับมาตรฐาน (standard ordered basis) ของ n  จะไดวา   BU L  ดังน้ัน 

                  B B B B B BU U L L L L L L I I.  

(10) (9) สําหรับแตละ nx  จะไดวา   Ux Ux Ux x x x2 2, ,  น่ันคือ Ux x  

(9) (15) ให    U  โดยมี x  เปนเวกเตอรลักษณะเฉพาะที่สอดคลอง จะไดวา 

    x Ux x x  

ดังน้ัน
 
  1  (เพราะ x 0 ) 
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(15) (1) โดยทฤษฎีบทที่ 1 เขียน 
U VTV เม่ือ V เปนเมทริกซยูนิแทรีและ T เปนเมทริกซแบบสามเหล่ียมบน 

โดย
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ซ่ึง  i 1  สําหรับทุก  i n1,2, ,  ให iv  เปนคอลัมนที่ i  ของ V  สําหรับแตละ  i n1,2, ,  พิจารณา 

    
T

n nx Ve V v0 0 1  จะไดวา 








      

 
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


n

n

n n n in i n n
in n

n

t

v x Ux VTe v v v t v v
t

1

1

1 2
11,

1
 

เน่ืองจากแตละ 
iv  ตั้งฉากกัน โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัสจะได

  
 

 
   

n n

in i n n in i n n
i i

t v v t v v
21 1 2 2 2 2

1 1   
 




 

n

in
i

t
1 2

1

1

 
ดังน้ัน int 0  สําหรับทุก i n  

ในทํานองเดียวกัน โดยการเลือกเวกเตอร x  ที่เหมาะสม จะไดวา ijt 0
 
สําหรับทุก i j  น่ันคือ T  

เปนเมทริกซทแยงมุม จะได  T T I  และ 

         =U U VT V VTV VT TV V V I   

(10) (11) (12) เห็นไดชัด 

(12) (7) ให iu  เปนคอลัมนที่ i  ของ U  และ   nE e e e1 2, , ...,  โดยที่ ie  เปนเวกเตอรใน n  ที่มีสมาชิกตัว

ที่ i  เปน 1  สวนสมาชิกตัวอ่ืนเปน 0  

เน่ืองจาก E  เปนเซตเชิงตั้งฉากปรกติ และ j jUe u  เปนคอลัมนที่ j  ของ U  ดังน้ัน เซตของคอลัมน

ของ U  เปนเซตเชิงตั้งฉากปรกติ 

(7) (1) การพิสูจนเปนไปในทํานองเดียวกับการพิสูจน (8) (3) 
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(1) (13) โดยทฤษฎีบทที่ 1 จะมีเมทริกซยูนิแทรี   nV M  ที่ทําให 
V UV T  เม่ือ   ijT t. .  เปนเมทริกซ

แบบสามเหล่ียมบน ซ่ึงจะเห็นไดวา  T T TT  เน่ืองจาก     T U  จะไดวาสมาชิกในแนวทแยงมุมหลัก

ของ T  มีขนาดเปน 1  พิจารณาสมาชิกตําแหนงที่  1,1  ของ T T  และ TT  จะไดวา 


  

n

j j
j

t t t t t t11 11 11 11 1 1
2

 

ดังน้ัน 



n

j
j

t
2

1
2

0  น่ันคือ jt1 0  สําหรับทุก j n2,3,...,   

พิจารณาสมาชิกตําแหนงที่  2,2  ของ T T  และ TT  จะไดวา 


  

n

j j
j

t t t t t t22 22 22 22 2 2
3

 

ดังน้ัน 



n

j
j

t
2

2
3

0  น่ันคือ jt2 0  สําหรับทุก j n3,4, ...,  ทําเชนน้ีไปเรื่อย ๆ จะได ijt 0  สําหรับทุก i j  

น่ันคือ T  เปนเมทริกซทแยงมุม 

(13) (1) โดย (13) จะไดวา 

               U U VDV VDV VD V VDV VD DV V V I 
 

ดังน้ัน U  เปนเมทริกซยูนิแทรี 

(13) (14) จาก 
U VDV  จะไดวา     U D  น่ันคือ ทุกคาลักษณะเฉพาะของ U  มีขนาดเปน 1  

ยิ่งกวาน้ัน 

           
   =U U VD V VDV VD DV VDD V VDV VD V UU  

(14) (13) ไดจากทฤษฎีบทเชิงสเปกตรัมสําหรับเมทริกซปรกต ิ 

(1) (16) สมมติวา 
U U I  จะไดวา U 1  เปนเมทริกซยูนิแทรี เน่ืองจาก (1) (9) จะไดวา 

     

  
 n n

x x
op

Ux x
U

x x0 0

sup sup 1  

    
     




  
 n n

x x
op

U x x
U

x x0 0

1

1 sup sup 1  

(16) (1) สมมติวา opU. . 1  และ  
op

U 1. . . .1  สําหรับแตละ nx  จะได 
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  U U x
21
         U U x U U x1 1,  

                       
    U x U x U x U x1, ,     U x U x U x U x1 1 1, ,  

   
  U x x UU x

2 1,   UU x x U x
21 1,  

   
  

op
U x x x

2 2 2. 2
 


op

U x1 .2 2
 

    opU x x2 2. 22  
op

U x1 .2 2  

    0  

ดังน้ัน    U U x1 0  สําหรับทุก nx  น้ันคือ  
U U 1

 

บทแทรกท่ี 1 ให   nU M  เปนเมทริกซยูนิแทรี จะไดวา det 1U   

บทพิสูจน ให        nU 1 2, , ...,  โดยทฤษฎีบทที่ 3 จะไดวา  i 1  สําหรับทุก i  ดังน้ัน 

1 1

det 1
n n

i i
i i

U  
 

     

บทนิยามท่ี 6 สําหรับ   nx y, 0  นิยามมุม (angle) ระหวาง x  กับ y  โดย 

   


 
  

 
x y

x y

x y

1
,

,
cos 0,  

นิยามดังกลาวนิยามดีแลวเน่ืองจาก  x y x y,
 
สําหรับทุก nx y,  

บทแทรกท่ี 2 เมทริกซเชิงตั้งฉากมีสมบัติคงสภาพมุม น่ันคือ สําหรับแตละเมทริกซเชิงตั้งฉาก   nU M  จะได

วา  x y Ux Uy, ,  สําหรับทุก   nx y, 0  

บทพิสูจน สําหรับแตละ   nx y, 0  โดยทฤษฎีบทที่ 3 จะไดวา 


 

Ux Uy x y

Ux Uy x y

, ,
 

ดังน้ัน  x y Ux Uy, ,  

ทฤษฎีบทท่ี 4 ทุกเมทริกซยูนิแทรี U  สามารถเขียนในรูปแบบ   U V W
1

2
 เม่ือ V  และ W  เปนเมทริกซซ่ึง 

 V W 1  โดย . .  คือ นอรมของยคุลิด 

บทพิสูจน ดูเอกสารอางอิง (Li and Poon, 2002) 

กรุปของเมทริกซยูนิแทรี 
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สําหรับ         หรือ   ให  GL n,  เปนเซตของเมทริกซขนาด n n  ที่มีสมาชิกอยูในฟลด   ซ่ึง

หาผกผันได จะไดวา  GL n,  เปนกรุปภายใตการคูณเมทริกซ เซตยอยที่สําคัญของ  GL n,  มีดังน้ี 

 nU  คือ เซตของเมทริกซยูนิแทรีขนาด n n  

nSU  คือ เซตของเมทริกซยูนิแทรีขนาด n n  ที่มีตัวกําหนดเปน 1  

nO  คือ เซตของเมทริกซเชิงตั้งฉากขนาด n n  ที่เปนสมาชิกของ  nM  

nSO  คือ เซตของเมทริกซเชิงตั้งฉากขนาด n n  ที่เปนสมาชิกของ  nM  ซ่ึงมีตัวกําหนดเปน 1  

ทฤษฎีบทท่ี 5 

1) nSO  เปนกรุปยอยปรกติ (normal subgroup) ของ nO  

2) nO  เปนกรุปยอยของ  GL n,  

บทพิสูจน จะเห็นวา  n nI SO O  ให  nU V O,  จะไดวา 

   

        

  

  

T T TT

T T T

UV UV V U UV V V I

U U U U UU I
1 11 1 1

  

น่ันคือตัวผกผันและผลคูณระหวางเมทริกซเชิงตั้งฉากเปนเมทริกซเชิงตั้งฉาก ดังน้ัน nO เปนกรุปยอยของ  GL n,  

เม่ือพิจารณารวมกับสมบัติของตัวกําหนดที่วา     AB A Bdet det det  และ     A A1 1det det สําหรับ

ทุกเมทริกซ  A B GL n, ( , )  จะไดวา nSO  เปนกรุปยอยปรกติของ nO  

ทฤษฎีบทท่ี 6 

1) nSU  เปนกรุปยอยปรกติของ nU  

2) nU  เปนกรุปยอยของ  GL n,  

บทพิสูจน พิสูจนในทํานองเดียวกับทฤษฎีบทที่ 5 

ทฤษฎีบทท่ี 7 

1)  nSO  เปนกรุปยอยของ nSU  

2) nO  เปนกรุปยอยของ nU  

บทพิสูจน เห็นไดชัด 

ตัวอยางท่ี 1 SU2  เปนกรุปยอยของ  GL 2,  และมีสมาชิกอยูในรูปแบบ 
 
  

u v

v u
 เม่ือ u v,  โดยที่ 

 u v2 2 1  

บทนิยามท่ี 7 เมทริกซ   nP M  จะเรียกวาเปนเมทริกซเรียงสับเปล่ียน (permutation matrix) ก็ตอเม่ือ

สมาชิกในแตละตําแหนงของ P  เปน 0  หรือ 1  โดยแตละแถวและแตละคอลัมนจะมี 1  อยูเพียงตัวเดียวเทาน้ัน 

น่ันคือ P  ไดจากการสลับที่ระหวางแถวตาง ๆ ของเมทริกซเอกลักษณ ซ่ึงหมายความวามีเมทริกซมูลฐาน 

kE E E1 2, ,...,  ที่ทําให 
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  kP E E E1 2  

โดยแตละ iE  เกิดจากการสลับที่ระหวางสองแถวของเมทริกซเอกลักษณ 

เน่ืองจาก    iEdet 1  จะได       k
kP E E E1 2det det 1  ดังน้ัน 

    
    

TT T T T
k k kP E E E E E E E E E P1 1 1 1

2 1 2 1 1 2  

น่ันคือ   TP P1
 ยิ่งกวาน้ันสังเกตวา 

T

i iE E  ดังน้ัน P 1  เปนผลคูณของเมทริกซมูลฐานที่ไดจากการสลับที่

ระหวางสองแถวของเมทริกซเอกลักษณ น่ันคือ 
P 1 เปนเมทริกซเรียงสับเปล่ียน 

ให P  และ Q  เปนเมทริกซเรียงสับเปล่ียน  จะไดวามีเมทริกซมูลฐาน iE  และ jF  ซ่ึงเกิดจากการสลับที่

ระหวางสองแถวของเมทริกซเอกลักษณ สําหรับแตละ  i k1  และ  j m1  ที่ทําให 

  kP E E E1 2   และ   mQ F F F1 2  

จะได 

    k mPQ E E E F F F1 2 1 2  

น่ันคือ PQ  เปนผลคูณของเมทริกซมูลฐานที่เกิดจากการสลับที่ระหวางสองแถวของเมทริกซเอกลักษณ ดังน้ัน PQ  
เปนเมทริกซเรียงสับเปล่ียน 

ทฤษฎีบทท่ี 8 ทุกเมทริกซเรียงสับเปล่ียนเปนเมทริกซเชิงตั้งฉากและเซตของเมทริกซเรียงสับเปล่ียนขนาด n n  

เปนกรุปยอยของ nO  

 

ตัวอยางท่ีสําคญัของเมทริกซยูนิแทรี 

หัวขอน้ีจะกลาวถึงตวัอยางที่สําคัญของเมทริกซยูนิแทรี 

ตัวอยางท่ี 2 การหมุนบนระนาบ (plane rotation) 

ให    n nU i j; , :  เปนการหมุนบนระนาบพิกัดที่ i  กับพิกัดที่ j  โดยหมุนเวกเตอรบนระนาบน้ี

ดวยมุม   [0,2 )  ในทิศทวนเข็มนาฬิกา โดยพิกัดอ่ืนอีก n 2  พิกัดยังเหมือนเดิม โดย  U i j; ,  ไดจาก    

เมทริกซเอกลักษณ โดยแทนสมาชิกตําแหนงที่  i i,  และ  j j,  ดวย cos  รวมทั้งแทนสมาชิกตําแหนงที่ 

 i j,  และ  j i,  ดวย sin  และ sin  ตามลําดับ จะเห็นไดวา  U i j; ,  เปนเมทริกซยูนิแทรี 

ตัวอยางท่ี 3 การสะทอน (reflection) 

พิจารณาเมทริกซที่แทนการสะทอนแบบตาง ๆ ตอไปน้ี 





 
 
 
 
 

U1

1 0 0

0 1 0

0 0 1
    

 

 
 
 
 
 

U2

1 0 0

0 1 0

0 0 1
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



 
 
 
 
 

U3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

    



 



 
 
 
 
 

U4

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 

เมทริกซ U1  เปนการสะทอนเทียบกับแกน X  เมทริกซ U2  เปนการสะทอนเทียบกับแกน Y  เมทริกซ U3  เปน

การสะทอนเทียบกับแกน Z  และเมทริกซ U4  เปนการสะทอนเทียบกับจุดกําเนิด  ซ่ึงเมทริกซเหลาน้ีเปนเมทริกซ

ยูนิแทรี 

ตัวอยางท่ี 4 การสะทอนเฮาสโฮลเดอร  

ให   nw 0  และ  t w w
1

2  พิจารณาเมทริกซ wU  ที่นิยามโดย  

 wU I tww  

จะไดวา wU  เปนเมทริกซยูนิแทรี ยิ่งกวาน้ัน 

1.    wU x x  สําหรับทุก  x span w  น่ันคือ wU ทําหนาที่ เปนตัวดําเนินการสะทอนบนปริภูมิยอย

 span w  

2.   wU x x  สําหรับทุก x  ที่ตั้งฉากกับ w  น่ันคือ wU  ทําหนาที่เปนตัวดําเนินการเอกลักษณบนปริภูมิยอย

ที่ประกอบดวยเวกเตอรทั้งหมดที่ตั้งฉากกับ w  

เราอาจเลือก w  ที่สอดคลองกับ w 1  ในกรณีน้ีจะได t 2  เราเรียก wU  วาการสะทอนเฮาสโฮลเดอรหรือ

การแปลงเฮาสโฮลเดอรเทียบกับ w  ซ่ึงถูกนําเสนอครั้งแรกในงานวิจัย (Householder, 1958) 

ตัวอยางท่ี 5 เมทริกซยูนิแทรีในทางกลศาสตรควอนตัม 

ในทางกลศาสตรควอนตัม แบบจําลองวงจรควอนตัม (quantum circuit model) สรางจากประตู

ควอนตัม (quantum gate) เชนเดียวกับการที่ประตูสัญญาณตรรกะ (logic gate) เปนสวนประกอบพื้นฐานของ

วงจรดิจิตอล ประตูควอนตัมตาง ๆ สามารถแทนไดดวยเมทริกซยูนิแทรี ดังน้ี 

 Pauli-X gate :    
 
 
 

0 1

1 0
                  Phase shift gate :   

 
 
  

ie

1 0

0
 

เม่ือ   

 Pauli-Y gate :   
 

 
 
 

i

i

0

0
          Hadamard gate :

   


 
 
 

1 11

1 12
 

 Pauli-Z gate :   
 



 
 
 

1 0

0 1
 

Swap gate แทนไดดวยเมทริกซขนาด 4×4 ที่ไดจากการสลับแถวที่ 2 กับแถวที่ 3 ของเมทริกซ

เอกลักษณ 

Controlled gate แทนไดดวยเมทริกซขนาด 4×4 ที่ไดจากการสลับแถวที่ 3 กับแถวที่ 4 ของเมทริกซ

เอกลักษณ  
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Fredkin gate แทนไดดวยเมทริกซขนาด 8×8 ที่ไดจากการสลับแถวที่ 6 กับแถวที่ 7 ของเมทริกซ

เอกลักษณ 

Toffoli gate แทนไดดวยเมทริกซขนาด 8×8 ที่ไดจากการสลับแถวที่ 7 กับแถวที่ 8 ของเมทริกซ

เอกลักษณ 
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