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สมการเชิงฟังก์ชันที่มีผลเฉลยเป็นฟังก์ชันตรีโกณมิติ 
Functional Equations with Trigonometric Function Solutions 

จรินทร์ทิพย์ เฮงคราวิทย์ 1 

 
บทคัดย่อ 

บทความนีไ้ด้ศึกษาปัญหาการจ าแนกฟังก์ชันตรีโกณมิติ โดยใช้เทคนิคของแคนแนพพัน ในปี ค.ศ. 2003 
ซึ่งได้หาผลเฉลยของสมการเชิงฟังก์ชันที่มีลักษณะคล้ายคลึงกับเอกลักษณ์บางเอกลักษณ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติ 
กล่าวคือ ฟังก์ชันโคไซน์และฟังก์ชันไซน์ ได้แก่ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x y f x f y g x g y    เมื่อฟังก์ชันค าตอบที่พิจารณา
เป็นฟังก์ชันท่ีส่งจากกรุปใด ๆ ไปยังเซตย่อยของเซตของจ านวนเชิงซ้อนโดยไม่มีเงื่อนไขใด ๆ เราใช้เทคนิคของแคน
แนพพันเพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงฟังก์ชัน ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x y f x f y g x g y    ซึ่งเมื่อรวมกับผลงาน
ของแคนแนพพันจะได้การจ าแนกท่ีสมบูรณ์ยิ่งข้ึนของฟังก์ชันตรีโกณมิติไซน์และโคไซน์ 

 
ABSTRACT 

This article aims to treat the problem of characterizing the trigonometric sine and cosine 
function. Our method arises from Kannappan’s work of 2003 which solved the functional 
equation ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x y f x f y g x g y    for functions whose domain is a group and whose 
range is a subset of the complex field without any additional conditions. We use Kannappan’s 
technique to determine the general solutions of the functional equation 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x y f x f y g x g y    which, together with Kannappan’s result, give a complete 
characterization of the trigonometric sine and cosine functions. 
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บทน า 
เรามีความคุ้นเคยกับสมการที่อยู่ในรูปทั่ว ๆ ไป เช่น 2 2 1 0x x   , log(3 2) log( 1) 1y y     หรือ 

·9 ·3 3 109x x   เป็นต้น ซึ่งสมการดังกล่าวข้างต้นมีตัวแปรหรือตัวไม่ทราบค่าคือ x  และ y  แต่ถ้าสมการใดมี
ตัวไม่ทราบค่าหรือตัวแปรเป็นฟังก์ชัน เราจะเรียกสมการดังกล่าวนั้นว่า “สมการเชิงฟังก์ชัน” (functional 
equation) เช่น 

        ( ) ( ) ( )  A x y A x A y     (1.1) 

         ( ) ( ) ( )E x y E x E y       (1.2) 

ทั้งสองสมการข้างต้นนี้เป็นสมการเชิงฟังก์ชันที่มีช่ือเสียงและเป็นที่รู้จักกันเป็นอย่างมาก ในช่ือว่า “สมการเชิง
ฟังก์ชันของโคชี” (Cauchy’s functional equations) และเนื่องจากผลเฉลยของสมการ (1.1) และ (1.2) คือ 
ฟังก์ชันการบวก (additive function) และฟังก์ชันเลขช้ีก าลัง (exponential function) ตามล าดับ ดังนั้นสมการ 
(1.1) และ (1.2) อาจเรียกอีกช่ือว่า “สมการเชิงฟังก์ชันการบวก” (additive functional equation) และ 
“สมการเชิงฟังก์ชันเลขช้ีก าลัง” (exponential functional equation) ตามล าดับ (Aczel, 1966; Aczel and 
Dhombres, 1988; Kannappan, 2009) 

ส าหรับงานวิจัยทางด้านสมการเชิงฟังก์ชันนั้นเริ่มต้นเมื่อ 200 ปีที่ผ่านมาและยังคงได้รับความนิยมอย่าง
ต่อเนื่อง ซึ่งงานวิจัยส่วนใหญ่จะศึกษาเกี่ยวกับ “การแก้สมการเพื่อหาผลเฉลยหรือฟังก์ชันค าตอบที่สอดคล้องกับ
สมการเชิงฟังก์ชันที่พิจารณา” (Flett, 1963; Kannappan, 1968; Kannappan, 2003) และสาเหตุที่นัก
คณิตศาสตร์ให้ความนิยมและศึกษางานวิจัยเกี่ยวกับสมการเชิงฟังก์ชันนั้น อาจเนื่องมาจากว่าเราสามารถน า
งานวิจัยทางด้านนีไ้ปประยุกต์ใช้กับสาขาอื่น ๆ ได้ เช่น นักฟิสิกส์น าสมการเชิงฟังก์ชันไปสร้างแบบจ าลองเพื่อใช้ใน
การแก้ปัญหาทางด้านวิศวกรรมศาสตร์ หรือน าไปสร้างเครือข่ายประสาท (neural network) หรือนัก
เศรษฐศาสตร์น าไปช่วยแก้ปัญหาทางเศรษฐศาสตร์ในเรื่องของราคาและปริมาณ เป็นต้น 

โดยปกติแล้วการแก้สมการเชิงฟังก์ชัน คือ การหาฟังก์ชันค าตอบหรือผลเฉลยที่สอดคล้องกับสมการ
เงื่อนไขที่ก าหนดมาให้ ซึ่งการแก้สมการเชิงฟังก์ชันนั้นไม่มีหลักเกณฑ์ตายตัว อีกท้ังยังยากท่ีจะคาดเดาว่าจะแก้ด้วย
วิธีใด แต่เทคนิคหรือวิธีการแก้สมการที่พบบ่อย ได้แก่ การแทนค่าตรง ๆ การเปลี่ยนตัวแปร การใช้เทคนิคบาง
ประการของฟังก์ชัน การอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ การใช้เอกลักษณ์ หรือการตรวจพินิจ ซึ่งรายละเอียดของวิธีการ 
ต่าง ๆ นั้นสามารถศึกษาเพิ่มเติมได้ในหนังสืออสมการและสมการเชิงฟังก์ชัน (ภัททิรา และวัชรพล, 2548) 

 
ตัวอย่างต่อไปนี้เป็นตัวอย่างท่ีแสดงการแก้สมการโดยการใช้เทคนิคการแทนค่า 

ตัวอย่าง 1 จงหา : f  ทั้งหมดที่สอดคล้องกับสมการ ( ) ( )  f x y f y x  ส าหรับทุก , x y  
วิธีท า เริ่มต้นโดยการแทนค่า 0y  ในสมการ ได้ว่า 

( ) (0)   f x f x c x  ส าหรับทุก x  โดยที่ (0)c f  
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จึงได้ว่า ถ้า : f  สอดคล้องกับสมการ ( ) ( )  f x y f y x  ส าหรับทุก , x y  แล้วฟังก์ชัน 
f  ทั้งหมดที่สอดคล้องกับสมการดังกล่าวข้างต้นจะอยู่ในรูป ( )  f x x c  ส าหรับทุก x  และ c  เป็นค่าคง

ตัวใด ๆ 
ข้อควรระวังในการแก้สมการเชิงฟังก์ชัน คือ จะต้องตรวจสอบว่าค าตอบที่ได้นั้นเป็นค าตอบที่แท้จริง

หรือไม่ เช่นเดียวกับการแก้สมการโดยทั่วไป 
นอกจากสมการเชิงฟังก์ชันของโคชีที่กล่าวไว้ข้างต้นแล้ว ยังมีสมการเชิงฟังก์ชันที่เป็นที่รู้จักกันอย่าง

แพร่หลายอยู่อีกหลายสมการ แต่ที่ผู้เขียนจะแนะน าในบทความนี้ คือ สมการเชิงฟังก์ชันท่ีมีลักษณะคล้ายคลึงกับ
เอกลักษณ์บางเอกลักษณ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติ ได้แก่ ฟังก์ชันไซน์และฟังก์ชันโคไซน์ 

การแก้สมการเชิงฟังก์ชันดังกล่าวนั้น เริ่มต้นในปี ค.ศ. 1769 โดย ดาลองแบร์ (D’Alembert) (Aczek, 
1966) ได้ตั้งปัญหาเกี่ยวกับการหาผลเฉลยของสมการเชิงฟังก์ชัน 

      ( ) ( ) 2 ( ) ( )f x y f x y f x f y                 (1.3) 

ซึ่งเรียกว่า “สมการเชิงฟังก์ชันของดาลองแบร์”  (D’Alembert functional equation) นอกจากนี้ยังสังเกตได้ว่า
สมการ (1.3) เป็นสมการเชิงฟังก์ชันท่ีมีลักษณะคล้ายคลึงกับเอกลักษณ์บางเอกลักษณ์ของฟังก์ชันโคไซน์ กล่าวคือ 

cos( ) cos( ) 2cos( )cos( )x y x y x y     

ดังนั้นบางครั้งเราอาจเรียกสมการ (1.3) ว่า “สมการเชิงฟังก์ชันโคไซน์” (cosine functional equation) 
ต่อมาในปี ค.ศ. 1821 โคชี (Cauchy) (Aczel, 1966) ได้แสดงว่าผลเฉลยของสมการ (1.3) ที่เป็นฟังก์ชัน

ต่อเนื่องที่ส่งจากเซตของจ านวนจริงไปยังเซตของจ านวนจริง คือ 

( ) cosh( )f x x  หรือ ( ) cos( )f x x  

เมื่อ   และ   เป็นค่าคงตัวใด ๆ และตั้งแต่นั้นเป็นต้นมา การหาผลเฉลยของสมการเชิงฟังก์ชันที่มีลักษณะ
คล้ายคลึงกับเอกลักษณ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติก็ได้รับความสนใจขึ้นมาทันที เห็นได้จากการมีผลงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง
กับการศึกษาหรือการหาผลเฉลยของสมการเชิงฟังก์ชันดังกล่าวเป็นจ านวนมาก (Aczel, 1966; Aczel and 
Dhombres, 1988; Flett, 1963; Kannappan, 1968; 2003; 2009) ในบทความนี้จะขอแนะน าแค่บางผลงาน 
กล่าวคือ ในปี ค.ศ. 1963 เฟลทท์ (Flett) ได้แสดงว่าฟังก์ชันค าตอบ f  ของสมการ (1.3) ที่เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที่
จุดจุดหนึ่ง ที่ส่งจากเซตของจ านวนเชิงซ้อนไปยังเซตของจ านวนเชิงซ้อน จะต้องอยู่ในรูป 

0f  หรือ 1f  หรือ ( ) cosh( )xf x iy y    เมื่อ 1i    

หลังจากนั้นได้มีนักคณิตศาสตร์หลายท่านพยายามแก้สมการเชิงฟังก์ชันของดาลองแบร์เพื่อหาฟังก์ชัน
ค าตอบในรูปแบบอื่น ๆ ภายใต้เง่ือนไขต่าง ๆ ที่ไม่ใช่เพียงแค่เง่ือนไขของความต่อเนื่องของฟังก์ชันเท่านั้น แต่ยัง
พิจารณาฟังก์ชันค าตอบ f  บนโดเมนอื่น ๆ ที่ไม่ใช่เซตของจ านวนจริงหรือเซตของจ านวนเชิงซ้อน (ซึ่งเป็นสิ่งที่มี
อิทธิพลต่อรูปแบบของผลเฉลยของสมการเชิงฟังก์ชัน) ซึ่งนักคณิตศาสตร์ท่านแรกที่เริ่มศึกษา คือ Kannappan ใน
ปี ค.ศ. 1968 โดยพิจารณากรณีที่โดเมนเป็นกรุป ( ,*)G  ใด ๆ และสมการเชิงฟังก์ชันของดาลองแบร์ คือ 
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1( * ) ( * ) 2 ( ) ( )f x y f x y f x f y       (1.4) 

และได้แสดงว่าภายใต้เงื่อนไข 

( * * ) ( * * )f x y z f x z y  เมื่อ , ,x y z G  

ผลเฉลยของสมการ (1.4) อยู่ในรูป 
*( ) ( )( )

2
E x E xf x 

  

เมื่อ E  คือฟังก์ชันเลขช้ีก าลังท่ีส่งจากกรุป ( ,*)G ไปยังเซตของจ านวนเชิงซ้อนไม่รวมศูนย์ และ * 1( )
( )

E x
E x

  

ตัวอย่างต่อไปเป็นตัวอย่างของสมการเชิงฟังก์ชันที่มีลักษณะคล้ายคลึงกับเอกลักษณ์ของฟังก์ชัน
ตรีโกณมิติที่มีฟังก์ชันไม่ทราบค่ามากกว่าหนึ่งฟังก์ชัน 
 
ตัวอย่าง 2 พิจารณาสมการเชิงฟังก์ชัน 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x y f x f y g x g y       (1.5) 

จะเห็นว่าผลเฉลยหนึ่งที่สอดคล้องกับสมการ (1.5) คือ ( ) cos( )f x x  และ ( ) sin( )g x x  
ยิ่งไปกว่าน้ันยังพบว่า ผลเฉลย f  และ g  ข้างต้นยังสอดคล้องกับอีกสามสมการเชิงฟังก์ชันต่อไปนี้อีก

ด้วย นั่นคือ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x y f x f y g x g y        (1.6) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )  g x y g x f y f x g y      (1.7) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )  g x y g x f y f x g y      (1.8) 

สังเกตเห็นว่า สมการ (1.5) – (1.8) มีลักษณะคล้ายคลึงกับเอกลักษณ์ของฟังก์ชันโคไซน์และไซน์ 

cos( ) cos cos sin sinx y x y x y    

cos( ) cos cos sin sinx y x y x y    

sin( ) sin cos cos sinx y x y x y    

sin( ) sin cos cos sinx y x y x y    

ตามล าดับ 
ตั้งแต่อดีตจนถึงปัจจุบันมีผลงานมากมายที่เกี่ยวข้องกับสมการ (1.5) – (1.8) อาทิเช่น Kannappan 

(2003) ได้แสดงว่าฟังก์ชันค าตอบทั่วไป f  และ g  ที่ส่งจากอาบีเลียนกรุปที่หารลงตัวด้วย 2 (a two-divisible 
abelian group) ไปยังเซตของจ านวนเชิงซ้อนของสมการ (1.5) คือ 
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 *
0( ) ( ) ( )f x b xE x E   และ  *1( ) ( ) ( )

2
g x xx E E   

เมื่อ 2
0

1
4

b    และ E  คือฟังก์ชันเลขช้ีก าลังท่ีส่งจากกรุป ( ,*)G ไปยังเซตของจ านวนเชิงซ้อนไม่รวมเซตของศูนย์ 

และ * 1( )
( )

E x
E x

  ยิ่งไปกว่านั้นยังพบว่าผลเฉลยทั่วไป f  และ g  ข้างต้นยังสอดคล้องกับสมการ (1.6) (1.7) 

และ (1.8) อีกด้วย 
ส าหรับผลเฉลยท่ัวไป f  และ g  ที่สอดคล้องกับสมการ (1.7) และ (1.8) นั้นพบได้ใน Aczel and 

Dhombres (1988) กล่าวคือ ผลเฉลยทั่วไป f  และ g  ที่ส่งจากกรุปใด ๆ ไปยังเซตของจ านวนเชิงซ้อนที่
สอดคล้องกับสมการ (1.7) อยู่ใน 3 รูปแบบต่อไปนี ้

1. f  เป็นฟังก์ชันใด ๆ และ ( ) 0g x   หรือ 

2. 1 2 ( )( )( )
2

E x Ef x x
  และ 1 2( )( ))

2
(E x Eg x x




  หรือ 

3. ( ) ( )f x E x  และ ( ) ( ) ( )g x E x A x  

เมื่อ E  1E  และ 2E  เป็นฟังก์ชันเลขช้ีก าลัง A  เป็นฟังก์ชันเชิงการบวก และ   เป็นจ านวนเชิงซ้อนที่ไม่เป็น
ศูนย์ และ ผลเฉลยทั่วไป f  และ g  ที่ส่งจากอาบีเลียนกรุปใด ๆ ไปยังเซตของจ านวนเชิงซ้อนที่สอดคล้องกับ
สมการ (1.8) อยู่ใน 3 รูปแบบต่อไปนี้ 

1. f  เป็นฟังก์ชันใด ๆ และ ( ) 0g x   หรือ 

2.    * *1( ) ( ) ) )( )
2 2

( (xf x E x E E x E x
     และ  *( ) ( ) ( )

2
g E x xx E

   หรือ 

3. ( ) 1 ( )x xf A   และ ( ) ( )g x A x  

เมื่อ E  และ *E  เป็นฟังก์ชันเลขช้ีก าลัง A  เป็นฟังก์ชันเชิงการบวก และ   กับ   เป็นจ านวนเชิงซ้อน แต่ผล
เฉลยทั่วไปของสมการ (1.6) เท่าที่ความสามารถของผู้เขียนจะรวบรวมได้นั้นยังไม่พบนักคณิตศาสตร์ท่านใดศึกษา 
ดังนั้นเพื่อความสมบูรณ์ยิ่งข้ึน ในบทความนี้จะหาผลเฉลยทั่วไป f  และ g  ที่ส่งจากอาบีเลียนกรุป ( , )G   ใด ๆ 
ไปยังเซตของจ านวนเชิงซ้อนท่ีสอดคล้องกับสมการ (1.6) ซึ่งเมื่อรวมกับผลงานของแคนแนพพันจะได้การจ าแนกที่
สมบูรณ์ยิ่งข้ึนของฟังก์ชันตรีโกณมิติไซน์และโคไซน์ 
 
การหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (1.6) 

ถ้า ( ) 0g x   แล้วสมการ (1.6) คือ ( ) ( ) ( )f x y f x f y   นั่นคือ f  เป็นฟังก์ชันเลขช้ีก าลัง ต่อไป
สมมติว่า ( ) 0g x   และให้ G   ที่ )( 0g    โดยสมการ (1.6) ได้ว่า 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f x y z f x y f z g x y g z
f x f y f z g x g y f z g x y g z

     

   
                  (1.9) 

และ 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f x y z f x f y z g x g y z
f x f y f z f x g y g z g x g y z

     

   
                (1.10) 

จาก (1.9) และ (1.10) ได้ว่า 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x g y f z g x y g z f x g y g z g x g y z      

นั่นคือ              ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x y g x h y g y f x                (1.11) 

เมื่อ ( ) ( ) ( )( )
( )




 gg y fz y zh y
g z

 โดยที่ ( ) 0g z  

อาศัยเทคนิคการเปลี่ยนตัวแปร ได้ว่า 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x y g y h x g x f y                             (1.12) 

จาก (1.11) ได้ว่า ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  g x h y g y f x g y h x g x f y  

ดังนั้น    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x h y f y g y h x f x    

จากสมการข้างต้น ให้ y   ได้ว่า (( )) ) (g xh x f x   เมื่อ ( ) ( ):
( )

h f
g

 



  

จากสมการ (1.11) และ (1.12) ได้ว่า 

   2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x y g x h y f y g y h x f x                             (1.13) 

ต่อไปนิยามฟังก์ชัน : G   โดย )(
2

) ( ( )h x f xx 
  

ดังนั้นสมการ (1.13) กลายเป็น 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x y g x y g y x                             (1.14) 

สังเกตว่าสมการ (1.14) คล้ายกับสมการ (1.7) ซึ่งเราทราบผลเฉลยทั่วไป ดังท่ีได้กล่าวไว้ในส่วนของบทน าข้างต้น 
ดังนั้นผลเฉลยทั่วไปของสมการ (1.14) จึงอยู่ใน 2 รูปแบบต่อไปนี้ 

1. ( ) ( )x E x  และ ( ) ( ) ( )g x E x A x  หรือ 

2. 1 2( ( )
2

)( ) 


E x E xx  และ 1 2( ) ( )
2

( )




E x E xg x  

เมื่อ E  1E  และ 2E  เป็นฟังก์ชันเลขช้ีก าลัง A  เป็นฟังก์ชันเชิงการบวก และ   เป็นจ านวนเชิงซ้อนที่ไม่เป็น
ศูนย์ 

แต่เนื่องจาก (( )) ) (g xh x f x   และ )(
2

) ( ( )h x f xx 
  จึงได้ว่า ( )

2
) ( )( f xx g x

  
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หรือได้ว่า           ( )( ) ( )
2


 f x gx x                                               (1.15) 

ดังนั้นผลเฉลยทั่วไปของสมการ (1.6) อยู่ใน 2 รูปแบบต่อไปนี้ 

1. เมื่อแทนค่า ( ) ( )x E x  และ ( ) ( ) ( )g x E x A x  ใน (1.15) ได้ว่า ( ) ) 1
2

)( (f x E x A x   
 

 

หรือ 

2. เมื่อแทนค่า 1 2( ( )
2

)( ) 


E x E xx  และ 1 2( ) ( )
2

( )




E x E xg x  ใน (1.15) ได้ว่า 

1 2
1 1( ) ( ) ( )
2 4 2 4

f x E x E x 
 

   
      

   
 

แทนค่าดังกล่าวข้างต้นลงในสมการ (1.6) ได้ว่า 
2

1 ( ) ( ) ( ) ( ) 0
4

E x E y A x A y 
   

 
             (1.16) 

ต่อไปแทนค่า y x   ใน (1.16) และเพราะว่า 1( )
( )

E x
E x

   และ ( ) ( )A x A x    จึงได้ว่า 

 
2 2

20 1 ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )
4 4

E x E x A x A x A x    
            
   

 

นั่นคือ 
2

1 0
4
 

   
 

 หรือ ( ) 0A x   

ถ้า ( ) 0A x   แล้ว ( ) 0g x   และ ( ) ( )f x E x  

ถ้า 
2

1 0
4


   แล้ว 2    ดังนั้นสมการ (1.15) กลายเป็น  ( ) ( ) 1 ( )f x E x A x   และ ( ) ( ) ( )g x E x A x  
 

บทสรุป 
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หรือ  ( ) ( ) 1 ( )f x E x A x   และ ( ) ( ) ( )g x E x A x  
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