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จํานวนรูปสามเหลี่ยมท่ีมีความยาวดานทุกดานเปนจํานวนเต็ม 

The Number of Triangles with Integer Side Lengths 
นิรุต มีเกิด1 

 

บทคัดยอ 
ในบทความน้ีเราไดกําหนดสูตรสําหรับหาจํานวนรูปสามเหลี่ยมท่ีมีความยาวดานทุกดานเปนจํานวนเต็ม

และมีดานท่ียาวท่ีสุดไมเกิน n 

 

ABSTRACT 
In this paper, we establish the formula for finding the number of triangles with integer 

side lengths and the longest side less than or equal to n. 
 

คําสําคัญ: รูปสามเหลี่ยม 
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รูปสามเหลี่ยมเปนหน่ึงในรูปรางพ้ืนฐานในเรขาคณิตซึ่งมีสมบัติท่ีสําคัญหลายประการ ผลจากการศึกษา

เก่ียวกับรูปสามเหลี่ยมกอใหเกิดแนวคิดและความรูตาง ๆ มากมาย เชน ฟงกชันตรีโกณมิติ ความคลาย รวมท้ัง

ทฤษฎีบทท่ีสําคัญหลายทฤษฎี เชน ทฤษฎีบทพีทาโกรัส ทฤษฎีบทของธาลีส เปนตน สมบัติพ้ืนฐานท่ีสําคัญ

ประการหน่ึงของรูปสามเหลี่ยม คือ ผลบวกของความยาวของสองดานใด ๆ ของรูปสามเหลี่ยมตองมากกวาความ

ยาวของดานท่ีเหลือ ซึ่งเราเรียกสมบัติน้ีวาอสมการอิงรูปสามเหลี่ยม (สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและ

เทคโนโลยี, 2552) 

จากอสมการอิงรูปสามเหลี่ยม ถากําหนดความยาวดานมาให 3 ดาน แลวพบวาผลบวกของความยาวของ

สองดานใด ๆ มากกวาความยาวของดานท่ีเหลือเราจะสามารถสรางเปนรูปสามเหลี่ยมได เชน ความยาวของดาน

ท้ังสามเปน 3, 4 และ 5 หนวย หรือ 6, 9 และ 9 หนวย แตถาพบวามีผลบวกของความยาวดานของสองดานไม

มากกวาความยาวของดานท่ีเหลือแลว เราจะไมสามารถสรางใหเปนรูปสามเหลี่ยมได เชน ความยาวของดานท้ัง

สามเปน 3, 5 และ 9 หนวย หรือ 4, 9 และ 13 หนวย 
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ตอไปจะกลาวถึงการนําความรูเก่ียวกับอสมการอิงรูปสามเหลี่ยมไปใชในการหาจํานวนรูปสามเหลี่ยมท่ีมี

ความยาวดานทุกดานเปนจํานวนเต็ม 

ให a b และ c เปนความยาวดานแตละดาน ซึ่งตอไปจะเขียนแทนดวย (a, b, c) เมื่อ a, b และ c เปน

จํานวนเต็ม ซึ่ง a  b  c 

กรณ ีc = 1 จะได (1, 1, 1) สามารถประกอบเปนรูปสามเหลี่ยมท่ีมีความยาวดานแตละดานเปน 1 

กรณี c = 2 จะได (1, 2, 2) และ (2, 2, 2) สามารถประกอบเปนรูปสามเหลี่ยมได แต (1, 1, 2) ไม

สามารถประกอบเปนรูปสามเหลี่ยมได 

กรณี c = 3 จะได (1, 3, 3), (2, 2, 3), (2, 3, 3) และ (3, 3, 3) สามารถประกอบเปนรูปสามเหลี่ยมได 

แต (1, 1, 3) และ (1, 2, 3) ไมสามารถประกอบเปนรูปสามเหลี่ยมได 

กรณี c = 4 จะได (1, 4, 4), (2, 3, 4), (2, 4, 4), (3, 3, 4), (3, 4, 4) และ (4, 4, 4) สามารถประกอบ

เปนรูปสามเหลี่ยมได แต (1, 1, 4), (1, 2, 4), (1, 3, 4) และ (2, 2, 4) ไมสามารถประกอบเปนรูปสามเหลี่ยมได 

กรณี c = 5 จะได (1, 5, 5), (2, 4, 5), (2, 5, 5), (3, 3, 5), (3, 4, 5), (3, 5, 5), (4, 4, 5), (4, 5, 5) และ 

(5, 5, 5) สามารถประกอบเปนรูปสามเหลี่ยมได แต (1, 1, 5), (1, 2, 5), (1, 3, 5), (1, 4, 5), (2, 2, 5) และ (2, 3, 

5) ไมสามารถประกอบเปนรูปสามเหลี่ยมได 

รูปสามเหลี่ยมท่ีมีความยาวดานทุกดานเปนจํานวนเต็มและมีดานท่ียาวท่ีสุดเทากับ n แสดงดังตารางท่ี 1 
 

ตารางท่ี 1 แจกแจงรูปสามเหลี่ยมท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดเทากับ n เมื่อ n = 1, 2, 3, …, 10 
n รูปสามเหลี่ยมที่มดีานที่ยาวที่สดุเทากับ n 

1 (1, 1, 1) 

2 (1, 2, 2), (2, 2, 2) 

3 (1, 3, 3), (2, 2, 3), (2, 3, 3), (3, 3, 3) 

4 (1, 4, 4), (2, 3, 4), (2, 4, 4), (3, 3, 4), (3, 4, 4), (4, 4, 4) 

5 (1, 5, 5), (2, 4, 5), (2, 5, 5), (3, 3, 5), (3, 4, 5), (3, 5, 5), (4, 4, 5), (4, 5, 5), (5, 5, 5) 

6 (1, 6, 6), (2, 5, 6), (2, 6, 6), (3, 4, 6), (3, 5, 6), (3, 6, 6), (4, 4, 6), (4, 5, 6), (4, 6, 6), (5, 5, 6), (5, 6, 6), (6, 6, 6) 

7 (1, 7, 7), (2, 6, 7), (2, 7, 7), (3, 5, 7), (3, 6, 7), (3, 7, 7), (4, 4, 7), (4, 5, 7), (4, 6, 7), (4, 7, 7), (5, 5, 7), (5, 6, 7),  

(5, 7, 7), (6, 6, 7), (6, 7, 7), (7, 7, 7) 

8 (1, 8, 8), (2, 7, 8), (2, 8, 8), (3, 6, 8), (3, 7, 8), (3, 8, 8), (4, 5, 8), (4, 6, 8), (4, 7, 8), (4, 8, 8), (5, 5, 8), (5, 6, 8),  

(5, 7, 8), (5, 8, 8), (6, 6, 8), (6, 7, 8), (6, 8, 8), (7, 7, 8), (7, 8, 8), (8, 8, 8) 

9 (1, 9, 9), (2, 8, 9), (2, 9, 9), (3, 7, 9), (3, 8, 9), (3, 9, 9), (4, 6, 9), (4, 7, 9), (4, 8, 9), (4, 9, 9), (5, 5, 9), (5, 6, 9), 

(5, 7, 9), (5, 8, 9), (5, 9, 9), (6, 6, 9), (6, 7, 9), (6, 8, 9), (6, 9, 9), (7, 7, 9), (7, 8, 9), (7, 9, 9), (8, 8, 9), (8, 9, 9), 

(9, 9, 9) 

10 (1, 10, 10), (2, 9, 10), (2, 10, 10), (3, 8, 10), (3, 9, 10), (3, 10, 10), (4, 7, 10), (4, 8, 10), (4, 9, 10), (4, 10, 10),  

(5, 6, 10), (5, 7, 10), (5, 8, 10), (5, 9, 10), (5, 10, 10), (6, 6, 10), (6, 7, 10), (6, 8, 10), (6, 9, 10), (6, 10, 10), 

(7, 7, 10), (7, 8, 10), (7, 9, 10), (7, 10, 10), (8, 8, 10), (8, 9, 10), (8, 10, 10), (9, 9, 10), (9, 10, 10), (10, 10, 10) 
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จากตารางท่ี 1 จะพบวารูปแบบของความยาวดานแตละดานของรูปสามเหลี่ยมท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดเทากับ 

n สามารถแบงเปน n ชุด คือ ชุดท่ีมีดานท่ีสั้นท่ีสุดเทากับ 1 ชุดท่ีมีดานท่ีสั้นท่ีสุดเทากับ 2 ชุดท่ีมีดานท่ีสั้นท่ีสุด

เทากับ 3 ไปจนถึงชุดท่ีมีดานท่ีสั้นท่ีสุดเทากับ n และเมื่อนําจํานวนรูปสามเหลี่ยมในแตละชุดมาเรียงตอกันจะได

แผนภาพแสดงจํานวนรูปสามเหลี่ยมท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดเทากับ n ดังน้ี 
 

    ดานท่ียาวท่ีสุด            จํานวนรูปสามเหลี่ยม 

            1  1     

            2  1     1    

            3  1     2     1   

            4  1     2     2     1   

            5  1     2     3     2     1 

           6              1     2     3     3     2     1 

            7             1     2     3     4     3     2     1 

            8              1     2     3     4     4     3     2     1 

            9             1     2     3     4     5     4     3     2     1 

           10              1     2     3     4     5     5     4     3     2     1 

                                      …                           
 

จากแผนภาพ เราสามารถหาจํานวนรูปสามเหลี่ยมท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดเทากับ n ได โดยการหาผลรวมของ

จํานวนแตละจํานวนในแถวท่ี n เชน จํานวนรูปสามเหลี่ยมท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดเทากับ 1 คือ 1 รูป จํานวนรูป

สามเหลี่ยมท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดเทากับ 2 คือ 1+1 = 2 รูป จํานวนรูปสามเหลี่ยมท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดเทากับ 3 คือ 

1+2+1 = 4 รูป 

Meekoed (2011) ไดแสดงใหเหน็วา จํานวนรูปสามเหลี่ยมท้ังหมดท่ีมีความยาวดานทุกดานเปนจํานวน

เต็มและมีดานท่ียาวท่ีสุดไมเกิน n ซึ่งเขียนแทนโดยสัญลักษณ 


n

N( )  สามารถหาไดจากสูตร 




n
(n +1)(n + 3)(2n +1)N( ) =

24
     เมื่อ n เปนจํานวนคี่                            (1) 




n
n(n + 2)(2n + 5)N( ) =  

24
       เมื่อ n เปนจํานวนคู                            (2) 

ตัวอยางท่ี 1 จงหาจํานวนรูปสามเหลี่ยมท้ังหมดท่ีมีความยาวดานทุกดานเปนจํานวนเต็มและมีดานท่ียาวท่ีสุดไม

เกิน 25 

วิธีทํา จากสมการท่ี (1) จะไดวา จํานวนรูปสามเหลี่ยมท่ีมดีานท่ียาวท่ีสดุไมเกิน 25 คือ 



25

(25 +1)(25 + 3)(2 × 25 +1) (26)(28)(51)N( ) =  =
24 24

= 1,547 รูป 
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ตัวอยางท่ี 2 จงหาจํานวนรูปสามเหลี่ยมท้ังหมดท่ีมีความยาวดานทุกดานเปนจํานวนเต็มและมีดานท่ียาวท่ีสุดไม

เกิน 30 

วิธีทํา จากสมการท่ี (2) จะไดวา จํานวนรูปสามเหลี่ยมท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดไมเกิน 30 คือ 



30

(30)(30 + 2)(2 × 30 + 5) (30)(32)(65)N( ) =  =
24 24

= 2,600 รูป 

ตัวอยางท่ี 3 จงหาจํานวนรูปสามเหลี่ยมท้ังหมดท่ีมีความยาวดานทุกดานเปนจํานวนเต็มและมีดานท่ียาวท่ีสุดตั้งแต 

20 ถึง 30 

วิธีทํา จากสมการท่ี (1) และ (2)  จะไดวา  จํานวนรูปสามเหลี่ยมท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดตั้งแต 20 ถึง 30 คือ 

       
 
 
30 19

(30)(32)(65) (20)(22)(39)N( ) - N( ) = - = 2,600 - 715
24 24

= 1,885 รูป 

ตัวอยางท่ี 4 จงหาจํานวนรูปสามเหลี่ยมท้ังหมดท่ีมีความยาวดานทุกดานเปนจํานวนเต็มและมีดานท่ียาวท่ีสุดตั้งแต 

25 ถึง 35 

วิธีทํา   จากสมการท่ี (1) และ (2)  จะไดวา จํานวนรูปสามเหลี่ยมท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดตั้งแต 25 ถึง 35  คือ  

 
 
35 24

(36)(38)(71) (24)(26)(53)N( ) - N( ) = - = 4,047 -1, 378
24 24

 = 2,669 รูป 

เน่ืองจากรูปแบบท่ัวไปของความยาวดานแตละดานของรูปสามเหลี่ยมท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดไมเกิน n จะอยู

ในรูปของ (a, a+b, a+b+c) เมื่อ a{1, 2, … , n}, b{0, 1, 2, … , n-a}, c{0, 1, 2, … , a-1} โดยท่ี 

a + b + c n  (Meekoed, 2011) 

ดังน้ัน เราจะไดวารูปแบบท่ัวไปของความยาวดานแตละดานของรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุด

ไมเกิน n มี 2 รูปแบบ คือ (a, a+b, a+b) และ (a, a, a+c) 

รูปแบบท่ี 1 (a, a+b, a+b) 

เมื่อ  a {1}, b {1, 2, 3, ..., n - 2, n -1}  

 a {2}, b {1, 2, 3, ..., n - 3, n - 2}  

 a {3}, b {1, 2, 3, ..., n - 4, n - 3}  

  
 a {n - 2}, b {1, 2}  

  a {n -1}, b {1}  

ดังน้ัน จํานวนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วท่ีอยูในรูปแบบ (a, a+b, a+b) คือ 1+2+3+…+(n-1) = n(n -1)
2  

รูป 

รูปแบบท่ี 2 (a, a, a+c) 

เมื่อ    a {2}, c {1}  

 a {3}, c {1, 2}  
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 a {4}, c {1, 2, 3}  

  
 a {n - 2}, c {1, 2}  

 a {n -1}, c {1}   

ดังน้ัน จํานวนรูปสามเหลี่ยมหนาจัว่ท่ีอยูในรูปแบบ (a, a, a+c) คือ 
       
       
       

n - 3 n -1 n - 3 n -1 n - 3 n -1 n -1 n -11+2+3+ ...+ + + + ...+ 3+2 +1= + =2 2 2 2 2 2 2 2  เมื่อ n เปนจํานวนคี่ 

และ   
  
  

n - 2 n - 2 n - 2 n1+2+3+ ...+ + + ...+ 3+2+1=2 2 2 2  เมื่อ n เปนจํานวนคู  

เพราะฉะน้ันจํานวนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดไมเกิน n ซึ่งเขียนแทนโดยสัญลักษณ 


i
n

N( )  

คือ 



  
  
  

i
n

2n(n -1) n -1 n -1 3n - 4n+1N( ) = + =2 2 2 4        เมื่อ n เปนจํานวนคี่                  (3) 

และ                    


  
  
  


2

i
n

n(n -1) n - 2 n 3n - 4nN( ) = + =2 2 2 4             เมื่อ n เปนจํานวนคู                  (4) 

เน่ืองจากจํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทาท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดไมเกิน n มีจํานวน n รูป ดังน้ัน จากสมการ (1) 

และ (3) จะไดวาจํานวนรูปสามเหลี่ยมดานไมเทาท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดไมเกิน n ซึ่งเขียนแทนโดยสัญลักษณ 


s
n

N( )  

คือ 



     

2
s
n

(n +1)(n + 3)(2n +1) 3n - 4n +1 (n -1)(n - 3)(2n -1)N( ) = - - n =
24 4 24

 เมื่อ n เปนจํานวนคี่      (5) 

จากสมการท่ี (2) และ (4) จะไดวาจํานวนรูปสามเหลี่ยมดานไมเทาท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดไมเกิน n คือ 



     

2
s
n

n(n + 2)(2n + 5) 3n - 4n n(n - 2)(2n - 5)N( ) = - - n =
24 4 24

        เมื่อ n เปนจํานวนคู      (6) 

นอกจากน้ี จากสมการท่ี (1) และ (2) จะไดวา จํานวนรูปสามเหลี่ยมท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดเทากับ n ซึ่งเขียน

แทนโดยสัญลักษณ 
n

N( )  คือ 

 
2

n
(n +1)(n + 3)(2n +1) (n -1)((n -1) + 2)(2(n -1) + 5) n +1N( ) = - =

224 24
  เมื่อ n เปนจํานวนคี ่     (7) 

และ      
n

n(n+ 2)(2n + 5) ((n -1) +1)((n -1) + 3)(2(n -1) +1) n nN( ) = - = +1
24 24 2 2

   เมื่อ n เปนจํานวนคู     (8) 
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จากสมการท่ี (3) และ (4) เราจะไดวา จํานวนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดเทากับ n ซึ่งเขียน

แทนโดยสัญลักษณ i
n

N( )  คือ 

2 2
 i

n

3n - 4n +1 3(n -1) - 4(n -1) 3n 3N( ) = - = -
4 4 2 2

     
       เมื่อ n เปนจํานวนคี ่      (9) 

และ                       
2 2

i
n

3n - 4n 3(n -1) - 4(n -1) +1 3nN( ) = - = - 2
4 4 2

     
      เมื่อ n เปนจํานวนคู      (10) 

จากสมการท่ี (5) และ (6) จะไดวาจํานวนรูปสามเหลี่ยมดานไมเทาท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดเทากับ n ซึ่งเขียน

แทนโดยสัญลักษณ s
n

N( )  คือ 

s
n

(n -1)(n - 3)(2n -1) (n -1)((n -1) - 2)(2(n -1) - 5) (n -1)(n - 3)N( ) = - =
24 24 4

  เมื่อ n เปนจํานวนคี ่   (11) 

และ    
2

s
n

n(n - 2)(2n - 5) ((n -1) -1)((n -1) - 3)(2(n -1) -1) n - 2N( ) = - =
24 24 2

       เมื่อ n เปนจํานวนคู    (12) 

ตัวอยางท่ี 5 จงหาจํานวนรูปสามเหลี่ยมท้ังหมด รูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว รูปสามเหลี่ยมดานไมเทา และรูป

สามเหลี่ยมดานเทาท่ีมีความยาวดานทุกดานเปนจํานวนเต็มและมีดานท่ียาวท่ีสุดไมเกิน 15 

วิธีทํา จากสมการท่ี (1) จะไดวา จํานวนรูปสามเหลี่ยมท้ังหมดท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดไมเกิน 15 คือ 


  
15

(15 +1)(15 + 3)(2 ×15 +1) (16)(18)(31)N( ) = = = 372
24 24

 รูป 

จากสมการท่ี (3) จะไดวา จํานวนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดไมเกิน 15 คือ 




2

i
15

(3)(15 ) - (4)(15) +1N( ) = = 154
4

 รูป 

จากสมการท่ี (5) จะไดวา จํานวนรูปสามเหลี่ยมดานไมเทาท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดไมเกิน 15 คือ 

  


s
15

(15 -1)(15 - 3)(2×15 -1)N( ) = = 203
24

 รูป 

และจะไดวา จํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทาท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดไมเกิน 15 คือ 15 รูป 

ตัวอยางท่ี 6 จงหาจํานวนรูปสามเหลี่ยมท้ังหมด รูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว รูปสามเหลี่ยมดานไมเทา และรูป

สามเหลี่ยมดานเทาท่ีมีความยาวดานทุกดานเปนจํานวนเต็มและมีดานท่ียาวท่ีสุดไมเกิน 20 

วิธีทํา จากสมการท่ี (2) จะไดวา จํานวนรูปสามเหลี่ยมท้ังหมดท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดไมเกิน 20 คือ 



20

(20)(20 + 2)(2 × 20 + 5) (20)(22)(45)N( ) =  = = 825
24 24

 รูป 

จากสมการท่ี (4) จะไดวา จํานวนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดไมเกิน 20 คือ 
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


2

i
20

(3)(20 ) - (4)(20)N( ) = = 280
4

 รูป 

จากสมการท่ี (6) จะไดวา จํานวนรูปสามเหลี่ยมดานไมเทาท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดไมเกิน 20 คือ 



s
20

(20)(20 - 2)(2×20 - 5)N( ) = = 525
24

 รูป 

และจะไดวา จํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทาท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดไมเกิน 20 คือ 20 รูป 

ตัวอยางท่ี 7 จงหาจํานวนรูปสามเหลี่ยมท้ังหมด รูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว รูปสามเหลี่ยมดานไมเทา และรูป

สามเหลี่ยมดานเทาท่ีมีความยาวดานทุกดานเปนจํานวนเต็มและมีดานท่ียาวท่ีสุดเทากับ 40 

วิธีทํา จากสมการท่ี (8) จะไดวา จํานวนรูปสามเหลี่ยมท้ังหมดท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดเทากับ 40 คือ 

  40 40 +1 = 420
2 2

 รูป 

จากสมการท่ี (10) จะไดวา จํานวนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดเทากับ 40 คือ 
 

(3)(40) - 2 = 58
2

 รูป 

จากสมการท่ี (12) จะไดวา จํานวนรูปสามเหลี่ยมดานไมเทาท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุดเทากับ 40 คือ 

 
240 - 2 = 361

2
 รูป 

และจะไดวา จํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทาท่ีมีดานท่ียาวท่ีสุด 40 คือ 1 รูป 
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