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บทคัดย่อ  
บทความนี้แนะน าแนวคิดของแคลคูลัสควอนตัมซึ่งเป็นแคลคูลัสที่แตกต่างไปจากแคลคูลัสที่เคยรู้จัก                              

โดยได้แนะน าและแสดงความสัมพันธ์ระหว่างอนุพันธ์กับตัวด าเนินการเชิงผลต่าง h  ตัวด าเนินการเชิงผลต่าง q  และ
ตัวด าเนินการเชิงผลต่างฮาห์น  
 

ค าส าคัญ: แคลคูลัสควอนตัม  แคลคูลัสเชิงผลต่าง h  แคลคูลัสเชิงผลต่าง q  แคลคูลัสเชิงผลต่างฮาห์น 
 
Abstract   

This article introduces a concept of quantum calculus that is different from previous                        
well- know calculus.  By introducing and showing the relationship between the derivative,                        
the h-difference operator,  the q-difference operator and the Hahn difference operator. 
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บทน า   
เช่ือว่าแทบทุกท่านต้องเคยได้ศึกษาแคลคูลัสและการประยุกต์มาแล้ว ในบทความนี้จะขอเรียกว่า แคลคูลัส

éัĚงเéิม (Classical Calculus)  ซึ่งหัวใจของแคลคูลัสดั้งเดิมกĘคือ ลิมิต 	Limit)  เนื่องจากตัวด าเนินการต่าง ๆ จะนิยาม
อยู่ในรูปของลิมิตทั้งสิ้น  ขอยกตัวอย่างนิยามของอนุพันธ์ดังต่อไปนี้ 

เริ่มต้นด้วยก าหนดให้  เป็นฟังก์ชันที่นิยามบนช่วงเปิดที่มี  อยู่ด้วย  อัตราการเปลี่ยนแปลง (Rate of 

Change) ของ  เทียบกับ   นิยามโดย  

     (1) 

เรียก  และ  ว่าส่วนเปลี่ยนแปลงของค่า   และค่า  ตามล าดับ  ในที่นี้ขอเรียกสมการ (1) ว่า ผลต่าง 

(Difference)  และถ้าเราพิจารณาลิมิตของผลต่าง  เมื่อ   กĘจะหมายถึงอัตราการเปลี่ยนแปลงของ  

เทียบกับ  ที่จุด  ใดๆ  ซึ่งกĘคือความหมายของอนุพันธ์นั่นเอง  ดังนิยามต่อไปนี้ 
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อนčóันธ์ (Derivative) ของôŦงก์ชัน  ที่  ใดė  เขียนแทนด้วย  หรือ   นิยามโดย 

   (2) 

 

ในบทความนี้  เราจะแนะน าแคลคูลัสที่แตกต่างไปจากแคลคูลัสดั้งเดิม ที่เรียกว่า  แคลคูลัสควอนตัม 

(Quantum Calculus) หรือแคลคูลัสเชิงผลต่าง (Difference Calculus)  ซึ่งเป็นแคลคูลัสที่ไม่ใช้ลิมิตมาช่วย                              

ในการนิยามความหมายและอธิบายทฤษฎีบทต่างๆ  การศึกษาแคลคูลัสควอนตัมเริ่มมีการศึกษาอย่างจริงจังเมื่อไม่กี่ปี

ที่ผ่านมานี้เอง ในปัจจุบันก าลังเป็นที่สนใจเพิ่มมากขึ้นในหมู่นักคณิตศาสตร์เนื่องจากสามารถใช้แก้ปัญหาได้กับ                  

การด าเนินการบนเซตของฟังก์ชันที่ไม่สามารถหาอนุพันธ์ได้  (Nondifferentiable) ในแคลคูลัสดั้งเดิม (Almeida, R., 

Torres, D.F.M. ,2011) และน าไปใช้อธิบายบางปรากฏการณ์ในทางฟิสิกส์ได้มากมายได้แก่ ความสมมาตรของอะตอม

ไฮโดรเจน [3], โมเลกุลและฟิสิกส์นิวเคลียร์ [4], ปรากฏการณ์ทางฟิสิกส์ในสนามสัมพันธภาพทั่วไป [5]  นอกจากนี้ยัง

น าตัวด าเนินการเชิงผลต่างของแคลคูลัส ควอนตัมไปใช้ในฟิสิกส์สาขาอื่นอีกอาทิเช่น  สตริงของจักรวาลและหลุมด า 

(Cosmic strings and  black holes) [6], กลศาสตร์ควอนตัม [7]-[8],  นิวเคลียร์และฟิสิกส์พลังงานสูง [9] เป็นต้น  

แคลคูลัสควอนตัมมีมากมายหลากหลายประเภทแต่ในที่นี้จะขอแนะน าเพียงบางประเภทเท่านั้น ได้แก่ 
แคลคูลัสเชิงผลต่าง  แคลคูลัสเชิงผลต่าง   และแคลคูลัสเชิงผลต่างฮาห์น   
 
แคลคูลัสเชิงผลต่าง  ( - Difference Calculus)   
 

ปัญหาทางวิทยาศาสตร์ วิศวกรรมศาสตร์ และปรากฏการณ์ที่เกี่ยวข้องนั้น สามารถแก้ปัญหาได้โดยการสร้าง
ความสัมพันธ์ในรูปของสมการคณิตศาสตร์หรือแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ ซึ่งส่วนใหญ่จะอยู่ในรูปของสมการ                  
เชิงอนุพันธ์ ทั้งสมการเชิงอนุพันธ์สามัญและสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย แต่ในบางปรากฏการณ์ที่การวัดข้อมูลไม่สามารถ
วัดได้อย่างต่อเนื่อง ข้อมูลวิยุต (Discrete Data) เหล่านี้ไม่สามารถน ามาสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ด้วย                 
สมการเชิงอนุพันธ์สามัญหรือสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยได้ จึงท าให้นักคณิตศาสตร์พัฒนาแคลคูลัสขึ้นมาอีกสาขาหนึ่ง
เรียกว่า  แคลคูลัสเชิงผลต่าง  โดยเป็นเครื่องมือส าคัญในการสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์จากข้อมูลวิยุต                   
ซึ่งอยู่ในรูปของสมการเชิงผลต่าง  ( -Difference Equations) ที่มีตัวแปรอยู่ในเซตที่มีสมาชิกเป็นบางจ านวนเท่านั้น 
โดยจะแสดงความสัมพันธ์ของแต่ละข้อมูลวิยุต  

แคลคูลสัเชิงผลต่าง  ถูกแนะน าข้ึนอย่างเป็นทางการในปี 1730 โดย Stirling [10] ถึงแม้ว่า Taylor จะเป็น
คนแรกท่ีได้ใช้แนวคิดของแคลคลูสั  ในปี 1717 ในงานของเขา [11]  ในกรณี  เราจะได้แคลคลูัส เชิงผลตา่งที่
ศึกษากันในปัจจุบันน่ันเอง  ส าหรับสัญลักษณผ์ลต่าง “ ”  ถูกน ามาใช้ครั้งแรกในปี 1755 โดย Euler [12]  ผลงานท่ี
ส าคัญเกี่ยวกับแคลคูลสั  ได้แกผ่ลงานของ Boole [13],  Markoff [14], Whittaker กับ Ronbison [15], Nörlund 
[16],  Milne-Thomson [17] และ Jordan [18]  นิยามของตัวด าเนินการในแคลคลูัส   ที่ศึกษาในปัจจุบันมี 
ดังต่อไปนี ้
ส าหรับ   และฟังก์ชัน   เมื่อ  ผลต่าง  ( -difference) 

ของôŦงก์ชนั  เขียนแทนด้วย  นิยามโดย  
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อนčóันธ์ (Derivative) ของôŦงก์ชัน  ที่  ใดė  เขียนแทนด้วย  หรือ   นิยามโดย 
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ในการนิยามความหมายและอธิบายทฤษฎีบทต่างๆ  การศึกษาแคลคูลัสควอนตัมเริ่มมีการศึกษาอย่างจริงจังเมื่อไม่กี่ปี

ที่ผ่านมานี้เอง ในปัจจุบันก าลังเป็นที่สนใจเพิ่มมากขึ้นในหมู่นักคณิตศาสตร์เนื่องจากสามารถใช้แก้ปัญหาได้กับ                  

การด าเนินการบนเซตของฟังก์ชันที่ไม่สามารถหาอนุพันธ์ได้  (Nondifferentiable) ในแคลคูลัสดั้งเดิม (Almeida, R., 

Torres, D.F.M. ,2011) และน าไปใช้อธิบายบางปรากฏการณ์ในทางฟิสิกส์ได้มากมายได้แก่ ความสมมาตรของอะตอม

ไฮโดรเจน [3], โมเลกุลและฟิสิกส์นิวเคลียร์ [4], ปรากฏการณ์ทางฟิสิกส์ในสนามสัมพันธภาพทั่วไป [5]  นอกจากนี้ยัง

น าตัวด าเนินการเชิงผลต่างของแคลคูลัส ควอนตัมไปใช้ในฟิสิกส์สาขาอื่นอีกอาทิเช่น  สตริงของจักรวาลและหลุมด า 

(Cosmic strings and  black holes) [6], กลศาสตร์ควอนตัม [7]-[8],  นิวเคลียร์และฟิสิกส์พลังงานสูง [9] เป็นต้น  

แคลคูลัสควอนตัมมีมากมายหลากหลายประเภทแต่ในที่นี้จะขอแนะน าเพียงบางประเภทเท่านั้น ได้แก่ 
แคลคูลัสเชิงผลต่าง  แคลคูลัสเชิงผลต่าง   และแคลคูลัสเชิงผลต่างฮาห์น   
 
แคลคูลัสเชิงผลต่าง  ( - Difference Calculus)   
 

ปัญหาทางวิทยาศาสตร์ วิศวกรรมศาสตร์ และปรากฏการณ์ที่เกี่ยวข้องนั้น สามารถแก้ปัญหาได้โดยการสร้าง
ความสัมพันธ์ในรูปของสมการคณิตศาสตร์หรือแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ ซึ่งส่วนใหญ่จะอยู่ในรูปของสมการ                  
เชิงอนุพันธ์ ทั้งสมการเชิงอนุพันธ์สามัญและสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย แต่ในบางปรากฏการณ์ที่การวัดข้อมูลไม่สามารถ
วัดได้อย่างต่อเนื่อง ข้อมูลวิยุต (Discrete Data) เหล่านี้ไม่สามารถน ามาสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ด้วย                 
สมการเชิงอนุพันธ์สามัญหรือสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยได้ จึงท าให้นักคณิตศาสตร์พัฒนาแคลคูลัสขึ้นมาอีกสาขาหนึ่ง
เรียกว่า  แคลคูลัสเชิงผลต่าง  โดยเป็นเครื่องมือส าคัญในการสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์จากข้อมูลวิยุต                   
ซึ่งอยู่ในรูปของสมการเชิงผลต่าง  ( -Difference Equations) ที่มีตัวแปรอยู่ในเซตที่มีสมาชิกเป็นบางจ านวนเท่านั้น 
โดยจะแสดงความสัมพันธ์ของแต่ละข้อมูลวิยุต  

แคลคูลสัเชิงผลต่าง  ถูกแนะน าข้ึนอย่างเป็นทางการในปี 1730 โดย Stirling [10] ถึงแม้ว่า Taylor จะเป็น
คนแรกท่ีได้ใช้แนวคิดของแคลคลูสั  ในปี 1717 ในงานของเขา [11]  ในกรณี  เราจะได้แคลคลูัส เชิงผลตา่งที่
ศึกษากันในปัจจุบันน่ันเอง  ส าหรับสัญลักษณผ์ลต่าง “ ”  ถูกน ามาใช้ครั้งแรกในปี 1755 โดย Euler [12]  ผลงานท่ี
ส าคัญเกี่ยวกับแคลคูลสั  ได้แกผ่ลงานของ Boole [13],  Markoff [14], Whittaker กับ Ronbison [15], Nörlund 
[16],  Milne-Thomson [17] และ Jordan [18]  นิยามของตัวด าเนินการในแคลคลูัส   ที่ศึกษาในปัจจุบันมี 
ดังต่อไปนี ้
ส าหรับ   และฟังก์ชัน   เมื่อ  ผลต่าง  ( -difference) 

ของôŦงก์ชนั  เขียนแทนด้วย  นิยามโดย  

              (3) 

 

2 
 

  

อนčóันธ์ (Derivative) ของôŦงก์ชัน  ที่  ใดė  เขียนแทนด้วย  หรือ   นิยามโดย 

   (2) 

 

ในบทความนี้  เราจะแนะน าแคลคูลัสที่แตกต่างไปจากแคลคูลัสดั้งเดิม ที่เรียกว่า  แคลคูลัสควอนตัม 

(Quantum Calculus) หรือแคลคูลัสเชิงผลต่าง (Difference Calculus)  ซึ่งเป็นแคลคูลัสที่ไม่ใช้ลิมิตมาช่วย                              

ในการนิยามความหมายและอธิบายทฤษฎีบทต่างๆ  การศึกษาแคลคูลัสควอนตัมเริ่มมีการศึกษาอย่างจริงจังเมื่อไม่กี่ปี

ที่ผ่านมานี้เอง ในปัจจุบันก าลังเป็นที่สนใจเพิ่มมากขึ้นในหมู่นักคณิตศาสตร์เนื่องจากสามารถใช้แก้ปัญหาได้กับ                  

การด าเนินการบนเซตของฟังก์ชันที่ไม่สามารถหาอนุพันธ์ได้  (Nondifferentiable) ในแคลคูลัสดั้งเดิม (Almeida, R., 

Torres, D.F.M. ,2011) และน าไปใช้อธิบายบางปรากฏการณ์ในทางฟิสิกส์ได้มากมายได้แก่ ความสมมาตรของอะตอม

ไฮโดรเจน [3], โมเลกุลและฟิสิกส์นิวเคลียร์ [4], ปรากฏการณ์ทางฟิสิกส์ในสนามสัมพันธภาพทั่วไป [5]  นอกจากนี้ยัง

น าตัวด าเนินการเชิงผลต่างของแคลคูลัส ควอนตัมไปใช้ในฟิสิกส์สาขาอื่นอีกอาทิเช่น  สตริงของจักรวาลและหลุมด า 

(Cosmic strings and  black holes) [6], กลศาสตร์ควอนตัม [7]-[8],  นิวเคลียร์และฟิสิกส์พลังงานสูง [9] เป็นต้น  

แคลคูลัสควอนตัมมีมากมายหลากหลายประเภทแต่ในที่นี้จะขอแนะน าเพียงบางประเภทเท่านั้น ได้แก่ 
แคลคูลัสเชิงผลต่าง  แคลคูลัสเชิงผลต่าง   และแคลคูลัสเชิงผลต่างฮาห์น   
 
แคลคูลัสเชิงผลต่าง  ( - Difference Calculus)   
 

ปัญหาทางวิทยาศาสตร์ วิศวกรรมศาสตร์ และปรากฏการณ์ที่เกี่ยวข้องนั้น สามารถแก้ปัญหาได้โดยการสร้าง
ความสัมพันธ์ในรูปของสมการคณิตศาสตร์หรือแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ ซึ่งส่วนใหญ่จะอยู่ในรูปของสมการ                  
เชิงอนุพันธ์ ทั้งสมการเชิงอนุพันธ์สามัญและสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย แต่ในบางปรากฏการณ์ที่การวัดข้อมูลไม่สามารถ
วัดได้อย่างต่อเนื่อง ข้อมูลวิยุต (Discrete Data) เหล่านี้ไม่สามารถน ามาสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ด้วย                 
สมการเชิงอนุพันธ์สามัญหรือสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยได้ จึงท าให้นักคณิตศาสตร์พัฒนาแคลคูลัสขึ้นมาอีกสาขาหนึ่ง
เรียกว่า  แคลคูลัสเชิงผลต่าง  โดยเป็นเครื่องมือส าคัญในการสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์จากข้อมูลวิยุต                   
ซึ่งอยู่ในรูปของสมการเชิงผลต่าง  ( -Difference Equations) ที่มีตัวแปรอยู่ในเซตที่มีสมาชิกเป็นบางจ านวนเท่านั้น 
โดยจะแสดงความสัมพันธ์ของแต่ละข้อมูลวิยุต  

แคลคูลสัเชิงผลต่าง  ถูกแนะน าข้ึนอย่างเป็นทางการในปี 1730 โดย Stirling [10] ถึงแม้ว่า Taylor จะเป็น
คนแรกท่ีได้ใช้แนวคิดของแคลคลูสั  ในปี 1717 ในงานของเขา [11]  ในกรณี  เราจะได้แคลคลูัส เชิงผลตา่งที่
ศึกษากันในปัจจุบันน่ันเอง  ส าหรับสัญลักษณผ์ลต่าง “ ”  ถูกน ามาใช้ครั้งแรกในปี 1755 โดย Euler [12]  ผลงานท่ี
ส าคัญเกี่ยวกับแคลคูลสั  ได้แกผ่ลงานของ Boole [13],  Markoff [14], Whittaker กับ Ronbison [15], Nörlund 
[16],  Milne-Thomson [17] และ Jordan [18]  นิยามของตัวด าเนินการในแคลคลูัส   ที่ศึกษาในปัจจุบันมี 
ดังต่อไปนี ้
ส าหรับ   และฟังก์ชัน   เมื่อ  ผลต่าง  ( -difference) 

ของôŦงก์ชนั  เขียนแทนด้วย  นิยามโดย  

              (3) 

 

ว า ร ส า ร น วั ต ก ร ร ม วิ ท ย า ศ า ส ต ร์ เ พื่ อ ก า ร พั ฒ น า อ ย่ า ง ยั่ ง ยื น
ปีที่ 2 ฉบับที่ 2 [มกราคม - ธันวาคม 2563]2

แคลคูลัสควอนตัม (แคลคูลัสไม่มีลิมิต) กับการเติมช่องว่างที่หายไปของการใช้ประโยชน์
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จะสังเกตได้ว่า   ซึ่งกĘคืออัตราการเปลี่ยนแปลงของ   เทียบกับ  ในสมการ (1)  นั่นเอง  

โดยที่ส่วนเปลี่ยนแปลงของค่า  และ   คือ  และ   ตามล าดับ   

ดังภาพที ่1 

 

 

 

 

 
 

 

õาóที่ 1  แสดงส่วนปลี่ยนแปลงของค่า  และส่วนเปลี่ยนแปลงของค่า  

 

จะเหĘนได้ว่าถ้าเราทราบค่าที่จุดเริ่มต้นแล้วจะสามารถหาค่าอื่นที่ต าแหน่งต่อไปได้ แคลคูลัสเชิงผลต่าง 
สามารถน าไปประยุกต์ใช้ในทางวิทยาศาสตร์ วิศวกรรมศาสตร์ อุตสาหกรรม การแพทย์ การเงินและเศรษåศาสตร์    
เป็นต้น ในกรณีที่แบบจ าลองที่สร้างขึ้นไม่สามารถวัดได้อย่างต่อเนื่อง จากความส าคัญของแคลคูลัสเชิงผลต่าง                
ท าให้มีนักคณิตศาสตร์ศึกษาพฤติกรรมของค าตอบของสมการเชิงผลต่าง  ในหลากหลายมิติ ได้แก่ ทฤษฎีการมีอยู่
จริงและมีเพียงค าตอบเดียว ทฤษฎีความเสถียรของค าตอบ และทฤษฎีการกวัดแกว่งของค าตอบ เพื่อจะสามารถ               
น าองค์ความรู้ใหม่ท่ีได้ไปประยุกต์ใช้ในศาสตร์สาขาท่ีเกี่ยวข้องต่อไป 
 
แคลคูลัสเชิงผลต่าง  (Difference -Calculus)  
  

การศึกษาแคลคูลลัสเชิงผลต่าง  ได้เริ่มมีขึ้นเมื่อประมาณหนึ่งร้อยปีที่ผ่านมาโดย F.H. Jackson [19],    

R.D. Carmichael [20], T.E. Mason [21], C.R. Adams [22], W.J. Trjitzinsky [23] และนักคณิตศาสตร์ที่ส าคัญ            

อีกมากมายอาทิเช่น Poincare, Picard, Ramanujan เป็นต้น  แต่ในช่วงปี ����-���� นั้นยังไม่ค่อยมีผู้ใดที่ให้

ความส าคัญในการศึกษาเหล่าเรื่องนี้มากนัก จนกระทั่งตั้งแต่ปี ���� เป็นต้นมาได้เริ่มมีนักคณิตศาสตร์ให้ความสนใจ

ขึ้นมาอีกครั้ง เนื่องจากได้มีผลของการศึกษาวิจัยเกี่ยวกับแคลคูลลัสเชิงผลต่าง  ที่น่าสนใจเกิดขึ้น ได้แก่                          

-arithmetic, -combinatorics, -integrable system, Variational -calculus  และอีกสาเหตุหนึ่งที่ท าให้

แคลคูลัสเชิงผลต่าง  กลับมาเป็นที่สนใจอีกครั้งในหมู่นักคณิตศาสตร์คือมีการน าแคลคูลลัสเชิงผลต่าง                          

ไปใช้ อธิบายปรากฏการณ์ในทางฟิสิกส์ เช่น  V. Fock และคณะ [��] ในปี 1935 ได้ศึกษาความสมมาตรของอะตอม

ไฮโดรเจนโดยใช้แคลคูลลัสเชิงผลต่าง   และต่อมาในปี ���� P.P. Raychev และคณะ [��] ได้น าแคลคูลลัส                       

เชิงผลต่าง  ไปใช้ในการศึกษาโมเลกุลและฟิสิกส์นิวเคลียร์ ในปี ���� H. Cheng [26] ได้ศึกษาทฤษฎี Yang-Mills 

ซึ่งเป็นทฤษฎีที่อธิบายปรากฏการณ์ทางฟิสิกส์ในสนามสัมพันธภาพทั่วไป นอกจากนี้ยังมีการน าแคลคูลลัสเชิงผลต่าง 

 ไปใช้ในฟิสิกส์สาขาอื่นอีกอาทิเช่น ฟิสิกส์ของอนุภาคมูลåาน และเคมีคัลฟิสิกส์ (Elementary particle physics 

and chemical physics)  ทฤษฎีสตริง (String theory)  เป็นต้น นิยามของตัวด าเนินการในแคลคูลัส  ที่ศึกษา                

ในปัจจุบัน มีดังต่อไปนี ้
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จะสังเกตได้ว่า   ซึ่งกĘคืออัตราการเปลี่ยนแปลงของ   เทียบกับ  ในสมการ (1)  นั่นเอง  

โดยที่ส่วนเปลี่ยนแปลงของค่า  และ   คือ  และ   ตามล าดับ   

ดังภาพที ่1 

 

 

 

 

 
 

 

õาóที่ 1  แสดงส่วนปลี่ยนแปลงของค่า  และส่วนเปลี่ยนแปลงของค่า  

 

จะเหĘนได้ว่าถ้าเราทราบค่าที่จุดเริ่มต้นแล้วจะสามารถหาค่าอื่นที่ต าแหน่งต่อไปได้ แคลคูลัสเชิงผลต่าง 
สามารถน าไปประยุกต์ใช้ในทางวิทยาศาสตร์ วิศวกรรมศาสตร์ อุตสาหกรรม การแพทย์ การเงินและเศรษåศาสตร์    
เป็นต้น ในกรณีที่แบบจ าลองที่สร้างขึ้นไม่สามารถวัดได้อย่างต่อเนื่อง จากความส าคัญของแคลคูลัสเชิงผลต่าง                
ท าให้มีนักคณิตศาสตร์ศึกษาพฤติกรรมของค าตอบของสมการเชิงผลต่าง  ในหลากหลายมิติ ได้แก่ ทฤษฎีการมีอยู่
จริงและมีเพียงค าตอบเดียว ทฤษฎีความเสถียรของค าตอบ และทฤษฎีการกวัดแกว่งของค าตอบ เพื่อจะสามารถ               
น าองค์ความรู้ใหม่ท่ีได้ไปประยุกต์ใช้ในศาสตร์สาขาท่ีเกี่ยวข้องต่อไป 
 
แคลคูลัสเชิงผลต่าง  (Difference -Calculus)  
  

การศึกษาแคลคูลลัสเชิงผลต่าง  ได้เริ่มมีขึ้นเมื่อประมาณหนึ่งร้อยปีที่ผ่านมาโดย F.H. Jackson [19],    

R.D. Carmichael [20], T.E. Mason [21], C.R. Adams [22], W.J. Trjitzinsky [23] และนักคณิตศาสตร์ที่ส าคัญ            

อีกมากมายอาทิเช่น Poincare, Picard, Ramanujan เป็นต้น  แต่ในช่วงปี ����-���� นั้นยังไม่ค่อยมีผู้ใดที่ให้

ความส าคัญในการศึกษาเหล่าเรื่องนี้มากนัก จนกระทั่งตั้งแต่ปี ���� เป็นต้นมาได้เริ่มมีนักคณิตศาสตร์ให้ความสนใจ

ขึ้นมาอีกครั้ง เนื่องจากได้มีผลของการศึกษาวิจัยเกี่ยวกับแคลคูลลัสเชิงผลต่าง  ที่น่าสนใจเกิดขึ้น ได้แก่                          

-arithmetic, -combinatorics, -integrable system, Variational -calculus  และอีกสาเหตุหนึ่งที่ท าให้

แคลคูลัสเชิงผลต่าง  กลับมาเป็นที่สนใจอีกครั้งในหมู่นักคณิตศาสตร์คือมีการน าแคลคูลลัสเชิงผลต่าง                          

ไปใช้ อธิบายปรากฏการณ์ในทางฟิสิกส์ เช่น  V. Fock และคณะ [��] ในปี 1935 ได้ศึกษาความสมมาตรของอะตอม

ไฮโดรเจนโดยใช้แคลคูลลัสเชิงผลต่าง   และต่อมาในปี ���� P.P. Raychev และคณะ [��] ได้น าแคลคูลลัส                       

เชิงผลต่าง  ไปใช้ในการศึกษาโมเลกุลและฟิสิกส์นิวเคลียร์ ในปี ���� H. Cheng [26] ได้ศึกษาทฤษฎี Yang-Mills 

ซึ่งเป็นทฤษฎีที่อธิบายปรากฏการณ์ทางฟิสิกส์ในสนามสัมพันธภาพทั่วไป นอกจากนี้ยังมีการน าแคลคูลลัสเชิงผลต่าง 

 ไปใช้ในฟิสิกส์สาขาอื่นอีกอาทิเช่น ฟิสิกส์ของอนุภาคมูลåาน และเคมีคัลฟิสิกส์ (Elementary particle physics 

and chemical physics)  ทฤษฎีสตริง (String theory)  เป็นต้น นิยามของตัวด าเนินการในแคลคูลัส  ที่ศึกษา                

ในปัจจุบัน มีดังต่อไปนี ้
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õาóที่ 1  แสดงส่วนปลี่ยนแปลงของค่า  และส่วนเปลี่ยนแปลงของค่า  

 

จะเหĘนได้ว่าถ้าเราทราบค่าที่จุดเริ่มต้นแล้วจะสามารถหาค่าอื่นที่ต าแหน่งต่อไปได้ แคลคูลัสเชิงผลต่าง 
สามารถน าไปประยุกต์ใช้ในทางวิทยาศาสตร์ วิศวกรรมศาสตร์ อุตสาหกรรม การแพทย์ การเงินและเศรษåศาสตร์    
เป็นต้น ในกรณีที่แบบจ าลองที่สร้างขึ้นไม่สามารถวัดได้อย่างต่อเนื่อง จากความส าคัญของแคลคูลัสเชิงผลต่าง                
ท าให้มีนักคณิตศาสตร์ศึกษาพฤติกรรมของค าตอบของสมการเชิงผลต่าง  ในหลากหลายมิติ ได้แก่ ทฤษฎีการมีอยู่
จริงและมีเพียงค าตอบเดียว ทฤษฎีความเสถียรของค าตอบ และทฤษฎีการกวัดแกว่งของค าตอบ เพื่อจะสามารถ               
น าองค์ความรู้ใหม่ท่ีได้ไปประยุกต์ใช้ในศาสตร์สาขาท่ีเกี่ยวข้องต่อไป 
 
แคลคูลัสเชิงผลต่าง  (Difference -Calculus)  
  

การศึกษาแคลคูลลัสเชิงผลต่าง  ได้เริ่มมีขึ้นเมื่อประมาณหนึ่งร้อยปีที่ผ่านมาโดย F.H. Jackson [19],    

R.D. Carmichael [20], T.E. Mason [21], C.R. Adams [22], W.J. Trjitzinsky [23] และนักคณิตศาสตร์ที่ส าคัญ            

อีกมากมายอาทิเช่น Poincare, Picard, Ramanujan เป็นต้น  แต่ในช่วงปี ����-���� นั้นยังไม่ค่อยมีผู้ใดที่ให้

ความส าคัญในการศึกษาเหล่าเรื่องนี้มากนัก จนกระทั่งตั้งแต่ปี ���� เป็นต้นมาได้เริ่มมีนักคณิตศาสตร์ให้ความสนใจ

ขึ้นมาอีกครั้ง เนื่องจากได้มีผลของการศึกษาวิจัยเกี่ยวกับแคลคูลลัสเชิงผลต่าง  ที่น่าสนใจเกิดขึ้น ได้แก่                          

-arithmetic, -combinatorics, -integrable system, Variational -calculus  และอีกสาเหตุหนึ่งที่ท าให้

แคลคูลัสเชิงผลต่าง  กลับมาเป็นที่สนใจอีกครั้งในหมู่นักคณิตศาสตร์คือมีการน าแคลคูลลัสเชิงผลต่าง                          

ไปใช้ อธิบายปรากฏการณ์ในทางฟิสิกส์ เช่น  V. Fock และคณะ [��] ในปี 1935 ได้ศึกษาความสมมาตรของอะตอม

ไฮโดรเจนโดยใช้แคลคูลลัสเชิงผลต่าง   และต่อมาในปี ���� P.P. Raychev และคณะ [��] ได้น าแคลคูลลัส                       

เชิงผลต่าง  ไปใช้ในการศึกษาโมเลกุลและฟิสิกส์นิวเคลียร์ ในปี ���� H. Cheng [26] ได้ศึกษาทฤษฎี Yang-Mills 

ซึ่งเป็นทฤษฎีที่อธิบายปรากฏการณ์ทางฟิสิกส์ในสนามสัมพันธภาพทั่วไป นอกจากนี้ยังมีการน าแคลคูลลัสเชิงผลต่าง 

 ไปใช้ในฟิสิกส์สาขาอื่นอีกอาทิเช่น ฟิสิกส์ของอนุภาคมูลåาน และเคมีคัลฟิสิกส์ (Elementary particle physics 

and chemical physics)  ทฤษฎีสตริง (String theory)  เป็นต้น นิยามของตัวด าเนินการในแคลคูลัส  ที่ศึกษา                

ในปัจจุบัน มีดังต่อไปนี ้
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ส าหรับ  และฟังก์ชัน  เมื่อ  โดยที่     

ผลต่าง  ( -Difference)  ของôŦงก์ชัน  เขียนแทนด้วย  นิยามโดย 
   

                             (4) 

จะสังเกตได้ว่า    โดยที่ส่วนเปลี่ยนแปลงของค่า   คือ   และส่วนเปลี่ยนแปลง 

ของค่า   คือ   ดังภาพที ่2 

 

 

 

 
 

 

õาóที่ 2  แสดงส่วนปลี่ยนแปลงของค่า  และส่วนเปลี่ยนแปลงของค่า  
 

และถ้าให้   แล้วจะได้ว่า    ตัวอย่างเช่นก าหนด  จะ

ได้   ซึ่งจะเหĘนได้ว่าถ้า  แล้วผลต่าง  จะเป็นอนุพันธ์  นั่นเอง 

 

แคลคูลัสเชิงผลต่างăาห์น (+aKn Difference Calculus)   

แคลคูลัสเชิงผลต่างฮาห์น คือแคลคูลัสควอนตัมอีกประเภทหนึ่ง ซึ่งเป็นการรวมแคลคูลัสควอนตัมอีกสอง 
ประเภทข้างต้นมาไว้ด้วยกัน  คือแคลคูลัสเชิงผลต่าง  และแคลคูลัสเชิงผลต่าง  โดยในปี 1949  Hahn  [27]  เป็น
ผู้ที่ได้แนะน าตัวด าเนินการเชิงผลต่างฮาห์น 	Hahn difference operator)  ดังต่อไปนี้    

 

ส าหรับ  และฟังก์ ชัน   เมื่ อ   โดยที่

  และ   ผลต่างăาห์น ()BIO %JGGFSFODF) ของôŦงก์ชัน  เขียนแทนด้วย  

นิยามโดย   

             (5) 
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ผู้ที่ได้แนะน าตัวด าเนินการเชิงผลต่างฮาห์น 	Hahn difference operator)  ดังต่อไปนี้    

 

ส าหรับ  และฟังก์ ชัน   เมื่ อ   โดยที่

  และ   ผลต่างăาห์น ()BIO %JGGFSFODF) ของôŦงก์ชัน  เขียนแทนด้วย  

นิยามโดย   

             (5) 

 

4 
 

  

ส าหรับ  และฟังก์ชัน  เมื่อ  โดยที่     

ผลต่าง  ( -Difference)  ของôŦงก์ชัน  เขียนแทนด้วย  นิยามโดย 
   

                             (4) 

จะสังเกตได้ว่า    โดยที่ส่วนเปลี่ยนแปลงของค่า   คือ   และส่วนเปลี่ยนแปลง 

ของค่า   คือ   ดังภาพที ่2 

 

 

 

 
 

 

õาóที่ 2  แสดงส่วนปลี่ยนแปลงของค่า  และส่วนเปลี่ยนแปลงของค่า  
 

และถ้าให้   แล้วจะได้ว่า    ตัวอย่างเช่นก าหนด  จะ

ได้   ซึ่งจะเหĘนได้ว่าถ้า  แล้วผลต่าง  จะเป็นอนุพันธ์  นั่นเอง 

 

แคลคูลัสเชิงผลต่างăาห์น (+aKn Difference Calculus)   

แคลคูลัสเชิงผลต่างฮาห์น คือแคลคูลัสควอนตัมอีกประเภทหนึ่ง ซึ่งเป็นการรวมแคลคูลัสควอนตัมอีกสอง 
ประเภทข้างต้นมาไว้ด้วยกัน  คือแคลคูลัสเชิงผลต่าง  และแคลคูลัสเชิงผลต่าง  โดยในปี 1949  Hahn  [27]  เป็น
ผู้ที่ได้แนะน าตัวด าเนินการเชิงผลต่างฮาห์น 	Hahn difference operator)  ดังต่อไปนี้    

 

ส าหรับ  และฟังก์ ชัน   เมื่ อ   โดยที่

  และ   ผลต่างăาห์น ()BIO %JGGFSFODF) ของôŦงก์ชัน  เขียนแทนด้วย  

นิยามโดย   

             (5) 
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จะสังเกตได้ว่า   โดยที่ส่วนเปลี่ยนแปลงของค่า   คือ   และส่วนเปลี่ยน 

แปลงของค่า   คือ   ดังภาพที ่3 

 

 

 

 

 

 

 

õาóที่ 3  แสดงส่วนปลี่ยนแปลงของค่า  และส่วนเปลี่ยนแปลงของค่า  
 

ปัจจุบันแคลคูลัสเชิงผลต่างฮาห์นได้ถูกน าไปใช้ในการสร้าง Family of orthogonal polynomial [28]-[30]  

และถึงแม้ว่าตัวด าเนินการเชิงผลต่างฮาห์นจะได้ถูกนิยามมาตั้งแต่ปี 1949 แต่ส าหรับตัวด าเนินการผกผัน                      

ของมันเพิ่งจะได้มีการศึกษาในปี 2009  โดย Aldwoah  [31]-[33]  หลังจากนั้นกĘเริ่มมีงานวิจัยเกี่ยวกับแคลคูลลัส                

เชิงผลต่างฮาห์นออกมาเพิ่มมากข้ึนจนถึงปัจจุบัน แต่องค์ความรู้ใหม่ของมันยังสามารถศึกษาวิจัยได้อีกมากมาย   

จากนิยามของผลต่าง   และผลต่าง   เราจะเหĘนได้ชัดว่า 

ถ้า          จะได้ว่า   

ถ้า          จะได้ว่า   

และถ้า      จะได้ว่า   

นั่นคือ  ตัวด าเนินการเชิงผลต่างฮาห์นจะครอบคลุมเกี่ยวข้องกับทั้งตัวด าเนินการเชิงผลต่าง  ผลต่าง  และอนุพันธ ์
 
บทสรčปและข้อเสนอแนะ  
 

(1)   แคลคูลัสควอนตัมหรือแคลคูลัสเชิงผลต่าง  เป็นแคลคูลัสที่ไม่ได้ใช้ลิมิตมานิยามตัวด าเนินการต่างๆ ในแคลคูลัส
ควอนตัมแต่ละประเภท ดังนิยามของตัวด าเนินการเชิงผลต่าง   ผลต่าง  และผลต่างฮาห์น  

(2) ตัวด าเนินการเชิงผลต่างของแคลคูลัสควอนตัมแต่ละประเภทคือ อัตราการเปลี่ยนของ  เทียบกับ (ผลต่าง
ของ  เทียบกับ )  แตกต่างกันที่เงČ่อนไขของส่วนเปลี่ยนแปลงของค่า  และค่าôŦงก์ชัน ส าหรับตัว
ด าเนินการเชิงผลต่างของแคลคูลัสควอนตัมประเภทอื่นๆ กĘจะนิยามเงื่อนไขแตกต่างกันออกไป 

(3) ความสัมพันธ์ระหว่างอนุพันธ์  ผลต่าง   ผลต่าง  และผลต่างฮาห์นของฟังก์ชัน   แสดงได้ดังภาพที ่4 
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¢f (t) = lim

h¢ 0
Dh f (t)= lim

Dt¢ 0

Df
Dt
= lim

h¢ 0

f (t+h) - f (t)
h         

อนčóันธ์ของôŦงกช์ัน (แคลคูลัสดัĚงเดิม) 

     

                               
Dh f (t) = Df

Dt
= f (t+h) - f (t)

h
             ผลต่าง  ของôŦงก์ชัน   

 

               
  
Dq f (t) = Df

Dt
= f (t) - f (qt)

t - qt   
= f (t) - f (qt)

(1- q)t       
ผลต่าง  ของôŦงก์ชัน   

 

                             
 
Df
Dt         

อัตราการเปลี่ยนของ  เทียบกับ  (ผลต่างของ  เทียบกับ ) 

 

          

  
Dq,w f (t) = Df

Dt
= f (t) - f (qt+w)

t - (qt+w)      
= f (t) - f (qt+w)

(1- q)t - w        
ผลต่างăาห์นของôŦงก์ชนั   

                        
 

õาóที ่4  แสดงความสัมพันธ์ระหว่างอนุพันธ์  ผลต่าง   ผลต่าง  และผลต่างฮาห์น 
 

(4)   ปัจจุบันได้มีการพัฒนาแคลคูลัส ขยายการศึกษาออกเป็นแคลคูลัสอันดับเศษส่วน (Fractional Calculus)                          
ซึ่งมีจุดเริ่มต้นในการศึกษาค้นคว้าภายหลังจากที่ ไลบ์-นิทซ์ (1646-1716)  ได้นิยามอนุพันธ์อันดับที่                        
ในรูป  โดยโลปิตาล (1661-1704)  เกิดข้อสงสัยว่า  “ÝąเÖิéอąĕร×ċĚนëšา ”  ซึ่งไลบ์นิทซ์เอง   

ในขณะนั้นกĘยังไม่สามารถอธิบายความหมายของอนุพันธ์  ได้อย่างชัดเจน หลังจากนั้นจึงได้เริ่ม                       

มีการศึกษาค้นคว้าแคลคูลัสอันดับเศษส่วนเป็นต้นมา  ส าหรับแคลคูลัสควอนตัมอันดับเศษส่ วน                                    
ได้มีนักคณิตศาสตร์หลายท่านพัฒนาองค์ความรู้เรื่องเหล่านี้อย่างต่อเนื่องมาจนถึงปัจจุบัน อาทิเช่น 

 

• ปี 1966  Al-Salam [34]  และปี 1969  Agarwal [35]  ได้แนะน า แคลคูลัสเชิงผลต่าง  อันดับเศษส่วน 

(Fractional –Difference Calculus) 

• ปี 1989  Miller และ Ross [36]  ได้แนะน า แคลคูลัสเชิงผลต่างอันดับเศษส่วน (Fractional  Difference  

Calculus)   

• ปี 2011  Ferreira และ Torres [37] ได้แนะน า แคลคูลัสเชิงผลต่าง h อันดับเศษส่วน 	Fractional                    

h –Difference Calculus) 

•
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• ปัจจุบันปี  2020  Soontraranon และ Sitthiwirattham [40]   ได้แนะน า แคลคูลัส เชิงผลต่าง S�q                   

อันดับเศษส่วน (Fractional (S�q )-Difference Calculus)   

• มีแคลคูลัสควอนตัมอีกหลายประเภทที่ยังไม่ได้มีการศึกษาองค์ความรู้ในเรื่องอันดับเศษส่วนเลย ดังนั้น                   

จึงเป็นองค์ความรู้ที่น่าศึกษาค้นคว้าวิจัยเป็นอย่างยิ่งในอนาคต  
 

(5)   องค์ความรู้ใหม่ในเรื่องแคลคูลัสควอนตัม สามารถค้นคว้าวิจัยต่อยอดในหัวข้อวิจัย ความเสถียรภาพและ
พฤติกรรมเชิงเส้นก ากับ 	Stability and Asymptotic Behavior) ของแคลคูลัสควอนตัม และแคลคูลัสควอนตัม
อันดับเศษส่วนประเภทต่างๆ  ซึ่งในปัจจุบันมีนักคณิตศาสตร์ที่ศึกษาวิจัยเกี่ยวกับหัวข้อวิจัยนี้อยู่น้อยมาก จึง
น่าจะเป็นโอกาสอันดีต่อนักวิจัยคณิตศาสตร์ไทยให้หันมาศึกษาวิจัยในสาขาวิจัยนี้เพิ่มขึ้น สามารถศึกษาวิจัย
ค้นคว้าหาองค์ความรู้ใหม่และน าผลงานไปตีพิมพ์เผยแพร่ในวารสารนานาชาติได้  อีกทั้งในอนาคตหมายมั่นว่าจะ
ได้มีนักวิจัยในศาสตร์สาขาอื่นที่เกี่ยวข้องน าองค์ความรู้ที่ได้สร้างขึ้นมานี้ไปประยุกต์ใช้ให้เกิดประโยชน์สูงสุด
ต่อไป 

 

 –Difference Calculus) 

• ปี 2017  Brikshavana และ Sitthiwirattham [38]  ได้แนะน า แคลคูลัสเชิงผลต่างฮาห์นอันดับเศษส่วน 

(Fractional Hahn Difference Calculus)   

• ปี 2019 Patanarapeelert  และ Sitthiwirattham [39]  ได้แนะน า แคลคูลัสเชิงผลต่างสมมาตรฮาห์น

อันดับเศษส่วน (Fractional Symmetric Hahn Difference Calculus)   
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