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Abstract 

This study aimed to search for a proper system for electro-flotation harvesting of 
microalgae Dunaliella salina with a minimization of metal contamination. An applied electrical 
current caused cell aggregation and produced small bubbles which levitated cell clusters to the 
top surface. Since no electrolytic erosion for cathodes (negative electrodes), we tested the 
harvesting by using planar cathodes, lying in the bottom of the reactor, made from different 
materials and forms. For a given electrical current, all cathodes resulted in a similar harvesting 
efficiency as well as the energy consumption. Unlike the cathode, the anode (positive 
electrodes) usually erodes in the electrolytic process. To avoid contamination of released metal, 
we used only graphite plates as the anode. Different settings of graphite anode plates (located 
above the cathode) were studied. For a given electrical current, all cases of anode settings had 
a similar harvesting efficiency but the energy consumption increased with the distance between 
the anode and the cathode. For a given setup of electrodes, we showed that both the 
harvesting efficiency and the energy consumption increased with the applied electrical current. 
By considering the above results as well as the fact that the stainless steel plate is cheaper and 
easier to handle in comparison to the graphite plate, we suggest that a combination of graphite 
anode and stainless steel cathode is an appropriate set for microalgae harvesting with an 
avoidance of metal contamination. Furthermore, for a convenience of the collection of the 
levitated microalgae cells, the top surface should be leaved widely opened by setting the 
graphite anode plates near the wall of the reactor. Finally, a large scale harvesting of the 
microalgae cultured with outdoor conditions is demonstrated in Nakhon Ratchasima, Thailand. 

 
Keywords: Dunaliella salina, harvesting, electro-flotation, stainless steel, graphite 

 
Introduction 

Microalgae have a potential in a wide variety of applications. Microalgae have been 
considered as the natural sources of energy and bioproducts including carotene (Lamers et al., 
2008; Zhu & Jiang, 2008). Several research pathways have been explored to improve the 
economics of the microalgae production including microalgae harvesting (Christenson & Sims, 
2011; Dassey & Theegala, 2013). Different techniques of microalgae harvesting are currently 
investigated, e.g., chemical coagulation/flocculation, flotation, filtration, centrifugation, and 
electrical based process. Microalgae utilization is not economically sustainable due to difficult 
and high cost of harvesting.   The operation cost depends on the harvesting method as well as  
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type of microalgal species. Quantitative and comprehensive cost comparisons of difference 
harvesting methods and microalgal types can be found in review articles, e.g., Lee et al., 2013; 
Barros et al., 2015 and Marrone et al., 2017. While centrifugation can harvest most algal types 
with rapid cell harvesting, its operational cost is much higher than others. The operation cost of 
other methods is quite similar. 

Flotation is a process where gas bubbles fed to the liquid medium providing a lifting 
force needed for particle transport and separation. Electro-flotation generates bubbles through 
electrolysis (Baierle et al., 2015; Zhou et al., 2016; Vandamme et al., 2011). The generation of 
these bubbles can be done at both electrode and coupled with the electro-coagulation that 
occurs through the electrolytic oxidation that happens at the cathode (Gao et al., 2010). 
Separation by such flotation depends on bubble flux and size (Coward et al. 2014). 

Electro-flotation harvesting of microalgae has been recently investigated by using 
electrodes made from various kinds of metals including Fe, Al, Cu, Mg and stainless steel. 
(Bleeke et al., 2015; Ryu et al., 2018; Ghernaout et al., 2014; Xu et al., 2010; Zenouzi et al., 
2013; Shuman et al., 2015; Dassey & Theegala, 2014; Barros et al., 2015). During an 
application of electrical current, the positive electrodes release metal ions into the medium. 
These residual metal ions potentially act as coagulant and liberate adversely affecting 
microorganisms due to their toxicities in aqueous and microalgae biomass (Kim et al., 2012). 
An avoidance of this metal contamination has been demonstrated by using graphite plates for 
both positive and negative electrodes (Misra et al., 2014; Zhou et al., 2016). 

In this article, we presented a study of microalgae harvesting using electro-flotation. To 
avoid adding metal contamination into the harvested microalgae, graphite plates were used as 
the anode which usually eroded by electrolysis. In contrast, an applied electrical current does 
not cause erosion of cathode. Therefore, we tested cathode plates made from different 
materials and forms. Then, the configuration of graphite anode as well as the electrical current 
were varied. A proper setup of electrodes was designed by considering the harvesting efficiency 
and energy consumption. Finally, a harvesting of the microalgae in a large scale was 
demonstrated. 

 
Materials and methods 

Microalgae Dunaliella Salina strain KU 11 (Wu et al., 2017) were cultured in transparent 
glass chambers (30 cm × 60 cm × 40 cm) using a modified Jonson’s medium with 2 M NaCl 
(Wu et al., 2017). Each chamber contained 50 litres of medium and illuminated by fluorescent 
lamps with an average light intensity of 54 µmol m-2 s-1 from top for 24 h day-1. Harvesting 
experiments were carried out when the microalgae cultured for 14 days and the cell density 
was about 14.1×106 cells ml-1. 

As shown in Figure 1, the experiments were conducted using 4.0 liters of the 
microalgae culture in a transparent rectangular reactor with dimensions of 5 cm × 30 cm × 35 
cm. The cathode plate was laid in the bottom of the reactor while the anode was set (either 
vertically or horizontally) above the cathode. An electrical current was applied using a DC power 
supply (Wanptek, Model KPS0D) in constant current mode. 

The effect of electrode types as well as their configuration on the microalgae 
harvesting was studied. Four different cathodes (lying in the bottom of the reactor) were 
investigated; cathode I: a stainless steel plate with dimensions 4 cm × 28 cm × 0.1 cm, cathode 
II: a stainless steel plate with dimensions 2 cm × 28 cm × 0.1 cm, cathode III: a perforated 
stainless steel plate with dimensions 4 cm × 28 cm × 0.1 cm, 3-mm round holes and 40% open 
area, and cathode IV: a graphite plate with dimensions 4 cm × 28 cm × 1 cm 
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To avoid contamination of metals usually released from electrolytic erosion, we used 
the anodes made from only graphite. Four configurations of the anodes were tested in the 
setup using only cathode I. A couple of graphite plates with dimensions of 4 cm × 35 cm × 1 
cm was set vertically at the left and the right of the reactor. The space between the cathode 
and the anode was varied for three cases: 1, 10, and 20 cm as anode I, II and III, respectively. 
The fourth configuration (anode IV) was a single graphite plate with dimensions of 4 cm × 28 
cm × 1 cm, which was set horizontally with a distance of 20 cm apart from the cathode. 

The influence of applied electrical current on the microalgae harvesting was examined 
in a setup with a couple of vertical graphite anodes setting at 1 cm (anode I) apart from a 
stainless steel cathode I (4 cm × 28 cm × 0.1 cm in dimensions). The applied electrical current 
was varied as 2, 4, and 8 A. 

To determine the harvesting efficiency, 10 ml samples were collected from the middle 
of the reactor every minute during the experiments. The optical density of the samples was 
measured by using a spectrometer (Ocean optics, model HRS-4000). The harvesting efficiency 
was determined from the reduction in the optical density at a wavelength of 550 nm (OD550) as 
 

harvesting efficiency (%) = (1-A/B) × 100, 

where A is the OD550 at time t and B is the OD550 before the application of the electrical current. 
The culture medium is used as the blank in the measurements so that in a null test (without 
microalgae), its optical density A is zero. The electrical energy consumption was estimated from 
the applied electrical current I (A), the applied voltage V (V), time t (h) and the microalgae 
volume L (m-3) as 

energy consumption = I × V × t / (1000 × L) 

which has a unit of kWh m-3 as usually reported (Barros et al., 2015). 
To demonstrate the microalgae harvesting in a commercial scale, the microalgae 

Dunaliella Salina strain KU 11 were cultured in raceway tanks with a volume of 800 liters with 
outdoor conditions (Wu et al., 2017) in a salt production company located in Nakhon 
Ratchasima, Thailand (15◦ 8.4 N, 101◦ 9.4 E). 

Microalgae biomass was harvested in a large transparent rectangular reactor with 
dimensions of 50 cm × 100 cm × 50 cm.  Four graphite anodes (45 cm × 50 cm × 1 cm in 
dimensions) were placed vertically close to two opposite walls and above a stainless cathode 
plate (45 cm × 90 cm × 0.1 cm) which was laid at the bottom. A strong electrical current 120 A 
(the voltage of 12 V) was applied from a DC power supply (MEAN WELL SE-1500-12). 

 
Results and discussion 

Figure 1 demonstrates an example of the microalgae harvesting using electro-flotation. 
Prior to the application of the electrical current, the microalgae culture appeared dark green as 
in Figure. 1(a) and had a high optical density. When the electrical current was applied, many 
small bubbles generated from the electrolysis were distributed throughout the reactor. In the 
course of time, the bubbles as well as the levitated microalgae gradually accumulated as foam 
at the top surface. In Figure 1(b), the medium became lighter green at 5 min after the 
application of the electrical current and the harvesting efficiency was 49.3%. When most of the 
microalgae were lifted to the surface, the foam at the top surface appeared as two layers: a 
green layer with concentrated microalgae lying above a white layer composed of  tiny bubbles  
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(e.g. in Figure 1(c) and Figure 1(d) where the harvesting efficiency was 87.3% and 90.0%, 
respectively). 

Figure 2 shows an example of cell aggregation of the microalgae Dunaliella salina 
induced by the applied electrical current. The microalgae are small single cells distributed 
throughout the culture medium, e.g., in Figure 2(a). These microalgae cells behave like 
suspension since they have negative charged surface (Vandamme et al., 2013). After an 
application of electrical current, e.g., 4 A for 5 min shown in Figure 1(b), the single cells were 
induced to form larger clusters, e.g., in Figure 2(b) and Figure 2(c). The cell clusters were 
much larger than the individual single cells. Since larger particles can easier to be lifted by 
bubbles so that the microalgae harvesting is facilitated by such the electrically induced cell 
aggregation, as reported earlier for other microalgae cells, e.g., Chlorella Sp. (Zhou et al., 
2016) and Scenedesmus acuminatus (Bleeke et al., 2015). 

 

 
 
Figure 1. Microalgae harvesting using an electro-flotation. Sequential images (a) – (d) 
illustrate the experimental results at 0, 5, 10 and 15 min, respectively. A stainless steel cathode 
(4 cm × 28 cm × 0.1 cm in dimensions, cathode I) was laid in the bottom and a couple of 
vertical graphite anodes (anode I) was set at 1 cm above it. The applied current was 4 A. 
 

 
 
Figure 2. Images of microalgae Dunaliella salina under microscope: (a) a 10x image of single 
cells that stayed separately in the culture medium, (b) a 10x image and (c) a 40x image of a 
large cluster of the cells induced by an applied electrical current. 
 

Figure 3 shows the harvesting efficiency obtained from the setup with four different 
cathodes. In these experiments, the anode I, a couple of vertical graphite plates at 1 cm above 
the cathode (as shown in Figure 1), was used and the applied electrical current was 4 A. All 
cathodes gave similar curves of the harvesting efficiency. At the beginning, the harvesting 
efficiency increased very fast.  At  10  min,  the harvesting efficiency reached about  80%  for  
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cathode IV (made from graphite) while other three cathodes gave a higher efficient of about 
87%. For longer times, the harvesting efficiency still increased but with slower rate: at 20 min, 
the harvesting efficiency from all cathodes reached similar values of 89% and 97% at 15 and 
20 min after the application of electrical current. Thus, in the initial phase of 10 min, the 
graphite cathode gives a lower harvesting efficiency than the stainless steel cathodes while all 
cathodes provide similar efficiency after 15 min. 

 
 
Figure 3. Efficiency of the harvesting using different cathodes; cathode I: a stainless steel 
plate (4 cm × 28 cm × 0.1 cm), cathode II: a stainless steel plate (2 cm × 28 cm × 0.1 cm), 
cathode III: a perforated stainless steel plate (4 cm × 28 cm × 0.1 cm, 3-mm round holes and 
40% open area), and cathode IV: a graphite plate (4 cm × 28 cm × 1 cm). A couple of vertical 
graphite plates was placed 1 cm (Anode I) above the cathode. 
 

 
 
Figure 4. Microalgae harvesting with different anode configurations. A stainless steel cathode 
(4 cm × 28 cm × 0.1 cm in dimensions, cathode I) was laid in the bottom. (a) – (c) A couple of 
graphite anodes was set vertically at the left and the right with a distance of 1 cm (anode I), 10 
cm (anode II), and 20 cm (anode III) above the cathode I. (d) A graphite anode was set 
horizontally with a distance of 20 cm (anode IV) above the cathode I. The images were taken 
at 15 min after electrical current application. 
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Microalgae harvesting by using four different configurations of graphite anodes was 
studied in cooperation with cathode I. As shown in Figure 4, when most of the cells were 
harvested, i.e., when the harvesting efficiency was more than 80%, typical foam layers 
composed of a green layer of concentrated microalgae lying above a white layer of small 
bubbles occurred in all cases. Note that for the cases of a couple of vertical graphite plates in 
Figures. 4(a) – 4(c), the foam layers close to the anodes were thicker than those at other 
positions while for the case of horizontal graphite plate, the form was distributed evenly 
through the length of the reactor. This comes from the fact that the bubbles produced from the 
vertical graphite plates moved up nearby the plates but the horizontal plate generated the 
bubbles those raised evenly throughout the length of the plate. 

The harvesting efficiency from experiments using four different anode configurations 
(see Figure 4) are shown in Figure 5. Similar to the results in Figure 3, after the application of 
electrical current was started, the harvesting efficiency grew up very fast and exceeded 80% 
within 10 min for all anode configurations. Then, it increased slowly. After 6 min, the harvesting 
efficiency of anode IV was higher than the others while that of anode III was the lowest. 
However, all curves reached similar values of 96-98% at 20 min. 

 
Figure 5. Efficiency of the harvesting using different configurations of the anodes. The curves 
labeled anode I, anode II, anode III, and anode IV were obtained from experiments using the 
setups in Figures 4(a) – 4(d), respectively. 
 
 Figure 6 shows the harvesting efficiency from experiments using different applied 
electrical current. The electrodes were set as in Figure 1. It can be seen clearly from the graphs 
that the higher electrical current results in the higher harvesting efficiency at all time of the 
experiments. Similar to the previous results in Figure 3 and Figure 5, the typical graph shape in 
which a fast increment of the harvesting efficiency was followed by a slower grow up. The first 
interval of such fast increment depends on the applied current: For 2, 4, and 8A, the harvesting 
efficiency reaches 77.4%, 84.7%, and 91% at 10, 8, and 5 min, respectively. The very strong 
current provided 100% of harvesting efficiency at 13 min while the cases of 2 and 4 A, the 
harvesting efficiency reaches 92.4% and 96.0% at 20 min.   These present effect of electrical  
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current on the harvesting agree to the study using other microalgae Chlorella vulgaris and 
Phaeodactylum tricornutum where the electrodes made from aluminum and iron (Vandamme et 
al., 2011). 
 The energy consumption of the electro-flotation harvesting are summarized in Table 
1. It was calculated from the harvesting time of 15 min where in most of the experiments the 
harvesting efficiency was at least 90%, except for the lowest current of 2A with the harvesting 
efficiency of 82.8%. For the setups with anode I and the applied current 4 A, all cathode I-IV 
gave very similar energy consumption values of around 1.0 – 1.1 kWh m-3 (see setups 1-4 in 
Table 1). In contrast, the graphite anode configuration strongly affected energy consumption: 
an enlargement of the cathode-anode spacing from 1 to 20 cm resulted in an increment of both 
the voltage (from 4.1 to 7.0 V) and the energy consumption from 1.03 to 1.75 kWh m-3 in 
setups using cathode I and the current 4 A (setups 1, 5-7).  Note that the setups 1-7, where 
the applied current was fixed at 4 A, provided similar harvesting efficiencies around 90-96%. 
For a given set of electrodes, both the harvesting efficiency and the energy consumption clearly 
increased with the applied electrical current. By comparing setups 1, 8, and 9, the increasing of 
the applied electrical current from 2 to 8 A caused a raise of the harvesting efficiency from 83% 
to 99%, however, the energy consumption increased from 0.41 to 1.63 kWh m-3. 

 
Figure 6. Effect of the applied electrical current on the harvesting efficiency. The setup 
composed of cathode I and anode I, as shown in Figure 1, were used. 

 
Although the results show that the setups using different cathodes give approximately 

similar harvesting efficiency and consume similar energy, a stainless steel plate is more suitable 
to be used as the cathode as the following reasons. A graphite plate is fragile so it is prone to 
be broken during operation. It is difficult to produce a graphite plate thinner than 1 cm so it 
results in a relatively high production cost of a graphite plate, in comparison to, e.g., a stainless 
steel plat with the same area size. Finally, in comparison to other cheap metals, stainless steel 
is robust against corrosion caused by the culture medium of Dunaliella salina which contains 
high concentration of NaCl and other chemicals. 
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The setups with different anode settings provided a similar harvesting efficiency but the 

energy consumption increased when the anode was set farer from the cathode. These results 
agree to previous reports where both the cathode and the anode are made from the same 
materials: graphite (Zhu et al., 2016) or stainless steel (Ghernaout et al. 2015). For a given 
distance from the cathode, the orientation of the anode, i.e., vertical or horizontal setup, does 
not affect the harvesting process. Furthermore, the top surface of the reactor should be leaved 
widely opened to facilitate the collection of the foam of concentrated microalgae cells (foam 
layers in Figure 1 and Figure 4) during the application of electrical current. Therefore, vertical 
graphite plates setting close to the stainless steel cathode and near the walls of the reactor are 
appropriate to be used as the anode. 

 
Table 1. Energy consumption and harvesting efficiency of different setups at 15 min. 
 

setup electrodes space 
(cm) 

current 
(A) 

voltage    
(V) 

harvesting 
efficiency 

(%) 

energy 
consumption 

(kWh m-3) 

1 cathode I, 
anode I 1 4.0 4.1 90.00 1.03 

2 cathode II, 
anode I 1 4.0 4.1 91.83 1.03 

3 cathode III, 
anode I 1 4.0 4.2 95.03 1.05 

4 cathode IV, 
anode I 1 4.0 4.3 89.76 1.08 

5 cathode I, 
anode II 10 4.0 5.6 93.12 1.40 

6 cathode I, 
anode III 20 4.0 7.0 90.88 1.75 

7 cathode I, 
anode IV 20 4.0 7.0 95.76 1.75 

8 cathode I, 
anode I 1 2.0 3.3 82.8 0.41 

9 cathode I, 
anode I 1 8.0 4.9 99.00 a   1.63 a 

a The results were obtained at 10 min. 

To demonstrate the microalgae harvesting in a commercial scale, the microalgae 
Dunaliella salina was cultivated with outdoor conditions in a raceway tanks as in Figure 7(a). 
We enlarge the electrodes composed of a stainless steel cathode plate lying in the bottom of 
the reactor and four graphite anode plates setting vertical above the cathode and near the two 
opposite walls. The microalgae harvesting volume was scaled up 50 times of the laboratory 
scale so that the reactor was enlarged from 5 cm × 30 cm × 35 cm (as in Figure 1) to 70 cm × 
100 cm × 50 cm. The scale up was mainly done in the width direction from 5 cm to 100 cm (20 
times). To increase the stability of the large reactor, the length was extended from 30 cm to 70 
cm (about 2.33 times). The height of the reactor was increased from 35 cm to 50 cm and the 
height of the culture medium in the reactor was set to about 30 cm so that the culture medium 
were about 200 L. 
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Figure 7. The microalgae harvesting in a commercial scale using a combination of electrode 
types. (a) The microalgae Dunaliella salina was cultured with outdoor conditions in raceway 
tanks. (b) During the harvesting, the cells were lifted at the top surface while (c) the medium 
below was clear. (d) The concentrated microalgae at the top surface was collected by using a 
colander. 

 
 
Conclusion 

We have presented an investigation of electro-flotation microalgae harvesting using 
different electrodes. When an electrical current was applied, the single-cell microalgae 
Dunaliella salina were induced to form larger clusters those subsequently were lifted by small 
bubbles to the top surface as a foam layer. While a graphite plate was used as the anode, all 
cathodes (stainless steel plate, perforated stainless steel plate and graphite plate) gave a 
similar harvesting efficiency as well as energy consumption. For a given electrical current, the 
energy consumption was reduced by setting the graphite anode close to the cathode while the 
harvesting efficiency was not altered. For a given setup of electrodes, an increasing of electrical 
current resulted in a reduction of the harvesting time and also an increment of the final 
harvesting efficiency; however, more energy was consumed. Finally, a large scale harvesting 
using a combination of graphite anode and stainless steel cathode, while metal released from 
the anode was avoided, was demonstrated for the microalgae Dunaliella salina cultured with 
outdoor conditions in a salt production company located in Nakhon Ratchasima, Thailand. 
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Abstract 

The description of the firefly reproductive structure is relatively under-researched. 
Therefore, we initially observed the differentiating stages of spermatogenesis in the adult male 
firefly, Pyrocoelia tonkinensis, which could be the very first report in Thailand. All firefly 
specimens gathered from Nakhon Si Thammarat province, Thailand, were processed using the 
standard histological technique. It was divulged that a pair of testicular structure with several 
sperm tubules was seen. The stage of spermatogonia within testis follicle could be divided into 
three main zones, namely zone I (growth), zone II (maturation), and zone III (transformation). 
In this process, each zone contained the differentiating stages of spermatogenesis, which was 
classified into six stages based on size differences and the histological organization (especially 
in the chromatin organization) including spermatogonia, primary spermatocytes, secondary 
spermatocyte, spermatids with two sub-steps, and spermatozoa. The detailed information 
about male P. tonkinensis reproduction could generate not only a baseline data to be better 
known but also contribute to the future works regarding ultrastructure and physiology of the 
reproductive system. This would then be supportive of the conservation and management of 
the firefly in Thailand. 
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Introduction 

Several investigations concerning the reproductive system of arthropod species have 
been exclusively observed because it is fundamental for ecology and physiology as well as the  
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species conservation. Then, this information has been used in various documents, such as in 
the biological control and the outbreak of insect pests. Regarding previous studies, they 
speculated that the structure and ultrastructure of the reproductive insects were a complex 
process of cellular development and morphological changes (Gerber et al., 1971; Karakaya et 
al., 2012; Özyurt et al., 2013). The histology of the insect reproductive system was composed 
of two distinct parts including gonadal tissue and reproductive duct (Drecktrah, 1966; Özyurt et 
al., 2013). The similar pattern had been reported in dock bug, Coreus marginatus (Hemiptera: 
Coreidae) (Karakaya et al., 2012), shield bug, Graphosoma lineatum (Hemiptera: 
Pentatomidae) (Özyurt et al., 2013), and common emigrant, Catopsilia pomona (Lepidoptera: 
Pieridae) (Tongjeen et al., 2014); however, the knowledge of a basic structure of the 
reproduction in firefly is currently limited in Thailand and still has wide rooms for the further 
investigation. 

Fireflies, also knowns as lightning bugs or glow-worms, are one of the beetles 
belonging to the family Lampyridae (order Coleoptera). They are considered being beneficial 
beetles in which their larvae can act as natural enemies for suppressing slugs and snails in 
natural or agricultural systems (Mckenna & Farrell, 2009; Branham, 2010). Despite their 
ecological importance, the reproductive biology regarding microscopic structure has been left 
unexplored. As part of on-going research on the reproductive system of Thai insect groups, the 
adult male firefly, Pyrocoelia tonkinensis Olivier, 1886, one of the most critical lampylids, their 
reproductive structure were chosen to study. This firefly is endemic to Southern Asia including 
Thailand (Jeng et al., 1999). In this regard, a quest for a description of the spermatogenesis of 
P. tonkinensis was initiated using the histological technique. The outcomes of this project could 
provide the in-depth understandings on the male reproductive structure for the purpose to 
support the reproductive cycle and management of the firefly in Thailand. 

 
Materials and methods 

Ten adult male Pyrocoelia tonkinensis fireflies with body length of 1.50±1.91 cm 
(mean±S.D.) were observed during breeding season from the rubber plantation during the 
rainy season (October to December 2016) at Chawang District, Nakhon Si Thammarat Province, 
Thailand (8°28’10" N, 99°29’45" E). They were euthanized by rapid cooling shock (Wilson et 
al., 2009) and fresh specimens were fixed with Davidson's fixative solution (~48 hr) for 
histological technique (Dietrich & Krieger, 2009). 

 According to a standard histological technique, the abdominal segments of P. 
tonkinensis were to be detached and processed (Presnell & Schreibman, 1997; Suvarna et al., 
2013), embedded in paraffin, sectioned at 4 µm thickness, and finally stained with Harris's 
haematoxylin and eosin (H&E) (Presnell & Schreibman, 1997; Suvarna et al., 2013). After 
staining, a structure of the testicular structure and spermatogenesis of P. tonkinensis were 
investigated and photographed with a digital light microscope (Leica TE750-Ua, Boston 
Industries, Inc., USA). Each stage of the spermatogensis was performed with 50 randomized 
cell per slide under Leica light microscope (40X) by a standard program LAS version 4.9. 

 
Results and discussion 

Several investigations of the gonadal structure in the insect have previously reported 
(Bahadur, 1975; Bairati, 1968; Ferreira et al., 2004; Wheeler and Krutzsch, 1992); however, 
the records of histological observations showed that the study on reproductive histology of 
firefly is rarely known (Demary, 2005; South et al., 2008). Therefore, this study was conducted 
to continously observe the increased information on firefly reproduction under light microscopy.  
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All samples from our study showed that all insects were histologically considered to be a 
sexually mature testis because the testis of male P. tonkinensis was composed of several sperm 
tubules in the abdominal region (Figure 1A) where the mature sperms were stored (Figure 1B). 
It was similar to those observed in other insect groups (Adams, 2001; Freitas et al., 2010; 
Karakaya et al., 2012). The histological examination of the sperm tubule was enclosed by a thin 
layer of connective tissue (Figure 1C). 

Based on the differential stage of male germ cell within the sperm tubule, it could be 
categorized into vitellarium and germarium (Figure 1D). At the overall histology of sperm tube, 
only spermatogonia frequency distribution was easily distinguished and produced within the 
vitellarium at the outer rim of the tubule near the adipose tissue (Figures 1C-1D). After the 
vitellarium region, the presence of the germarium continuously occurred and was classified into 
three sub-zones: growth, maturation, and transformation (Figure 1D). This feature was 
relatively similar to some insects (Tongjeen et al., 2014; Özyurt et al., 2014). 
  The observation on the growth zone indicated that it usually contained only 
spermatocytes (Figure 1D & 2A) whereas an apparent formation of the maturation zone 
consisted of the spermatids under two meiotic divisions (Figure 2B). Shreds of evidence yielded 
that the transformation zone finally located in the sperm tubule and usually presented in the 
spermatozoa (Figure 2B). This feature echoed the findings of the previous studies of predatory 
stink bug, Podisus nigrispinus (Lemos et al., 2005) and Italian striped bug, Graphosoma 
lineatum (Özyurt et al., 2013). 

In this current study, a detailed information of the spermatogenenic stages of P. 
tonkinensis in the sperm tubules was classified into six successive stages according to size 
differences and histological organizations, especially the chromatin organizations including 
spermatogonium, primary spermatocyte, secondary spermatocyte, spermatid with two sub-
steps and spermatozoon, as similarly related to some invertebrates such as three different  
Tentyria (İzzetoglu & Gǘlmez, 2018) and giant river prawn, Macrobrachium rosenbergii (Sagi et 
al., 1988; Polijaroen, 2010). 

 
Spermatogonium 

The spermatogonium had a very largest size (12.87±0.98 µm in diameters) and 
appeared as a round shape (Figure 1C). A large centrally nucleus was stained as basophilic 
characterizes whereas the cytoplasm was mostly thin and had a basophilic stain (Figure 1F), 
which was similar to that of other spermatogonia in Drosophila melanogaster (Cooper, 1950; 
Hardy et al., 1979). 

 
Primary spermatocyte 

 The primary spermatocyte was developed from spermatogonia by mitotic division. It 
appeared in the spermatocyst and formed as an oval or spherical shape with an average cell 
diameter 10.56±0.65 µm (Figure 2C). A prominent basophilic nucleolus, containing patchy 
heterochromatin, appeared (Figure 2C). 

 
Secondary spermatocyte  

 According to the first meiotic division from primary spermatocyte, the formation of 
heterochromatin of the secondary spermatocyte was found increasing (Figure 1C). It remained 
in spermatocyst (Figure 2C). The size of this stage was about 5.98±0.56 µm in diameter 
(Figure 2C). This indicated a decrease of the cell size when compared to previous stages. 
 
 

 - 14 - 



The Journal of Applied Science                                                                                Vol. 18 No. 1: 12-19 [2019] 
วารสารวทิยาศาสตรป์ระยกุต ์          doi: 10.14416/j.appsci.2019.01.001 
 

 
 

Figure 1. The light photomicrograph of the testicular maturation of Pyrocoelia tonkinensis. A-
B: Localization of the testis (T) containing in the sperm (Sz) within sperm tube.  C: sperm tube 
was enclosed with the connective tissue (Ct). D: Two vitellarium (Ve) and germarium (Ge) of 
the sperm tubule was classified, which germarium could be divided into three main zones, zone 
of growth (Zg), zone of maturation (Zm) and zone of transformation (Zt). E-F: Spermatogonia 
(Sg) was observed in the vitellarium. Note: Ad = adipose tissue. 

 
Spermatid  

The prominence of the spermatid could be divided into two sub-steps (early and late 
spermatids as shown in Figures 2D & 2E). Early spermatid showed that the nucleus enlarged in 
size, but it had a smaller size than the secondary spermatocytes, approximately 4.45±0.98 µm  
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in diameter (Figure 1D). A strong heterochromatin condensation of this stage was centrally 
distinguished (Figure 1D). Afterwards, it transformed into the late spermatid. This stage 
completely condensed the heterochromatin and was in the beginning to produce the tail (Figure 
2E). 
 
 

 
 

Figure 2. The light photomicrograph of the spermatogenesis in Pyrocoelia tonkinensis. A-B. 
Differenting stages of spermatogenesis [such as primary spermatocyte (Ps), secondary 
spermatocyte (Ss), early spermatid (Est), late spermatis (Lst) and spermatozoa (Sz)] within the 
sperm tubules (St). C. Primary spermatocytes (Ps) and secondary spermatocytes (Ss). D. Early 
spermatids. E. Late spermatid. F. Spermatozoa. Hc = heterochromatin, He = head, Ta = tail. 

 
Spermatozoa 

During the spermatozoon process, the mature spermatozoon was the last one of 
spermatogenesis, which was formed in two distinct regions: 1) a packed head (quite close to 
the elongated shape and thin (about 15-20 µm): 2) a tail region (flagellum) in the sperm tubule 
(Figure 2F).  

 - 16 - 



The Journal of Applied Science                                                                                Vol. 18 No. 1: 12-19 [2019] 
วารสารวทิยาศาสตรป์ระยกุต ์          doi: 10.14416/j.appsci.2019.01.001 

 
Consequently, the spermatozoa migrated into the vasa efferentia (Figure 3). The 

structure of the vasa efferentia was located in the middle area of the testicular parenchyma 
(Figure 3A), which it was surrouned by simple cuboidal epithelium (Figure 3B). They were 
separated into individual spermatozoa (Figure 3B), as similar seen in G. lineatum (Özyurt et al., 
2013) 

 

 
 

Figure 3. The light photomicrograph of the occurrence of spermatozoa in the vasa efferent 
(Ve) in Pyrocoelia tonkinensis. Note: Sce = simple cuboidal epithelium. 

 
Conclusion 

Our research indicated that the male reproduction system had a testicular structure 
with several sperm tubules, as likely seen in other insects. The accuracy of information form 
this research could provide the background knowledge of P. tonkinensis reproduction, which 
would lead to insights for further in-depth studies such on the ultrastructure and physiology of 
the reproductive system. Hopefully, this currently would then construct greater understandings 
to support the conservation and management of the firefly in Thailand. 
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Abstract 

This paper illustrates novel use of nonparametric regression in the challenging problem 
of reliably identifying true association patterns in high dimensional data without the cost, 
inherent in existing methods, of increasing the false positives. The proposed nonparametric 
association test (NPAT) treats p-values from multiple hypothesis tests as summaries of 
association that preserves the correlation in the data and capitalises on this correlation to 
increase power while minimising false discoveries, relative to existing methods. Distributional 
results are used to support estimation of the tuning parameter and significance thresholds for 
NPAT. The method is applied to the WTCCC study of Crohn's disease and results compared with 
a sequence kernel association test (SKAT) that conversely uses nonparametric regression 
techniques to group sets of explanatory variables, prior to association testing. Results show 
that NPAT is efficient, computationally tractable and produces findings comparable with 
Bonferroni correction while SKAT misses a strong association signal in the data. 

 
Keywords: correlation structure, genomewide, multiple testing, nonparametric regression 

 
Introduction 

A key challenge in the statistical analysis of high dimensional datasets with a small 
number of individuals studied relative to the number of explanatory variables is the so called 
''curse of dimensionality'' (Bellman, 2003). Although multiple hypothesis test procedures 
provide a solution and are computationally feasible with stable algorithms, the associated lack 
of power can mitigate against their usage in, for example, genomic studies where small effect 
sizes are the norm. This paper addresses this lack of power by novel use of nonparametric 
regression in multiple hypothesis tests of data from a genomewide association study (GWAS). 
GWAS is an approach which involves rapidly scanning a large number of SNP markers across 
the genome to find genetic variations associated with a particular disease or condition. A single 
nucleotide polymorphism, or SNP, is a variation at a single position in a DNA sequence among 
individuals. 

Permutation tests control the error rate in multiple hypothesis test procedures by 
comparing each observed test statistic with an empirical distribution constructed from the 
observed data. In the "exact" test, this distribution is based on each possible data permutation 
while in the  Monte Carlo  test,  the distribution is based only on a randomly selected subset of  
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permutations. Benefits of a permutation test are that no assumptions regarding the null 
distribution of the test statistic are required and the data's correlation structure is potentially 
inherently accounted for in the empirical distribution. However, while resampling is suitable for 
smaller studies, substantial computational effort in still required in high-dimensional studies 
despite effort, (see for example Dudbridge & Gusnanto, 2008), to reduce this burden. 

Bonferroni correction , where  is the number of hypothesis tests conducted, is 
the most basic method for controlling the type I error  in multiple hypothesis tests but it is 
well known to be conservative when the independence assumption between tests do not hold. 
Furthermore, due to the large number of tests in a GWAS, there is no gain in efficiency from 
using traditional modifications such as Šidák (1967) and Holm, Hochberg and Rom procedures 
(Olejnik et al., 1997). Risch & Merikangas (1996) recommended that Bonferroni correction 
should be modified to . This ad-hoc recommendation, which has been claimed 
(Johnson et al., 2010) to be the standard in GWAS, is based on an estimated 105 genes in the 
human genome (now accepted as an overestimation) and 10 independent tests for each gene. 

Cheverud (2001) proposed that the eigenvalues of the correlation matrix for observed 
SNPs in the GWAS be used to estimate the effective number of independent tests Meff. This 
number then replaces m in the Bonferroni correction. However, Cheverud's method is still 
overly conservative when there is high LD among SNPs (Li & Ji, 2005). Nyholt (2004) suggested 
a modification of the Cheverud's approach to improve the adjustment by excluding all SNPs in 
perfect LD except one, but this was still found to be overly conservative. Li & Ji (2005) 
proposed a method based on partitioning each eigenvalue into integral and fractional 
components. They argue that each integer represents identical tests and should be counted as 
one in Meff. On the other hand, the fractional part represents a partially correlated test that 
should be counted as a number between 0 and 1. The authors only present results on a small 
number of SNPs (< 15 for each gene) and did not clarify how to perform the method in large 
datasets. (Gao et al., 2010) proposed a principal components approach, which they call 
SimpleM, based on use of clusters or small subsets of SNPs, in an attempt to filter out the 
correlation among tests. Meff is derived from the number of principal components that explains 
a certain percentage of the variability in the data. In practice, this percentage is subjectively 
determined by the researcher. Gao et al. (2010) evaluated their approach with a related 
approach (Moskvina & Schmidt, 2008) that estimates the number of independent SNPs using 
pairwise linkage disequilibrium (LD) directly. Using two real GWAS datasets, they found that the 
simpleM approach gave the best approximation (the smallest distance) to the thresholds 
obtained using permutation whereas the method by Moskvina gave more conservative 
estimates and Bonferroni gave the most conservative results. The authors further claim that the 
simpleM approach greatly reduced the computer time and resources required. 

As in the above independent number of tests approach, multi-marker methods attempt 
to alleviate the multiple testing burden by pooling information within the observed dataset. A 
commonly employed technique is to aggregate the effects of markers within a known genomic 
region and then testing for joint association with the disease. Classic aggregation approaches 
include combining the p-values from single hypothesis tests (Fisher, 1932) and assessing the 
smallest p-value within the set of  values (Tippett, 1931). In situations where the statistical 
tests are not independent, Fisher's method tend to be anti-conservative while Tippett's method 
has well-controlled type I error rate but has been shown to have low power to identify multiple 
genes with small effects (Dai et al., 2012). Modifications of Fisher's method proposed for 
genomewide studies,  based  on use  of  only  a subset  of  the p-values in calculating the test 
statistic, include the threshold truncated product (Zaykin et al., 2007), the rank truncated 
product  (Dudbridge  &  Koeleman,  2003) and the adaptive rank truncated product  (Yu  et al.,  
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2009) methods. The difference between the threshold and rank truncated methods is that the 
test statistic in the former is calculated using only those p-values smaller than some pre-
specified threshold while in the latter it is calculated using a pre-specified quantity of the 
smallest p-values. For dependent single SNP tests, the overall significance level is obtained by a 
permutation method. The adaptive rank truncated method extends the rank truncated method 
by first calculating test statistics for a pre-specified range of possible truncation points in the 
ordered set of all p-values from the single SNP tests. These test statistics may then be 
compared with the relevant distributions and the p-value for the global hypothesis test is then 
the smallest among the set of p-values obtained. 

An obvious limitation of the above modifications of Fisher's method is the need to pre-
specify truncation points or thresholds, the choice of which can be somewhat arbitrary for 
genomewide studies and can affect the power to detect true associations (Chen et al., 2013). 
To avoid the threshold selection problem, Chen et al. (2013) proposed a sequential method for 
rejecting the global null hypothesis based on the cumulative product of the ordered p-values. 
More specifically, p-values from the single SNP tests are first ordered from smallest to largest 
and a sequence of test statistics are constructed. The first element of this sequence is the 
smallest p-value, the second element is the product of the first element and second smallest p-
value, the third element of the sequence is the product of its second element and the third 
smallest p-value, and so on. The distributions of these test statistics are obtained using a 
permutation procedure and the thresholds for declaring significance are determined 
numerically. The authors present simulation results suggesting that the type I error rate will be 
close to the nominal value and that the power of the test procedure is comparable to the above 
modifications of Fisher's method. 

Alternatively, Wu et al. (2010) proposed grouping SNPs based on prior biological 
knowledge of their proximity to genes or haplotype blocks and evaluating the joint effects of 
each group. The authors argue that grouping in these so-called SNP sets permits the borrowing 
of information from correlated SNPs and increases the power to detect individual SNP effects. A 
logistic kernel-machine regression model is used to allow for modelling of epistatic and 
nonlinear effects. Proposed kernels include a measure of the number of alleles shared by a pair 
of individuals in the study and can be viewed as providing measures of genetic similarity 
between two individuals in the study. The authors propose use of the score statistic in testing 
association between SNP set and disease. The null distribution of this statistic is a complex 
mixture of  distributions which the authors approximate by a scaled  distribution. The scale 
parameter and degrees of freedom of this approximate distribution are estimated using the 
method of moments (see Wu et al., 2010, for details). Simulation results presented by the 
authors suggest that the type I error rate of their sequence kernel association test (SKAT) is 
protected and that SKAT has greater power than Bonferroni-corrected single SNP tests. This 
semiparametric method for modelling the joint effect of markers was proposed by Liu et al. 
(2007) while theory underpinning the approach utilised by the authors can be found in Hastie 
et al. (2009). 

This paper illustrates novel use of nonparametric kernel regression for interpreting 
results from single SNP tests by capitalising on the location and correlation of SNPs to reliably 
identify true disease-gene associations and, at the same time, reduces the number of false 
positives. The proposed nonparametric association test (NPAT) avoids the aforementioned 
computational and other issues associated with existing methods and is premised on the fact 
that the majority of SNPs in a GWAS cannot be associated with the disease of interest and 
hence the collection of p-values from single SNP tests will mainly comprise of non-significant 
results, or noise, possibly interspersed with true signals of disease-gene association.   Then the 
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challenge is to distinguish these rare signals from the noise. Framed in this context, the 
problem is similar to other application areas requiring signal cleaning such as microarray 
experiments where nonparametric regression is frequently used to remove systematic biases 
arising from the technology used to obtain the data, (see for example Lee, 2004, for details). 
Results of the method applied to The Wellcome Trust Case-Control (2007) study of Crohn's 
disease is compared with results from SKAT and multiple testing with Bonferroni correction.  

 
Materials and methods 

The general nonparametric regression model with one predictor variable may be 
written as 

 
 ,      (1) 

 
where  and  are the response and predictor, respectively,  and (·) is an 
arbitrary function of . In this paper  is the -log10 transformation of the p-value  from the 
association test of the   SNP while  marks the position of this SNP. As in linear regression, 
it is standard to assume that  ~IID(0, σ2). Unlike linear regression, the function (·) is not 
specified in advance via a set of parameters and hence fitting the model involves estimating 
(·) directly, rather than via parameter estimation. Most methods implicitly assume that (·) is 

a smooth, continuous function and thus nonparametric regression may be viewed as nonlinear 
regression, but without explicitly stating the form of the function to be fitted. 

Nadaraya (1964) and Watson (1964) proposed to estimate (·) as a locally weighted 
average of the responses ,  by using 

 

 ,                                                               (2)  

 
where the assigned weights  are determined by a kernel function  and the 
size of the weights are determined by the smoothing parameter . Common kernels are usually 
functions of the distance between SNPs with the property that SNPs in close proximity to the  

 SNP contribute more to the fitted value  than SNPs further away. The normal kernel with 
weights 
 

 ,                                                        (3) 

 
is used in this paper. 

The value of the smoothing parameter  is very important when fitting a nonparametric 
regression model as too large a value results in oversmoothing and potential loss in information 
while too small a value leads to insufficient accounting of the noise in the data. Existing 
methods (Wand & Johns, 1995; Härdle, 1990) for finding the optimal value for  are 
computationally expensive to implement in large datasets and additionally, the guiding principle 
underlying commonly used cross-validation methods is optimisation of the predictive power of 
the fitted regression curve, which is not the objective in this paper. Rather, of interest is 
identification of sections of the fitted curve that are highly unlikely to confirm to any of the 
possible patterns under the global null hypothesis of no association between disease and gene. 
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This is achievable by finding the smoothing parameter that produces a good estimate of the 
noise by allowing for the correlation in the data. In this light, it is proposed to select a 
smoothing parameter satisfying the condition that the average squared residuals from the fitted 
model equals the difference estimate (von Neumann, 1941) of the variance σ2 defined as 

 
 .                                           (4) 
 
This method is justifiable on the basis that 
 
 ,                                         (5) 

 
and so  is adjusted for the correlation of adjacent SNPs in the data. Indeed  is expected to 
be a slight underestimate of the true noise which is appropriate for the stated objective of 
finding local structures in the data. Furthermore, there is precedence for use of a differencing 
approach (see for example Hart, 1991) in methodology for estimating the smoothing parameter 
in kernel regression problems. 

In order to prove equation (5) above, first note that the distribution of the random 
variable  = −log10( ) is exponential with rate parameter λ = ln(10) and furthermore that 

 is approximately equal to the correlation  between the   and  ( )th 
SNPs. (This result in proved in a forthcoming manuscript). Assuming  gives  as 
approximately  which, by expanding the square and summing, becomes 

− , where  = . Taking expectations 
 

 .                                     (6) 
 
Equation (5) follows by noting that from the distribution of , , and by 

definition of covariance, the assumption  and using the property that covariances are 

preserved under linear transformations,  

Evidence for disease-gene association is likely to be provided by SNPs that are 
correlated with the disease causing gene(s) and pooling this evidence should increase the 
chance of finding true associations while spurious associations are less likely to likewise 
supported. In other words, utilising the correlation structure in the data is likely to improve 
both true positive (TP) and false positive (FP) rates of the test procedure. The kernel in 
equation (2) assumes that that physical proximity is a good proxy for correlation. This is a 
reasonable assumption for genomic data. In addition, NPAT identifies regions of the genome 
that show significance with the disease which is relevant as there is no guarantee that disease 
pre-disposing SNPs will be studied in the GWAS. Under the proposed method, significant 
regions are genomic regions for which the plot of the fitted nonparametric regression curve 
against basepair position of SNPs lie above some significance threshold. 

The fitted value  of the nonparametric model is a linear 
combination of exponential random variables with different rate parameters ; 

 and so follows a  hypoexponential or generalized Erlang distribution, ignoring the 
dependency structure. It follows that a significance threshold that is adjusted for multiple 
testing and assumes independence of tests is  given by 
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, 

 
where  is the density of the hypoexponential distribution with rates ; 

 and  is the global type I error of the multiple hypothesis test procedure. In 
situations where evaluation of this threshold is time consuming, the following normal 
approximation may be used.  As the expected value of  is clearly 1/ln10 while the variance is 
given by 
 
 ,              (7) 

 
it follows that an approximate significance threshold is provided by 
 

 ,                (8) 

 
where  is the  quantile of the standard normal distribution. 

 

 
Results 
Simulation study 
 In a simulation evaluation of the proposed approach, each of the 1,504 genotypes in 
the UK Blood Services dataset is first used to construct two haplotypes, to give a total of 3,008 
haplotypes. The constructed haplotypes are randomly paired to simulate genotypes of 13,479 
SNPs each, and having LD pattern consistent with that of the UK Blood Services Cohort. Next a 
disease pre-disposing SNP, rs3789038 located at position 4486587bp on Chromosome 16, is 
selected and used to simulate a total of 3000 diseased individuals and 3000 unaffected 
individuals based on a log-odds ratio for disease of 0.2. A plot of the LD pattern in the region 
containing SNP rs3789038 is produced in Figure 1. This data, comprising 6000 randomly 
generated genotypes of 13,479 SNPs each, is then analysed using the proposed NPAT and 
SKAT with 5% significance level. Whether a region containing the disease SNP is correctly 
identified as associated with the disease as well as the number of false positive regions is 
recorded for both tests. Simulation results of the true positive (TP) and the false positive (FP) 
detection rates based on 1,500 replications of the above is shown in Table 1. As the results 
show, the FP rate of NPAT is approximately 10% that of SKAT whereas the TP rates are 
comparable.  
 
Table 1. The TP and FP rates of NPAT and SKAT with disease SNP rs3789038 and effect size 
0.2 
 

Method TP rate FP rate 
NPAT 0.83 0.00087 

SKAT (default) 0.85 0.00939 
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WTCCC study 

The proposed NPAT is illustrated using WTCCC (The Wellcome Trust Case-Control, 
2007) genotype data at 13,479 SNPs on Chromosome 16 for 2005 individuals with Crohn's 
disease and 1,504 controls from UK Blood Services. All analyses were done in R (R Core Team, 
2016). The WTCCC study reports evidence for disease-gene association at SNP rs17221417 
located on gene NOD2 and cites the significant region 1,250,000 basepairs to either side of 
rs17221417. The boundaries of this region, which was pointed out to experience high levels of 
recombination, were chosen to coincide with SNPs for which the –log10 p-values were deemed 
to have returned to expected levels under no genetic effect. 

A manhattan plot of the –log10 p-values for single SNP tests assuming an additive 
genetic model is provided in Figure 2. Application of NPAT next involves smoothing this plot 
using the method described in the above section with predictors the SNPs' basepair positions 
scaled to lie within the interval [0,1]. Using equation (4), the value of 0.2873933 was 
calculated and the value of the smoothing parameter  = 1.26635 × 10-7 producing mean 
square residual  equal to  was found using a simple search algorithm. The 
fitted curve (solid line) and threshold values (dotted line) provided by equation (8) with type I 
error  = 0.05 are superimposed on the manhattan plot. A group of SNPs will be declared 
significant if the fitted curve exceeds the threshold. 

Grouping the WTCCC SNP data by genes and intragene regions produces a total of 914 
groups. For purposes of comparison, these groups were also analysed by applying SKAT with 
its default linear weighted kernel and the default parameter for the correlation structure 
kernels. The SKAT p-values (squares) and its Bonferroni threshold (dot-dashed line) based on 
914 tests are also plotted in Figure 2, as is a Bonferroni threshold (dashed line) based on the 
13,479 single SNP tests with a global type I error  = 0.05. 

As is evident in Figure 2, NPAT finds two significant regions, the larger of which is 
110,000 basepairs wide on gene NOD2, located at around 4.93 × 107 basepairs and contains a 
cluster of 24 SNPs (rs16948715-rs11076540) that includes SNP rs17221417 at 50,000 basepairs 
from rs16948715. The second significant region found by NPAT is a cluster of two SNPS 
(rs4471699, rs11644392) located in the intron (non-coding) region of locus NR_002453.5 and 
has not been reported in the WTCCC (The Wellcome Trust Case-Control Consortium, 2007) 
study. SKAT also finds this second region and a cluster of three SNPs (rs16957197, 
rs13312720, rs868213) in intron regions around 6.71 × 107 basepairs but fails to detect the 
NOD2 gene (p-value = 0.096). All regions declared as significant by NPAT and SKAT were also 
found to be significant using Bonferroni multiple testing correction. 
 
Discussion 

NPAT isolates regions of the genome that present true signals of disease-gene 
association by enhancing these signals and simultaneously suppressing the noise generated by 
the large number of genetic markers that are not associated with the disease. Evidence for this 
is provided by a simulation evaluation and the results of the analysis of the WTCCC data. Note 
that there is biological support for a link between NOD2 mutations and Crohn's disease (Philpott 
et al., 2014; Nabatov, 2015). Unlike existing multi-marker methods which attempt to increase 
power by aggregating the effects of markers within predetermined genomic regions, NPAT is 
shown to use the information contained in the data to determine the pooling of the evidence 
and the form of the fitted curve. Furthermore unlike SKAT, NPAT is less computationally 
demanding, the association patterns do not depend on pre-selected groupings of SNPs and the 
actual effect of causal SNPs  or SNPs linked to the causal SNPs on disease are readily available. 
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This latter point is invaluable in quantifying the disease-gene relationship and in the design of 
follow-up and replication studies. 
 
 

 
 
Figure 1. Heat spectrum of pairwise values  for 1,000 SNPs within a region of Chromosome 
16 containing SNP rs3789038. The observed pattern of small rectangular blocks are of 
contiguous SNPs in strong LD. 
 

The non-parametric regression model in this paper was fitted using the Nadaraya-
Watson estimator which has been criticised for its tendency to produce a nonlinear relationship 
when the true relationship is linear and for the property that the fitted value for data points at 
the boundaries of the dataset are based largely on observations on one side only. In contrast, 
local linear estimators preserves linearity and has much better properties at the boundary. 
However, the Nadaraya-Watson estimator is simpler to calculate and, for GWAS data, there is 
no reasonable expectation that the relationship is linear. Additionally, this estimator is 
preferable as it is not influenced by outliers as much as local linear estimators. A simulation 
comparison of methods based on Nadaraya-Watson and local linear estimators for disease 
SNPS at the edges of the chromosome would nevertheless be interesting. Also of interest is 
exploring the threshold error rates with the view of developing more computationally efficient 
improvements that do not require the normality and independence assumptions. Furthermore, 
it is generally agreed that finding the optimal tuning parameter for any given problem is difficult 
and, as often happens when using cross validation methods, is also computationally demanding 
and data specific. Additionally, cross validation methods have been shown to perform poorly 
when the data are correlated  (see  Altman,  1990,  for  example).  In contrast,  NPAT  is easily 
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implemented via a simple search for the tuning parameter over a range of values but further 
investigations of the effectiveness of the differencing approach is warranted.  

The proposed nonparametric regression approach is a promising alternative to existing 
methods in terms of improved efficiency and lower false positive rates. Extensions of the 
method to non-genetic explanatory variables is straightforward as these can simply be included 
in the single SNP models. Finally, it is hoped that the method can serve as a precursor to the 
further development of multiple hypothesis testing methods in realm of high-dimensional data 
analysis. 

 

       
 
Figure 2. Manhattan plots of p-values from single SNP tests and SKAT p-values (squares) 
against their median basepair position, along with the fitted nonparametric regression curve 
(solid line) obtained in the analysis of WTCCC study on Crohn’s disease 
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Abstract 

Aedes aegypti is the carrier of dengue hemorrhagic fever that remains an important 
public health  issue in various tropical countries, especially Thailand. The use of synthetic 
pesticides increases the mosquito resistance and leads to change the mosquito behavior. 
Recently, plant extracts and their products have become increasing popular for use as 
alternative natural agents in mosquito control. Hence, this research aimed to investigate the 
efficacy of the parasitic plant extracts from Paederia pilifera and Cuscuta reflexa for killing the 
early 3rd stage-larvae of Ae. aegypti. Both dry plants were separately extracted by maceration 
with 95% ethanol for 72 h, then filtered and evaporated using vacuum evaporator until 
dryness. The mosquito larvicidal activity was evaluated after 24 h exposure at different 
concentrations [0  (control), 25, 50, 100, 200, 400 and 800 ppm]. The results revealed that the 
C. reflexa extract gave the higher effectiveness to eliminate mosquito larvae than the P. pilifera 
extract with LC50 and LC90 of 80.55 and 297.94 ppm, respectively. Therefore, current 
investigation suggests that these plants extracts can be applied as alternative sources of 
mosquito larvicides. Further studies are needed for identification of the active compounds that 
can be used in broad spectrum for controlling mosquitoes and also for the determination of the 
mode of action of these compounds. 

 
Keywords: Aedes aegypti, Paederia pilifera, Cuscuta reflexa, maceration, insecticidal activity 

 
Introduction 

Aedes aegypti (Diptera: Culicidae) is more likely to spread viruses like dengue, 
chikungunya, Zika, etc., which are serious problems in several tropical and subtropical 
countries. Sub-consequently, morbidity and mortality have been widely documented each year 
worldwide (Guzman & Kouri, 2002; El-Maghraby et al., 2012; Mohankumar et al., 2016). Aedes 
mosquitoes usually breed in household man-made water-storage container and preferentially 
feed  indoors,    especially in the morning times and in the late afternoon  (Christophers, 1960;  
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Ponlawat & Harrington, 2005). Recently, a vaccine against dengue fever has been registered in 
the Thailand. However, it cannot be used for everyone because there are still some limitations 
in the prevention of the disease. Mosquito control is crucial in order to suppress proliferation of 
vector mosquitoes and to enhance quality of environment and public health. Herein, the 
prevention and control of mosquito-borne diseases relied on their eradication through two main 
measures larviciding and using synthetic chemical insecticides (Polsomboon et al., 2008; 
Thongpoon & Poolprasert, 2015). Nonetheless, controlling mosquitoes has led to other serious 
problems due to the unselective applications of chemical pesticides. Those insecticides are not 
only harmful to human being and other organisms in the environment but also are hardly 
degradable and spreading toxic effects. Besides, overuse of these insecticides for controlling 
Aedes mosquitoes, like other insects, may enter into the food web and may develop resistance, 
a capacity to survive contact with an insecticide (Ghosh, 1991; Govindarajan, 2010; Ghosh et 
al., 2012). 

During that period, the utilization of natural products such as phytochemicals derived 
from plant sources for mosquito control has become popular. Some plant-derived insecticides 
including Chrysanthemum, Pyrethrum, Derris, Quassia, Nicotine, Hellebore, Anabasine, 
Azadirachtin, d-limonene, camphor and Turpentine have been extensively used in several 
countries. In the recent years, less than 2,000 recorded plant species especially in the families 
of Asteraceae, Cladophoraceae, Labiatae, Miliaceae, Oocystaceae, Rutaceae and Solanaceae, 
that produce numerous chemical factors and metabolites of value have been previously 
documented in pest insect control program (Shaalan et al., 2005). These botanical insecticides 
can act as insect growth regulators, oviposition attractants, repellents as well as larvicides. 
They can also play a vital role in the interruption of the transmission of mosquito-
borne illnesses at the individual as well as at the level of community. Moreover, a multitude of 
their active ingredients with distinguish modes of action which lessen the chance of resistance 
in mosquito population is included (Sharma et al., 2006; Ghosh et al., 2012; Govindarajan et 
al., 2012).  

Cuscuta reflexa, a parasitic giant dodder belonging to the family Convolvulacea, is one 
of the commonly used in functional food and medicinal tonics. This parasitic plant is mainly 
confined to tropical Asia and had a wide host spectrum (Kaiser et al., 2015). Moreover, it is also 
used to prevent abortion as well as aging in clinical treatment and often in alcoholic beverages 
as nutrient (Anjum et al., 2013). This plant can grow on host by rapping itself around and 
absorb nutrient though the vascular system (Vaughn, 2003), which the organic substances from 
host plants are transported to Cuscuta plants via phloem connections (Ashwani et al., 2012). 
Cuscuta reflexa is one of the major distributed Cuscuta plant in Thailand. Many prior research 
studies have indicated that the stem of C. reflexa possessed antibacterial, antiviral, anticancer 
and antioxidant activities (Pal, 2006; Al-Fatimi et al., 2007; Perveen et al., 2013; Tanruean et 
al., 2017a, b).  

Paederia pilifera is commonly known as sewer vine (family Rubiaceae) because of the 
strong fetid odor when it is crushed. This vine climbing plant is widely distributed throughout 
India and Southeast Asia (Saenphet et al., 2014; Nie et al., 2013). In this regard, the treatment 
of gastrointestinal disorders including diarrhea, gastritis, food poisoning, dyspepsia, jaundice 
and hyperbilirubinemia have been extensively applied as herbal pharmacopoeias (Sukkho, 
2008). Additionally, some previous studies concerning antioxidant activities have also been 
documented. Recently, Saenphet et al. (2004) examined its gastroprotective effects and 
antioxidant activities based on scientific testes. It could be said that these plants are futile for 
villagers.   Also, they grow so quickly and spread so they are very commonly seen in the areas.  
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As mentioned above, they were rich in secondary metabolites and appeared to have effective 
as many biological properties from prior studies; however, no such researches in terms of 
mosquito larvicial properties of these plant extracts has been documented. Thus, we attempted 
to evaluate the ethanolic extracts from P. pilifera and C. reflexa as insecticides against Ae. 
aegypti larvae in this current study. These precursory findings obtained could be applied as 
alternative sources and developed as ecofriendly larvicides in mosquito control program.  

 
Materials and methods  
Mosquito rearing  

A laboratory reared colony of Aedes aegypti larvae was used for the larvicidal activity. 
The early 3rd instar larvae of F1 laboratory-reared Ae. aegypti were established in the 
insectarium of the Office of Disease Prevention and Control 2, Phitsanulok, Thailand and 
maintained under controlled insectary condition at 28 ± 2°C, 72 - 80% relative humidity, with a 
constant photoperiod of 12 h light: 12 h dark. Aedes mosquito was used as a test species 
because of its easy collection as well as expedience in rearing and maintaining the life cycle. Its 
sensitivity to larvicides makes Ae. aegypti larvae a good indicator of biocidal activity. 

 
Plant materials 

Fresh Paederia pilifera leaves and Cuscuta reflexa stems were collected from the 
riversides of Hua Suea sub-district, Maetha district, Lampang province, Thailand between June 
to December 2016. Plant specimens including P. pilifera (PSRU-Rubi-001) and C. reflexa (PSRU-
Conv-001) were morphological identified by comparison with the main herbarium database of 
the Botanical Garden Organization, related literatures (Puff et al., 2005; Staples, 2010) and 
confirmed by specialist.  
 
Plant extraction 

Each plant material was cleaned in water and dried at 50ºC in hot air oven for 72 h; 
powder was made using an electric mixer. About 100 g of the powder were soaked in 500 ml of 
95% ethanol as solvent at room temperature for 72 h. The fluids were then filtered using 
Whatman No. 1 filter paper. The crude plant extracts were evaporated to dryness in a rotary 
vacuum evaporator. One gram of the plant residue was dissolved in 100 mL of ethanol (stock 
solution) and considered as 1% stock solution. From this stock solution, different 
concentrations were prepared ranging from 25, 50, 100, 200, 400, and 800 ppm, respectively. 
 
Larvicidal bioassy 

The larval bioefficacy of the crude extracts was assessed by the procedure of World 
Health Organization (WHO) with some modifications (WHO, 1996; Thongpoon & Poolprasert, 
2015). Twenty five healthy, early 3rd instar larvae of Aedes aegypti were placed into each 250 
ml capacity plastic bowls containing 100 ml of each plant extract of desired concentration 
adjusted in water along with controls with ethanol at the same concentration as used for 
dissolution and preparation of extracts and water. Trials were conducted with a series of five 
different concentrations ranging from 25 to 800 ppm (25, 50, 100, 200, 400, and 800), each 
with four replicates of 25 Aedes mosquito larvae, with a final total number of 100 larvae. The 
larvae exposed to water with 2% ethanol served as control. All the experiments were carried 
out at room temperature of 27±2°C and relative humidity of 75-85%. Larval food was given for 
the test larvae. The larval mortality at different concentrations and in the control was counted 
after 24 h exposure. 
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Statistical analysis 

The mortality data were subjected to log probit regression analysis (Finney, 1971) for 
calculation the median lethal concentrations (LC50) and 90% lethal concentration (LC90) and 
95% confidence (fiducial) limits. The percentage of larval mortality was computed and when 
control mortality ranged from 5-20% it was corrected using formula of Abbott (1925). To 
determine the difference in larval mortality between concentrations, ANOVA followed by 
Tukey's HSD tests were performed by using SPSS for windows version 16.0 (SPSS Inc., Cary, 
NC, US). Results were expressed in terms of mean ± SD. A value of p<0.05 was also 
considered to be statistically significant. 

 
Results and discussion 

The consequence of the various treatments of the ethanolic extracts of Paederia pilifera 
and Cuscuta reflexa on the F1 larval progeny of Aedes aegypti was observed. The deleterious 
effect for both plant extract treatments on the F1 larval progeny of Ae. agypti resulted in larval 
mortality with LC50 (95% CI; lower-upper) and LC90 (95% CI; lower-upper) values of 281.96 
ppm (176.51-552.90 ppm) and 1542.69 ppm (718.77-9832.76 ppm) for P. pilifera with slope of 
5.827, while C. reflexa ethanolic extract treatments gave 80.55 ppm (70.43-91.59 ppm) and 
297.74 ppm (245.79-372.17 ppm) for LC50 (95% CI; lower-upper) and LC90 (95% CI; lower-
upper), respectively, and a slope of  28.102. The analysis suggests that having the lowest LC50 
and LC90 values (80.55 and 297.94 ppm), the ethanolic extract from C. reflexa exhibits higher 
toxicity (Table 1).  

 
Table 1. Larvicidal activity of ethanolic extracts of P. pilifera and C. reflexa against 3rd instar 
larvae of Ae. agypti. Means with the same letter were not significantly different. 
 

# = Regression equation (Y): plant extract concentration (X) at 24 hours 
r = Correlation Coefficient of mosquito larvae mortality and plant extract concentration 
R2 = Regression Coefficient 
* = Significant difference (p < 0.05) 
95% CI = the confidence interval for a group of data for 95% confidence level (lower-upper) 

Conc. (ppm) 
% Mortality (Mean ± SD) 

Paederia  pil ifera  Cuscuta reflexa 
Control 0.00 (0.00 ± 0.00d) 0.00 (0.00 ± 0.00d) 

25 5.00 (1.25 ± 1.50d) 17.00 (4.25 ± 2.22cd) 
50 13.00 (3.25 ± 1.71cd) 27.00 (6.75 ± 2.36c) 

100 22.00 (5.50 ± 2.52cd) 56.00 (14.00 ± 2.58b) 
200 30.00 (7.50 ± 3.42bc) 82.00 (20.5 ± 2.65a) 
400 51.00 (12.75 ± 4.99b) 94.00 (23.5 ± 1.73a) 
800 90.00 (22.50 ± 1.00a) 100.00 (25.00 ± 0.00a) 

LC50 (ppm) (95% CI) 281.96  (176.51 - 552.90) 80.55  (70.43 - 91.59) 
LC90 (ppm) (95% CI) 1,542.69 (718.77 - 9,832.76) 297.74 (245.79 - 372.17) 

F-test 35.17* 102.18* 
Tukey0.05 6.09 4.53 
C.V. (%) 35.14 14.64 

Regression# Y = 5.827X + 0.108 Y = 28.102X + 0.114 
r 0.992 0.824 
R2 0.984 0.679 

 - 34 - 



The Journal of Applied Science                                                                                 Vol. 18 No. 1: 31-38 [2019] 
วารสารวทิยาศาสตรป์ระยกุต ์         doi: 10.14416/j.appsci.2019.04.001 

 
In this regard, no larval mortality was exhibited in the untreated groups; however, it 

was found that the concentration dependent larval mortalities were substantial in both extract 
treated groups. Increasing concentrations from 25 to 800 ppm were evident (Table 1). The 
highest mortality percentage of larval mosquito tested with P. pilifera extract was 90% whereas 
100% larval mosquito mortality could be observed when they are tested with C. reflexa extract 
at 800 ppm. Based on the analysis of variance (ANOVA) F-test, there was a significant 
difference in means between the concentration groups (p<0.05). Although, the larvicidal 
activity slightly rose with increased dosage in all trials, differences between means using the 
Tukey's HSD tests were also considered significant at the 95% level of confidence. The results 
indicated that means with the same letter were not significantly different as demonstrated in 
Table 1. 

Generally, several previous researches have been reported that the susceptibility of Ae. 
aegypti larvae to a graded series of plant extract under the laboratory conditions was dose 
dependent and mortality increased when exposed to higher concentrations (Kaushik & Saini, 
2008; 2009). In addition, the toxic effect of these plant extracts were presumably on the 
neuromuscular system resulting in unnatural behavior of the treated larval mosquitoes including 
lifelessness, uneasiness and coiling motion that was consistent with many former observations 
such as the researches of Polsomboon et al. (2008); Kaushik & Saini (2008; 2009); Kumar et al. 
(2010); Ghosh et al. (2012) and Thongpoon & Poolprasert (2015). The biological properties of 
these plant extracts might be due to numerous chemical compositions including, phenolics, 
terpenoids, flavonoids and alkaloids. Such constituents might jointly or independently 
contribute to produce toxic activity against the mosquito species (Gohil et al., 2010; Kamaraj et 
al., 2011; Mohankumar et al., 2016). The present endeavor is of great medical importance. It 
could be useful in controlling a major vector of viral diseases like dengue fever, dengue 
hemorrhagic fever, Chikungunya fever and Zika virus which are serious health problems in 
Thailand and other developing countries (Guzman & Kouri, 2002; Jansen et al., 2008). Thus, 
the larvicidal property of both extracts from P. pilifera and C. reflex against Ae. aegypti could 
be explored further through studies on its chemical composition, mode of action and adulticidal 
property. Moreover, other aspects like finding the most effective concentration for application, 
evaluating the response of different strains (field or laboratory) and larval progeny of 
mosquitoes, maturity of the plant material, as well as method and solvent used during 
extraction should be further deliberated in the follow up studies. With all these, there is a 
greater chance of developing a new mosquito larvicide types from plant extracts for 
implantation in Integrated Mosquito Management (IMM) program. Also, other biological 
properties of P. pilifera and C. reflexa like arthropod control particularly controlling dengue and 
other mosquito-borne diseases can be elucidated. 

 
Conclusion 

Evaluation of the biological property of the ethanolic extracts of Paederia pilifera leaf 
and Cuscuta reflexa stem displayed a promising larvicidal effect against Ae. aegypti. The 24-
hour exposure of Ae. aegypti larvae on the plant extracts resulted into a substantial larvicidal 
property with a LC50 and LC90 of 281.96 and 1542.69 ppm for P. pilifera and 80.55 and 297.74 
ppm for C. reflexa, respectively. Furthermore, considering the mortality rate of mosquito larvae, 
800 ppm showed the highest insecticidal efficacy in which a 90% mortality for P. pilifera and 
100% mortality for C. reflexa was observed. Consequently, it is concluded that the two plant 
extracts could be are potential natural agents for controlling or preventing the growth of Aedes 
mosquito larvae under the laboratory condition. There are no available reports on the toxicity of 
P. pilifera and C. reflexa against mosquito larvae, therefore, this is considered as the first report  
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in this time. Meanwhile, findings could be further deliberated to elucidate the characterization 
to control mosquito vectors instead of using synthetic insecticides. In addition, results 
presented here will pave way for further evaluation of the efficacy of the extracts by 
considering the specific bioactive present and the most appropriate procedure to prepare the 
extracts to attain the best yield and quality of the natural products from both plants. 
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Abstract 

The purpose of this paper is to report the results of fitting three biologically significant 
statistical models, Poisson, negative binomial (NB) and negative binomial-two parameter 
weighted exponential (NB-TWE) distributions, to biological data. The results of fitting the 
different distributions are compared by using the K-S Test and Cramer-von Mises Test.  We 
found that the data follows the highest value base on a NB-TWE distribution, which implies that 
the NB-TWE distribution is the best fit for these data sets. Therefore, the NB-TWE distribution 
is the best choice for biological data that has an overdispersion problem, and are heavy-tailed 
with positive skewness. 

 
Keywords: count data, negative binomial distribution, mixed distribution, overdispersion, corn 
borer larvae data, pyrausta nubilalis 

 
Introduction 

Biology is the natural science that studies life and living organisms. Often, biological 
data come in the form of counts from many fields such as bacteriology (Neyman, 1939), 
zoology (Fisher, 1941), entomology (Taylor, 1961) and infectious diseases (Lloyed-Smith, 
2007). Regression analysis can be applied for these datas, but sometimes it may not be the most 
appropriate for count data. A Poisson distribution is usually applied for count data modeling, and 
is a good model if variance and mean are equal. Many count data, especially biological data, often 
exhibit overdispersion, where the variance is larger than the mean. Hence a Poisson distribution is 
not an appropriate model. In the literature, the negative binomial (NB) distribution, which is a 
mixture of the Poisson and Gamma distributions, is employed as a functional form (Greenwood & 
Yule, 1920). It will relax the overdispersion restriction of the Poisson distribution and lead to one 
of the popular alternative distributions for overdispersed count data (Rainer, 2000). 

In 1953, Bliss fitted the NB distribution to biological data and found that the NB 
distribution was the appropriate probability distribution for fitting the biological data when the 
variance is significantly larger than the mean, which suggests that the NB distribution is the 
most widely adaptable and generally useful of those that have been proposed (Bliss & Fisher, 
1953). White and Bennetts modeled bird counts by using a negative binomial distribution in 
1996 (White & Bennetts, 1996), whereas Alexander et al. used the negative binomial 
distribution with a spatial model of parasitism in 2000 (Alexander et al., 2000). 

Research Article 
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Since the mid 1980s, mixture of distributions have been widely used for modeling 

observed situations whose a variety of characteristics. Several studies have shown that mixed 
Poisson and mixed NB distributions provide a better fit compared to the Poisson and NB 
distributions for count data modelling. Some examples of these distributions include the Poisson-
inverse Gaussian (Klugman et al., 2008), beta-negative binomial (Wang, 2011), negative 
binomial-beta exponential (Pudprommarat et al., 2012) and negative binomial-generalized 
exponential distribution (Aryuyuen & Bodhisuwan, 2013). The results of related works show the 
mixed Poisson and mixed NB distribution can be competitive to the Poisson and NB distributions. 

In 2017, Prasongporn and Bodhisuwan (2017) introduced a new distribution: the 
negative binomial-two parameter weighted exponential (NB-TWE) distribution. This new 
distribution is heavy-tailed with positive skewness. The NB-TWE provided a better fit than the 
Poisson, and negative binomial distribution for overdispersion data model. 

In this paper, Bayesian parameters estimation of NB-TWE is employed, and applied to 
biological data. The rest of paper is organized as follows. In methods, the NB-TWE and its 
special cases are introduced. In addition, the Bayesian approach for NB-TWE and the 
application with real data set are given in results and discussion and some conclusion remarks 
are presented in the last section. 

 
Methods 
Negative Binomial–Two Parameter Weighted Exponential (NB-TWE) Distribution  

First, we present the NB distribution and some of its properties.  
 

Let X be distributed as negative binomial with parameters n and p; its probability mass 
function (pmf) is 
 

( ) ( )
1
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 where r > 0 and 0 < p < 1.                 (1) 

 
The first two moments about zero and the factorial moments of the NB distribution, 

respectively, are given by 
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Next, we introduce the NB-TWE distribution, which is gained by mixing the NB 

distribution with the TWE (two parameter weighted exponential) distribution. The NB and TWE 
distributions can be used as alternative distributions to model lifetime data. However, a 
limitation of these distributions occurs when the sample skewness measure for data lies outside 
its skewness function range. The NB-TWE distribution has a wider range of skewness than the 
NB and TWE distributions. The flexibility of the NB-TWE distribution and increased range of 
skewness are able to fit and capture features in real data sets much better than Poisson, NB 
and TWE distributions.  
 

Definition 1. The pmf of the NB-TWE distribution is 
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where x = 0,1,2,… and parameters λ, r, α and β > 0. (see more detail of proof in 
(Prasongporn, 2017)) 
 

The behavior of the NB-TWE distribution for different parameter values and some of its 
properties and their graphs are displayed in the following corollaries. Moreover, the shapes of 
the NB-TWE distribution for different parameter values are illustrated in Figure 1. It confirms 
that the NB-TWE distribution is positively skewed and heavy-tailed. 

Next, we will present some related distributions and moments of the NB-TWE 
distribution.  

 
Some related distributions 

The expansion of the NB-TWE distribution is introduced in this section. We present 
special cases of the NB-TWE distribution. (see more detail of proofs in (Prasongporn, 2017)) 

 
Corollary 1. If λ = 1, and α, β → ∞, the NB-TWE distribution then reduces to the 

negative binomial-exponential distribution (NB-E) with the pmf 
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Corollary 2. If λ = 1, and α, β → 0, the NB-TWE distribution then reduces to the 

negative binomial-gamma distribution (NB-gamma) with the pmf 
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Corollary 3. If λ=1,and limα→∞ h(x) ,then the NB-TWE distribution reduces to the 

negative binomial-weighted exponential distribution (NB−WE) with the pmf 
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Corollary 4. If λ=1,and limβ→∞ h(x) , then the NB-TWE distribution reduces to the 

negative binomial-weighted exponential distribution (NB-WE) with the pmf 
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         (a)      (b)              (c) 

 
         (d)      (e)              (f) 

 
Figure 1. Plots of the NB-TWE distribution with some specified parameter values 
 
parameter (a)  is 0.5 , 1 , 1 , 1r λ α β= = = =      
parameter (b)  is 1 , 1 , 1 , 1r λ α β= = = =  
parameter (c)  is 5 , 2 , 2 , 2r λ α β= = = =    
parameter (d)  is 10 , 2 , 2 , 2r λ α β= = = =  
parameter (e)  is 25 , 3 , 2 , 2r λ α β= = = =    
parameter (f)  is 50 , 3 , 2 , 2r λ α β= = = =  

 
The factorial moment 

The factorial moment of order k of X If X ∼ NB-TWE (r, λ, α , β). is given by 
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where r, λ, α and β >0.                                                                                     (7)                                                                                                                  
 
Next, Bayseian parameters distribution of the NB-TWE will be presented, including prior 

distribution, joint density and the posterior distribution of , , ,r λ α β . 
 

Results and discussion 

Bayseian Parameters Estimation Distribution  

The parameters of NB-TWE distribution can also be estimated using Bayesian approach, 
which considers parameters as random variables that are characterized by a prior distribution. 
Due to parameters in NB-TWE distribution over than zero, the gamma distribution is an 
appropriate to the parameter space, so we select the gamma distribution as a prior distribution 

, , ,r λ α β  as shown 
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According to the likelihood function parameter of NB-TWE distribution as 
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The joint density of the NB-TWE was expressed as follows 
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and the posterior distribution of , , ,r λ α β  was 
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 Therefore, the Bayesian estimator of , , ,r λ α β  under a squared error loss function can 

be achieved from expectation of posterior distribution were 
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We can obtain estimated parameters , , ,r λ α β   by using the LaplacesDemon function 
in LaplacesDemon package in R program. In the next section, we will illustrate the application 
with a real data set with Metropolis-within-Gibbs algorithm, by R Program.  

 
Application study  

In studying its use, the NB-TWE distribution is applied to biological data sets and 
compared with a Poisson and NB distribution. The first three data sets are the European corn-
borer data, which were presented in McGuire et al. (1957). The first data set provides 
information on the number of European corn-borers per plant with groups 0, 1, 2, 3, 4 and 5 
having counts of 188, 83, 36, 14, 2 and 1. The second data set has counts of 907, 275, 88, 23, 3. 
The third data set is the distribution of  Pyrausta nubilalis in  1937 by  Beall  (1940),  with  the  
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number of insects in groups 0, 1, 2, 3, 4, and 5 having counts of 33, 12, 6, 3, 1 and 1. The 
results for fitting the distribution are shown in Tables 1 to 3. 

 
Table 1. Goodness of fit test for the Poisson, NB and NB-TWE distributions when fitting 
European corn-borer data  
 

Number of borers 
per plant X 

group 1 

Observed 
frequency 

Expected value by fitt ing distribution 
Poisson NB NB-TWE 

0 188 164.32 163.73 194.19 
1 83 111.56 107.23 79.49 
2 36 37.87 39.39 29.86 
3 14 8.57 10.70 11.69 
4 2 1.45 2.39 4.82 
5 1 0.20 0.47 2.09 

Parameters estimates  λ̂  = 0.6789 r̂ = 8.2054 
p̂ = 0.9202 

 
 
 

r̂ = 8.0329 

λ̂ = 14.7193 
α̂ = 9.6251 

β̂ = 9.7089 

Deviance  726.4856 719.4940 718.3184 
K-S Test 
(p-value) 

 0.0731 
(0.0627) 

0.0749 
(0.0527) 

0.0191 
(0.9998) 

Cramer-von Mises-W2 
(p-value) 

 0.7642 
(0.0107) 

0.7629 
(0.0108) 

0.0622 
(0.5549) 

Cramer-von Mises-A2 
(p-value) 

 3.4351 
(0.0123) 

3.1092 
(0.0178) 

0.4000 
(0.5439) 

 
 

 The number of borers per plant X group 1 shows that NB-TWE distribution gives the 
smallest value of K-S test (p-value is 0.9998) and Cramer-von Mises A2 test (p-value is 0.5439). 

Table 2 shows that the NB-TWE distribution gives the smallest value of the K-S test  
(p-value is 1), and Cramer-von Mises A2 test (p-value is 0.5061).  

The number of insects X in Table 3 shows that the NB-TWE distribution gives the 
smallest value of the K-S test (p-value is 1), and Cramer-von Mises A2 test (p-value is 0.9025). 

The number of borers per plant X group 1-2 column, and number of insects X column 
in Table 3 are from the data sets that have an overdispersion problem, and are heavy-tailed 
with positively skewness. The results of fitting the different distributions are compared by using 
the K-S Test and Cramer-von Mises Test, we found that the data follows the NB-TWE 
distribution with the largest p-value and gives the smallest value of K-S Test and Cramer-von 
Mises Test. It also suggests that the NB-TWE distribution is the best fit for these data sets. 
Therefore, the NB-TWE distribution can be considered as an alternative model for count data 
that have an overdispersion problem and are heavy-tailed with positive skewness. 
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Table 2. Goodness of fit test for the Poisson, NB and NB-TWE distribution when fitting 
European corn-borer data. 
 

Number of borers 
per plant X 

group 2 

Observed 
frequency 

Expected value by fitt ing distribution 
Poisson NB NB-TWE 

0 907 854.11 883.45 918.05 
1 275 356.15 308.50 268.35 
2 88 74.25 80.40 75.33 
3 23 10.32 18.58 22.71 
4 3 1.08 4.02 7.39 

Parameters estimates  λ̂  = 0.4143 r̂ = 2.0446 
p̂ = 0.8277 

 
 
 

r̂ = 6.2350 

λ̂ = 18.1648 
α̂ = 9.2200 

β̂ = 9.5190 

Deviance  2235.8843 2205.6814 2210.3294 
K-S Test 
(p-value) 

 0.0408 
(0.0267) 

0.0182 
(0.7856) 

0.0085 
(1.0000) 

Cramer-von Mises-W2 
(p-value) 

 1.1156 
(0.0013) 

0.2087 
(0.1635) 

0.0526 
(0.5153) 

Cramer-von Mises-A2 
(p-value) 

 6.7564 
(0.0039) 

1.0785 
(0.1831) 

0.3862 
(0.5061) 

 
 

Table 3. Goodness of fit test for the poisson, NB and NB-TWE distribution when fitting 
Pyrausta nublilalis data. 
 

Number of insects X Observed 
frequency 

Expected value by fitt ing distribution 
Poisson NB NB-TWE 

0 33 22.25 23.88 31.07 
1 12 20.54 19.13 14.17 
2 6 9.48 8.79 5.91 
3 3 2.91 3.04 2.55 
4 1 0.67 0.88 1.16 
5 1 0.12 0.22 0.55 

Parameters estimates  λ̂  = 0.9228 r̂ = 7.1675 
p̂ = 0.8868 

 
 
 

r̂ = 7.9328 

λ̂ = 12.1495 
α̂ = 10.1997 

β̂ = 10.2329 

Deviance  145.9365 140.5059 135.2861 
K-S Test 
(p-value) 

 0.1919 
(0.0324) 

0.1629 
(0.1024) 

0.0345 
(1.0000) 

Cramer-von Mises-W2 
(p-value) 

 0.8152 
(0.0076) 

0.5900 
(0.0256) 

0.0289 
(0.8030) 

Cramer-von Mises-A2 
(p-value) 

 3.5561 
(0.0116) 

2.4875 
(0.0389) 

0.1121 
(0.9025) 
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Conclusion 

 The negative binomial-two parameter weighted exponential (NB-TWE) is a discrete 
distribution that is obtained by mixing the NB distribution with the TWE distribution. This new 
distribution is heavy-tailed and is positively skewed. By fitting results, it shows that the NB-TWE 
distribution gives the smallest value of K-S Test and Cramer-von Mises Test.  

From analyzing biological data for which the variance is significantly larger than the 
mean, and the data are heavy-tailed, we show the NB-TWE distribution provides a better fit 
than the Poisson and NB distributions. Consequently, the NB-TWE distribution is the best choice 
for biological data that have an overdispersion problem and are heavy-tailed and positively 
skewed. 
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บทคดัย่อ 

งานวจิยัน้ีมีวตัถุประสงคเ์พ่ือเปรียบเทียบประสิทธิภาพของตวัแบบ ANN-GARCH และ ANN-EGARCH 

ซ่ึงเป็นการนาํตวัแบบ GARCH รวมในวธีิโครงข่ายประสาทเทียม (ANN) เป็นแบบจาํลองไฮบริดจใ์นการพยากรณ์

ความผนัผวนดชันีตลาดหลกัทรัพยแ์ห่งประเทศไทย (SET) ผลจากการศึกษาแสดงใหเ้ห็นวา่ ANN-GARCH และ 

ANN-EGARCH มีความแม่นยาํสูง โดยใชค้่ารากท่ีสองของค่าเฉล่ียค่าความคลาดเคล่ือนกาํลงัสอง (RMSE) และ

เปอร์เซ็นตค์วามคลาดเคล่ือนสมับูรณ์เฉล่ีย (MAPE) เป็นเกณฑใ์นการวดัความแม่นยาํ ทั้งน้ีการมีตวัแปรท่ีสาํคญัใน

ตวัแบบ ตวัแบบอธิบายผลพยากรณ์ความผนัผวนไดอ้ยา่งแม่นยาํ 

 

คาํสําคญั: การพยากรณ์ความผนัผวน, leverage effect, ความแปรปรวนไม่คงท่ี, Levenberg-Marquardt 

backpropagation 

Research Article 
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Abstract 

This research aimed to compare the effectiveness of two forecasting models, ANN-GARCH and ANN-

EGARCH. The two hybrid models were formed by a combination of Generalized Auto Regressive Conditional 

Heteroskedasticity (GARCH) and Artificial Neural Network (ANN) models, used to forecast the volatility of the 

Stock Exchange of Thailand index (SET). The results showed that both of the ANN-GARCH and ANN-EGARCH 

forecasts were highly accurate, measured by root mean square error (RMSE) and mean absolute percentage error 

(MAPE) values. With key variables included, the models accurately described volatility forecasts. 

 

Keywords: volatility forecast, leverage effect, heteroskedasticity, Levenberg-Marquardt backpropagation 

 

บทนํา 

ดชันีราคาหุ้นตลาดหลกัทรัพยแ์ห่งประเทศไทย (stock exchange of Thailand: SET) เป็นดชันีท่ีสะทอ้น

การเคล่ือนไหวของราคาหลกัทรัพยท์ั้ งหมด (composite index) คาํนวณจากหุน้สามญัจดทะเบียนทุกตวัในตลาด

หลกัทรัพยแ์ห่งประเทศไทย ซ่ึงการเปล่ียนแปลงของดชันี SET สามารถสะทอ้นให้เห็นถึงลกัษณะของตลาดการ

ลงทุนในอนาคต รวมทั้งมูลค่าการปรับตวัของหุน้ขนาดใหญ่ท่ีส่งผลต่ออตัราเติบโตเศรษฐกิจ ผลิตภณัฑม์วลรวม

ของประเทศ (GDP) และสามารถประเมินโอกาสการขยายตวัเศรษฐกิจในประเทศ 

ในการสร้างตวัแบบเพ่ือคาดการณ์ความผนัผวนจากขอ้มูลทางเศรษฐกิจ และขอ้มูลทางการเงิน มกัพบ

ปัญหาความแปรปรวนของความคลาดเคล่ือนไม่คงท่ี (heteroskedasticity) ส่งผลใหค้วามคลาดเคล่ือนคอ่นขา้งสูง ผล

ของความคลาดเคล่ือนทาํให้เกิดความสูญเสียทางเศรษฐกิจ สาํหรับผูใ้ชต้วัแบบท่ีมีขอ้บกพร่องและส่งผลต่อความ

ผิดพลาดการตดัสินใจลงทุน ดงันั้นจึงมีการศึกษาพฒันาปรับปรุงวิธีการสร้างตวัแบบ เพ่ือลดความเส่ียงและความ

คลาดเคล่ือนอยา่งต่อเน่ือง จากการศึกษาท่ีผ่านมา Sónia (2015) และ Wei et al. (2010) ไดน้าํเสนอตวัแบบกลุ่มของ 

GARCH ในการพยากรณ์ความผนัผวนราคาทองคาํในตลาดโลก ซ่ึงสามารถอธิบายความผนัผวนในระยะสั้นไดดี้ 

จากการศึกษาของ Suebpongsakorn & Wisagarn (2016) พบวา่ Exponential GARCH (EGARCH) มีความแม่นยาํ

มากกวา่ GARCH สาํหรับการคาดการณ์อตัราแลกเปล่ียนค่าเงินบาทต่อดอลลาร์สหรัฐ แต่เน่ืองจากความผนัผวนเกิด

จากอิทธิพลของตัวแปรปัจจัยในทางเศรษฐกิจ ท่ีเป็นตัวกําหนดความผนัผวนในอนาคต ซ่ึงมีนักวิจัยอาทิ 

Kristjanpoller & Marcel (2016), Lu et al. (2016), Kristjanpoller et al. (2014) และ Khashei et al. (2009) ได้

ทาํการศึกษาตวัแบบท่ีสามารถรวมตวัแปรสาํคญัในการอธิบายความผนัผวน โดยการประยกุตว์ธีิโครงข่ายประสาท

เทียม (artificial neural networks: ANN) รวมกบัตวัแบบ GARCH เป็นตวัแบบไฮบริดจคื์อ ANN-GARCH ท่ีให้

ความแม่นยาํในการพยากรณ์  และวธีิ ANN เป็นอีกหน่ึงวธีิท่ีเหมาะสาํหรับขอ้มูลขนาดใหญ่ (Lin, 2015)  ดงันั้น เพ่ือ 
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แสดงให้เห็นถึงผลความแม่นยาํ ในการศึกษาคร้ังน้ี จึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือเปรียบเทียบความแม่นยาํของตวัแบบ 

ANN-GARCH กบั ANN-EGARCH โดยใชข้อ้มูลดชันี SET เป็นกรณีศึกษา ทั้งน้ีไดมี้ทฤษฎีท่ีเก่ียวขอ้งดงัต่อไปน้ี 

1. ตวัแบบ Generalized autoregressive conditional heteroskedasticity (GARCH) 

การสร้างตวัแบบ GARCH ในการศึกษาคร้ังน้ีทาํการประมาณสมการค่าเฉล่ียแบบมีเง่ือนไข (conditional 

mean equation) ดว้ย autoregressive moving average  คือ ARMA(1,1) ดงัสมการท่ี (1) ตวัแบบ GARCH ถูกเสนอ

โดย Bollerslev (1986) และไดพ้ฒันามาจากตวัแบบ ARCH จาก Engle (1982) ซ่ึงเป็นการนาํความแปรปรวนใน

ระยะสั้นท่ีผ่านมา ใส่เขา้ไปในตวัแบบ ARCH เป็นตวัแบบ GARCH(q,p) โดย p แทนลาํดบัของ 2
t iε −  และ q แทน

ลาํดบัของ 2
t jσ −  ในสมการความแปรปรวนแสดงดงัสมการท่ี (2) ซ่ึงถูกใชเ้ป็นตวัแบบพ้ืนฐานในการสร้างตวัแบบ

ไฮบริจด ์ 

 tttt rcr εεθφ +++= −− 1111           (1) 

 
2 2 2

1 1

p q

t i t i j t j
i j

σ ω α ε β σ− −
= =

= + +∑ ∑                     (2) 

โดยท่ี 1φ  และ 1θ  เป็นค่าพารามิเตอร์ และ tε  เป็นตวัแปรสุ่มคลาดเคล่ือนมีค่าเฉล่ียเป็น 0 ความแปรปรวนเป็น 2σ  

ค่าพารามิเตอร์ของ GARCH คือ 0, 0, 1,..., , 0, 1,...,i ji q j pω α β> ≥ = > =   

2. ตวัแบบ Exponential GARCH (EGARCH) 

ตวัแบบ EGARCH ตามการศึกษาของ Suebpongsakorn & Wisagarn (2016) ซ่ึงเป็นตวัแบบท่ีแสดงผล

กระทบเม่ือเกิดเหตุการณ์ไม่คาดฝัน (shock) ดา้นบวกและดา้นลบส่งผลต่อความแปรปรวนในระยะสั้นไม่เท่ากนั  

(leverage effect) กาํหนดให้ 
t

t
tz

σ
ε

=   โดย  ( ) 0=tzE  และ ( ){ } 0=− tt zEzE กาํหนดใหฟั้งก์ชนั  ( )tzg  แสดง 

leverage effect ดงัสมการ (3)  

 

   ( ) ( ){ }tttt zEzzzg −+= ωλ     (3) 

 

โดยท่ี tz  คือ ผลของเหตุการณ์ไม่คาดฝันดา้นบวกหรือลบท่ีส่งผลต่อ ( )zg  ไม่เท่ากัน (asymmetry effect) และ 

( )tt zEz −  คือ ผลของเหตุการณ์ไม่คาดฝันในทางบวกหรือลบ ท่ีส่งผลต่อ ( )zg  เท่ากนั (symmetry effect)  โดย 

λ  และ ω  คือค่าพารามิเตอร์ ฟังกช์นั ( )zg  แสดงดงัน้ี 

  ( ) ( )2 2
0 1

1 1 1
ln ln

p q r
t i t k

t i t i k
i i kt i t k

ε ε
σ γ q σ γ ω γ l

σ σ
− −

−
= = =− −

= + + + +∑ ∑ ∑      (4) 
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โดยท่ี 11 =γ  ทาํการทดสอบผลของ leverage effect โดยทดสอบความมีนยัสาํคญัของค่าพารามิเตอร์ λ ในสมการท่ี

(4)  

3. โครงข่ายประสาทเทยีม (artificial neural networks: ANN) 

  วธีิโครงข่ายประสาทเทียมถูกนาํไปใชใ้นการพยากรณ์ ซ่ึงเป็นวธีิท่ีใหป้ระสิทธิภาพและมีความแม่นยาํใน

การพยากรณ์ มีนกัวจิยั Qiu et al. (2016) และ Wang & Wu (2012) ไดน้าํวิธี ANN ใชใ้นการคาดการณ์ขอ้มูล

ผลตอบแทนดชันีหุน้ในกลุ่มพลงังาน ซ่ึงวธีิ ANN สามารถเรียนรู้จากตวัอยา่งและทาํใหเ้ป็นรูปทัว่ไป (generalize) 

ดว้ยกฎการเรียนรู้ (learning rule) ทาํใหส้ามารถจาํแนกรูปแบบขอ้มูลนาํเขา้ (input) แบบใหม่ท่ีไม่รู้จกัมาก่อนได ้ใน

การประยกุตใ์ช ้ANN ในการทาํนาย จาํเป็นตอ้งกาํหนดฟังก์ชนัถ่ายโอน (activation function) ซ่ึงสามารถแสดง

ผลลพัธ์ในชั้นซ่อนของโครงข่าย ดงัสมการ (5) ชั้นผลลพัธ์ (output) ของโครงข่าย แสดงดงัสมการท่ี (6)  

 

   ∑
=

=
d

i
ijij xwga

0

)1(
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

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
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



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==

d
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iji

m

j
kji xwgwfo

0

)1(
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เม่ือกาํหนดให ้ jiw  แทนค่านํ้ าหนกัของเสน้เช่ือมจากชั้นขอ้มูลนาํเขา้และ ja  แทน ผลลพัธ์ในชั้นซ่อน kjw แทนค่า

นํ้ าหนกัของเสน้เช่ือมจากชั้นซ่อน g  แทนฟังกช์นัถ่านโอนในชั้นซ่อน f แทนฟังก์ชนัถ่านโอนในชั้นผลลพัธ์  ใน

การศึกษาคร้ังน้ีสถาปัตยกรรมของโครงข่าย (network architecture) มีรูปแบบของการไหลแบบไปขา้งหนา้ (feed 

forward network) ใช ้levenberg-marquardt backpropagation ทาํการปรับค่าพารามิเตอร์เพ่ือให้ค่าความคลาดเคล่ือน

เขา้สู่จุดตํ่าสุด (Srikaew, 2009) ในการศึกษาคร้ังน้ีใชค้่าคลาดเคล่ือนกาํลงัสองเฉล่ีย (mean squared error: MSE) 

แสดงความเหมาะสมของโครงข่ายในขั้นตอนการฝึกการเรียนรู้ (Zhang et al., 1998) 

4. ตวัแบบ ANN-GARCH  

ในการสร้างตวัแบบ ANN-GARCH(q,p,s) ในการพยากรณ์ความผนัผวน ตามสมการท่ี (7) เป็นไปตาม 

Donaldson & Kamstra (1997) เป็นการรวมกนัระหวา่งวธีิโครงข่ายประสาทเทียมกบัตวัแบบ GARCH(q,p) และ s 

คือจาํนวนนิวรอนในชั้นซ่อน ซ่ึงแสดงรายละเอียดในสมการท่ี (7)-(10) ดงัน้ี 

 

 ( )2 2 2

1 1 1

p q s

t i t i j t j h t h
i j h

C Zs α ε β s ξ ψ λ− −
= = =

= + + +∑ ∑ ∑     (7) 
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โดยท่ี ( )htZ λψ  แสดงในสามการ (8) คือฟังกช์นัถ่ายโอนในรูปของฟังกช์นัซิกมอยดแ์บบลอการิทึม (log-sigmoid 

function) จาก ( )( )xy −+= exp11  และ w=ξ คือค่านํ้ าหนัก  g=ψ คือเป็นฟังก์ชันซิกมอยด์แบบ

ลอการิทึม iht xZ =λ  เป็นตวัแปรนาํเขา้ สมการท่ี (9) เป็นการแปลงค่ามาตรฐานของ ε  เม่ือมีค่าสูงเกินกวา่ปกติ

ในขอ้มูลนาํเขา้ แต่ละโหนด และ hλ คือขอ้มูลทุกค่าท่ีใชจ้ะถูกแปลงตามสมการ (10)  

5. ตวัแบบ ANN-EGARCH  

 ตวัแบบ ANN-EGARCH(q,p,s)  ตามสมการท่ี (11) จะถูกใชใ้นการพยากรณ์ความผนัผวน ตามการศึกษาของ 

Melike & Özgür (2009) ไดอ้ธิบายถึงแบบจาํลอง GARCH ท่ีเพ่ิมเขา้ไปใน ANN ในการคาดการณ์ผลตอบแทน

ตลาดหลกัทรัพยใ์นอิสตนับลูมีความสมมาตร และมีประสิทธิภาพในการพยากรณ์ในลกัษณะไม่เป็นเชิงเส้นไดดี้ 

แสดงดงัในสมการท่ี (11)-(14) น้ี 
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กาํหนดให ้ /t t tz ε σ=  คือ ผลกระทบของเหตุการณ์ไม่คาดฝันท่ีส่งกระทบต่อฟังกช์นั ( )tg z ในทางบวกหรือ

ทางลบ  

 

วธีิการทดลอง 

1. ข้อมูล 

ขอ้มูลท่ีใชใ้นการศึกษาเป็นขอ้มูลอนุกรมเวลาดชันีตลาดหลกัทรัพยแ์ห่งประเทศไทย (SET) จากเวบ็ไซต์

ตลาดหลกัทรัพยแ์ห่งประเทศไทย (www.set.or.th) เป็นขอ้มูลอนุกรมเวลารายวนั ตั้งแต่วนัท่ี 5 มกราคม 2547 ถึง 31 

สิงหาคม 2559 จาํนวน 3092 ค่า จากรูปท่ี 1 แสดงใหเ้ห็นวา่ SET มีแนวโนม้และการเปล่ียนแปลงของขอ้มูลข้ึนลงอยู่

ตลอดเวลาอยา่งรวดเร็ว ลกัษณะเคล่ือนไหวของขอ้มูลไม่คงท่ีหรือไม่น่ิง (non-stationary) เม่ือทาํการแปลงขอ้มูลให้

อยูใ่นรูปผลตอบแทนแบบลอการิทึม โดยใช ้logarithm return ซ่ึงมีสมการคาํนวณดงัน้ี  1loglog −−= ttt PPr     เม่ือ 

Tt ,...,2,1=  โดยท่ี tr  เป็นผลตอบแทนแบบลอการิทึม tP  เป็นขอ้มูลในปัจจุบนัและ 1−tP  เป็นขอ้มูลยอ้นหลงัไป

หน่ึงหน่วยเวลา แสดงใหเ้ห็นวา่ขอ้มูลคงท่ี (รูปท่ี 2) 

2. วธีิดาํเนนิการศึกษา 

 ในการศึกษาคร้ังน้ีในขั้นตอนแรก ทาํการประมาณหาตวัแบบ  GARCH(q,p) และ EGARCH(q,p) ท่ีมี

ความเหมาะสมกบัขอ้มูลเพ่ือใชใ้นการสร้าง ANN-GARCH(q,p,s)  และ ANN-EGARCH(q,p,s) แลว้เปรียบเทียบ

ความแม่นยาํโดยใชเ้กณฑ ์ค่ารากของค่าคลาดเคล่ือนกาํลงัสองเฉล่ีย (root mean square error: RMSE) ดงัสมการ 

(15) และค่าเปอร์เซ็นตค์่าคลาดเคล่ือนสัมบูรณ์เฉล่ีย (mean absolute percentage error:  MAPE) ดงัสมการ (16) ใน

การทดสอบประสิทธิภาพและความแม่นยาํของตวัแบบ เม่ือค่า  MAPE ≤  10% นั้นคือ ค่าพยากรณ์ท่ีไดจ้ากตวัแบบ

มีความแม่นยาํสูงมาก (Khangphukhieo et al., 2017) 
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โดยกาํหนดให ้ tr  เป็นค่าจริงของขอ้มูลผลตอบแทนแบบลอการิทึม ณ เวลา t และ tr̂  เป็นค่าพยากรณ์ จากตวัแบบ 

และ n  เป็นจาํนวนของขอ้มูล  
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รูปที ่1. ลกัษณะการเปล่ียนอนุกรมเวลา SET index 

 

 
รูปที ่2.  ผลตอบแทนแบบลอการิทึมของ SET index 

 

ในการสร้างตวัแบบ มีตวัแปรอิสระจาํนวน 6 ตวัแปร ซ่ึงเป็นตวัแปรท่ีมีขนาดความสมัพนัธ์สูงกบั SET มี

ค่าสหสมัพนัธ์อยู่ระหวา่ง 0.747-0.939 แสดงดงัตารางท่ี 1 เป็นดชันีตลาดหลกัทรัพยใ์นต่างประเทศ ไดแ้ก่ Dow 

Jones Index (DJIA), Nasdag New York (Nasdag), Financial Times London (FTL), KLSE Composite Malaysia 

(KLSE), PSE Composite Philippines (PSE) และ KSE Composite South Korea (KSE) จากตารางท่ี 1 ยงัแสดงให้

เห็นว่าตวัแปรอิสระมีความสัมพนัธ์กันสูง ซ่ึงเกิดปัญหา multicollinearity เม่ือพิจารณาจากค่าแฟคเตอร์ความ

แปรปรวนขยายตวั (variance inflation factor: VIF) แต่การเกิดปัญหาน้ีไม่ส่งผลต่อการทาํงานของวธีิ ANN เน่ืองจาก

การกําหนดความสัมพนัธ์ระหว่าง รูปแบบข้อมูลนําเขา้กับขอ้มูลผลลพัธ์ ซ่ึงเรียนรู้จากขอ้มูลท่ีมีอยู่ จึงมี

ประสิทธิภาพในการคาํนวณและจดจาํในกรณีท่ีมีจาํนวนขอ้มูลมาก (Mahipan, 2012) โดยตวัแปรอิสระเหล่าน้ีถูกใช้

เป็นขอ้มูลนาํเขา้ในการสร้างตวัแบบ ANN-GARCH และ ANN-EGARCH  
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ตารางที ่1. ค่าสหสมัพนัธ์ของ SET และตวัแปรอิสระ 

Variables DJIA Nasdag FTL KLSE PSE KSE VIF 

SET 0.8818 0.8892 0.7465 0.8960 0.9394 0.7631  

DJIA - 0.9643 0.8376 0.7953 0.8816 0.6764 27.3520 

Nasdag   - 0.7499 0.7991 0.9046 0.6742 22.3600 

FTL   - 0.7452 0.7394 0.7404 5.5690 

KLSE    - 0.9015 0.8866 9.7610 

PSE     - 0.7845 10.7670 

 

ผลการทดลอง 

ผลการวเิคราะห์ค่าสถิติพรรณนาจากตารางท่ี 2 แสดงค่าสถิติของ Log return ของ SET มีค่าเฉล่ีย 0.0217 มี

ค่าตํ่าสุดเท่ากบั -16.0600 ค่าสูงสุด 10.5800 มีค่าความโด่งเท่ากบั 13.6029 แสดงใหเ้ห็นวา่มีความโด่งสูงผดิปกติ มีค่า

ความเบเ้ท่ากบั -0.9113 แสดงใหเ้ห็นวา่เบซ้า้ย และตวัแปรอิสระ มีค่าเฉล่ียอยูร่ะหวา่ง 0.0131 - 0.0535 มีค่าตํ่าสุดอยู่

ระหวา่ง -229.9972 ถึง -34.838  ค่าสูงสุด 36.5323 - 230.7088 จากค่าความโด่งยงัแสดงใหเ้ห็นวา่ตวัแปรอิสระมี

ความโด่งสูงผิดปกติ และแสดงใหเ้ห็นวา่เบซ้า้ยจาํนวน 2 ตวัแปร และเบข้วาจาํนวน  4 ตวัแปร เม่ือทาํการทดสอบ

ความน่ิงดว้ยสถิติ augmented dickey-fuller test (ADF) พบว่าทุกตวัแปรในการศึกษาคร้ังน้ีมีความน่ิง จากการ

ทดสอบการแจกแจงแบบปกติดว้ยสถิติทดสอบ jarque-berra (JB test) แสดงใหเ้ห็นวา่ทุกตวัแปรไม่มีการแจกแจง

แบบปกติ  

 

ตารางที ่2. สถิติพรรณนาผลตอบแทนแบบลอการิทึมของ SET และตวัแปรอิสระ 

Variables Minimum Maximum Mean Skewness Kurtosis JB  test (Sig.) ADF 

Log return SET  -16.0600 10.5800 0.0217 -0.9113 13.6029 < 0.0001 -9.1323 

DJIA -229.9972 230.7088 0.0180 0.0403 447.7576 < 0.0001 -12.3590 

Nasdag  -70.6853 65.0164 0.0302 -0.0503 26.5677 < 0.0001 -19.7160 

FTL -34.8384 36.5323 0.0131 0.3357 48.0016 < 0.0001 -16.7610 

KLSE -51.9773 50.2394 0.0173 -0.0169 25.3970 < 0.0001 -21.9260 

PSE -102.9983        104.1932 0.0535 0.0177 19.1727 < 0.0001 -22.5870 

KSE -71.8634 74.1830 0.0292 0.1419 50.7293 < 0.0001 -20.2220 

หมายเหต:ุ สถิติทดสอบ jarque-bera ท่ีไดเ้ทียบกบัค่าวกิฤต chi-square องศาความเป็นอิสระเท่ากบั 2  ภายใตส้มติ

ฐานการทดสอบคือ ขอ้มูลอนุกรมเวลามีการแจกแจงแบบปกติ 
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จากการกาํหนดสมการค่าเฉล่ีย (mean equation) ดว้ย ARMA(1,1) และทาํการทดสอบนาํขอ้มูลความ

คลาดเคล่ือนกาํลงัสองจากตวัแบบ ARMA(1,1) ดว้ยสถิติ Ljung-box Q พบวา่มีอิทธิพลของ ARCH นั้น แสดงให้

เห็นวา่ขอ้มูลอนุกรมเวลามีอิทธิพลของ ARCH ตามตารางท่ี 3 จากการทดสอบค่ามาตรฐานของค่าคลาดเคล่ือน และ

ค่ามาตรฐานของค่าคลาดเคล่ือนกาํลงัสอง ดว้ยสถิติทดสอบ Ljung-box (Q-statistics) พบวา่ไม่มีความสัมพนัธ์กนัใน

ตวัเอง ดงันั้น ตวัแบบท่ีทาํการประมาณข้ึนมีความเหมาะสม สามารถนาํตวัแบบ GARCH และ EGARCH ไปใชก้บั

อนุกรมเวลาของดชันี SET ได ้ในการเลือกตวัแบบ GARCH และ EGARCH เพ่ือใชใ้นการสร้างตวัแบบไฮบริจด ์ใช้

เกณฑข์อ้สนเทศของอาไคเคะ (akaike information criterion: AIC)   เม่ือพบวา่ตวัแบบมีความเหมาะสมมากกวา่หน่ึง 

ตวัแบบ จากตารางท่ี 3 แสดงใหเ้ห็นวา่ค่า AIC มีค่าแตกต่างกนัเลก็นอ้ย ซ่ึงในการศึกษาคร้ังน้ีไดเ้ลือก GARCH(1,1) 

และ EGARCH(2,2) ท่ีมีค่า AIC นอ้ยท่ีสุดเพ่ือใชใ้นการสร้างตวัแบบไฮบริจดต์่อไป 

 

ตารางที ่3. ผลการทดสอบความเหมาะสมของตวัแบบ GARCH(q,p) และตวัแบบ EGARCH(q,p) 

Models Standardized residual Standardized residual squared AIC 

Q-statistics Sig. Q-statistics Sig. 

GARCH(1,1) 5.7600 0.6442 0.3439 0.9996 3.1525 

GARCH(1,2) 5.9180 0.5412 0.2816 0.9993 3.1531 

GARCH(2,1) 5.7580 0.6457 0.3238 0.9990 3.1532 

GARCH(2,2) 11.8500 0.2084 0.3394 1.0000 3.1537 

EGARCH(1,1) 6.0205 0.4731 0.1508 1.0000 3.1152 

EGARCH(1,2) 6.5544 0.1773 0.2858 1.0000 3.1152 

EGARCH(2,1) 8.7656 0.2472 0.2775 1.0000 3.1114 

EGARCH(2,2) 6.7004 0.1245 0.5968 1.0000 3.1020 

 

 
ผลจากตารางท่ี 4 แสดงการประมาณค่าพารามิเตอร์ของสมการความแปรปรวน จากตวัแบบ GARCH(1,1) 

GARCH(1,2)  EGARCH(2,1) และ EGARCH(2,2) จากการทดสอบค่าพารามิเตอร์ของตวัแบบ GARCH(1,2) พบวา่

ค่าพารามิเตอร์ 2β  ไม่มีนยัสาํคญัทางสถิติ   ดงันั้นตวัแบบ GARCH(1,2) จึงมีลาํดบั q และ p เป็น GARCH(1,1) เม่ือ 

ทดสอบค่าพารามิเตอร์ตวัแบบ EGARCH(2,2) พบวา่ค่าพารามิเตอร์ 1β  ไม่มีนยัสาํคญัทางสถิติ และพบวา่เหตุการณ์

ไม่คาดฝันในอดีตทั้งทางบวกและทางลบมีผลต่อ SET    แต่ค่าพารามิเตอร์ในตวัแบบ EGARCH(2,1) มีนยัสาํคญัทาง 

สถิติ และพบวา่เหตุการณ์ไม่คาดฝันในอดีตทั้งทางบวกมีผลต่อ SET    ดงันั้นผูว้จิยัจึงนาํตวัแบบ  GARCH(1,1)  และ 

 EGARCH(2,1) ใชเ้ป็นตวัแบบพ้ืนฐานในการสร้างตวัแบบ ANN-GARCH และ ANN-EGARCH ต่อไป  
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ตารางที ่4.  ผลการประมาณค่าพารามิเตอร์ของตวัแบบ GARCH(q,p) และตวัแบบ EGARCH(q,p) 

Parameters GARCH(1,1) GARCH(1,2) EGARCH(2,2) EGARCH(2,1) 

ω  6.7404** 5.8140** 5.0409** 4.6984** 

1α  7.9228** 6.0119** -10.6084** -8.1515** 

2α  - - -2.5985** 3.6302** 

1β  42.5694** 5.5729** -0.1144 101.0257** 

2β  - 0.3030 59.5946** - 

1γ  - - 7.0166** 4.3353** 

2γ  - - 8.1265** 0.9784 

หมายเหต ุ:  **  หมายถึงมีนยัสาํคญัท่ีระดบันยัสาํคญั 0.01 

 

ในการสร้างตวัแบบ ANN-GARCH และ ANN-EGARCH ตวัแปรอิสสระทุกตวัถูกใชเ้ป็นตวัแปรนาํเขา้

พร้อมกนั โดยใชโ้ครงข่ายท่ีมีจาํนวน 1 ชั้นซ่อน และใชข้อ้มูล 90% แรกของขอ้มูลในการศึกษาเพ่ือฝึก (training) 

และทดสอบ (test) โครงข่าย จากนั้นใชข้อ้มูลท่ีเหลือ 10% เพ่ือเปรียบเทียบผลการพยากรณ์ท่ีไดจ้ากโครงข่าย และทาํ

การปรับจาํนวนของนิวรอนในชั้นซ่อน จาก 1 ถึง 30 นิวรอน จาํนวนรอบในการฝึกการเรียนรู้สูงสุด 1,000 รอบ ค่า

MSE ในการฝึกการเรียนรู้ของโครงข่ายเท่ากบั 0.0000 อตัราการเรียนรู้ (leaning rate) เท่ากบั 0.0001 

 

ตารางที ่5.  ประสิทธิภาพของตวัแบบ ANN-GARCH(q,p,s)  และตวัแบบ ANN-EGARCH(q,p,s) 

Neural 

(s) 

Training models Testing models 

ANN-GARCH ANN-EGARCH ANN-GARCH ANN-EGARCH 

Epoch Time MSE Epoch Time MSE RMSE MAPE RMSE MAPE 

5 102 2.01 0.0015 126 2.18 0.0012 0.0338 4.2450 0.0291 3.7330 

10 113 2.10 0.0012 164 3.14 0.0011 0.0321 4.2156 0.0262 3.3987 

15 134 2.33 0.0010 163 3.03 0.0010 0.0312 3.9718 0.0325 3.8315 

20 125 2.25 0.0009 105 2.02 0.0009 0.0318 4.1514 0.0369 4.7333 

25 181 3.33 0.0008 135 2.37 0.0009 0.0272 3.4726 0.0287 3.6988 

30 131 1.06 0.0009 152 2.56 0.0008 0.0288 3.6366 0.0354 3.9694 

 

ผลจากตารางท่ี 5 พบวา่ในขั้นตอนการฝึกตวัแบบ ANN-GARCH(1,1,s) มีค่า MSE อยูร่ะหวา่ง 0.0008-

0.0015 โดยมีจาํนวนรอบของการเรียนรู้อยูร่ะหวา่ง 102 - 181 รอบ  ระยะเวลาในการเรียนรู้ของโครงข่าย 1.06 - 3.33 
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นาที และตวัแบบ ANN-EGARCH(2,2,s) มีค่า MSE อยูร่ะหวา่ง 0.0008-0.0011 โดยมีจาํนวนรอบของการเรียนรู้อยู่

ระหวา่ง 105 - 164 รอบ ระยะเวลาในการเรียนรู้ของโครงข่ายอยูร่ะหวา่ง 2.02 - 3.14 นาที เม่ือใชข้อ้มูล 10% ในการ

ทดสอบความแม่นยาํของตวัแบบ โดยใชค้่า RMSE และค่า MAPE พบวา่เม่ือเพ่ิมจาํนวนนิวรอนในชั้นซ่อนสูงสุด 30 

นิวรอน ตวัแบบ ANN-GARCH(1,1,s) มีค่า RMSE อยูร่ะหวา่ง 0.0272 - 0.0338  และค่า MAPE อยูร่ะหวา่ง 3.4726-

4.2450 แสดงให้เห็นว่าค่าพยากรณ์ท่ีได้จาก ANN-GARCH(1,1,s) มีความแม่นยาํสูง และตัวแบบ  ANN-

EGARCH(2,2,s) พบวา่มีค่า มีค่า RMSE อยูร่ะหวา่ง 0.0262 - 0.0369 และค่า MAPE อยูร่ะหวา่ง 3.3987 - 4.7333

แสดงใหเ้ห็นวา่ค่าพยากรณ์ท่ีไดจ้าก ANN-EGARCH(2,2,s) มีความแม่นยาํสูงเช่นเดียวกนั 

 

วจิารณ์และสรุปผลการทดลอง 

  ผลจากการศึกษาคร้ังน้ีไดน้าํเสนอผลการเปรียบเทียบประสิทธิภาพความแม่นยาํตวัแบบ ANN-GARCH 

กบั ANN-EGARCH ในการพยากรณ์ความผนัผวนของดชันี SET โดยใชเ้กณฑใ์นการวดัประสิทธิภาพความแม่นยาํ

ด้วยค่า RMSE และ MAPE พบว่าทั้ ง 2 ตัวแบบมีความแม่นยาํในการพยากรณ์สูง และตัวแบบ ANN-

EGARCH(2,2,10) ใหผ้ลความแม่นยาํในการพยากรณ์สูงกวา่ตวัแบบ ANN-GARCH(1,1,25) เล็กนอ้ย อยา่งไรก็ตาม 

ANN-GARCH(1,1,25) มีจาํนวนนิวรอนในโครงข่ายมากกวา่ ANN-EGARCH(2,2,10) ซ่ึงอาจทาํใหร้ะยะเวลาการ

ฝึกการเรียนรู้ของโครงข่ายเพ่ิมข้ึน ซ่ึงสอดคลอ้งกบังานวจิยัของ Lu et al. (2016) เป็นผลจากขอ้มูลท่ีใชใ้นการสร้าง

ตวัแบบ มี leverage effect นั้นคือ เม่ือเกิดเหตุการณ์ไม่คาดฝันดา้นลบหรือดา้นบวก ส่งผลต่อดชันีในตลาด

หลกัทรัพยไ์ม่เท่ากนั ซ่ึงตวัแบบ EGARCH สามารถอธิบายขอ้มูลอนุกรมเวลาท่ีมี leverage effect ไดดี้ และผลจาก

การศึกษายงัแสดงใหเ้ห็นวา่ตวัแบบ ANN-GARCH และ ANN-EGARCH เป็นอีกหน่ึงวธีิท่ีสามารถรวมตวัแปรท่ีมี

ความสมัพนัธ์สูง ในการพยากรณ์ความผนัผวนท่ีมีความแม่นยาํ และตวัแบบท่ีไดมี้ความยดืหยุน่สูง แมข้อ้มูลไม่เป็น

เชิงเสน้และมีขนาดใหญ่ ซ่ึงขอ้จาํกดัในการใช ้ANN คือการเพ่ิมขอ้มูลนาํเขา้มากเกินไป ทาํให้โครงข่ายใชร้ะยะ

เวลานานในขั้นตอนการเรียนรู้ ดงันั้น การเพ่ิมจาํนวนของขอ้มูลนาํเขา้ ควรคาํนึงถึงความสําคญัในการอธิบาย

ผลลพัธ์ และความจาํเป็นในการใชง้านของนกัวิจยั  ขอ้เสนอแนะในการศึกษาในคร้ังต่อไปคือการประยกุตใ์ชต้วั

แบบในกลุ่มของ GARCH ยงัมีตวัแบบอ่ืนท่ีมีประสิทธิภาพ ซ่ึงข้ึนอยู่กบัลกัษณะของขอ้มูลและวตัถุประสงคข์อง
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บทคดัย่อ 
งานวจิยัน้ีมีวตัถุประสงค ์เพ่ือศึกษาประสิทธิภาพของแบคทีเรียตรึงไนโตรเจนอิสระท่ีแยกจากดินรอบราก

ขา้วในการผลิตออกซินและจิบเบอเรลลิน  เก็บตวัอยา่งดินบริเวณรอบรากขา้วจากพ้ืนท่ีแตกต่างกนั แบคทีเรียท่ีแยก

ไดน้บัปริมาณโคโลนีดว้ยวิธี plate count  ผลการแยกเแบคทีเรียจากตวัอยา่งดินแปลงปลูกขา้วอินทรีย ์183 ไอโซเลท 

ปริมาณโคโลนี 1.6x106-2.0x107cfu/g  และไดจ้ากตวัอยา่งดินของแปลงปลูกขา้วเคมี 127 ไอโซเลท  ปริมาณโคโลนี 
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1.2x103-1.9x105cfu/g ทดสอบการตรึงไนโตรเจนดว้ยวธีิ bromothymol blue reagent indicator และการคดัเลือก

แบคทีเรียตรึงไนโตรเจนอิสระพบ  26 ไอโซเลท  ทดสอบการผลิตออกซินของแบคทีเรียตรึงไนโตรเจนท่ีคดัเลือกได้

โดยใชท้ริปโตเฟนเป็นสารตั้งตน้และวเิคราะห์ปริมาณของออกซินโดยวิธี Salkowski coloring reagent ผลการ

ทดสอบพบแบคทีเรีย 6 ไอโซเลทท่ีผลิตออกซินไดม้ากท่ีสุดโดยการใชท้ริปโตเฟนความเขม้ขน้ 1,000 μg/mL และ

ไอโซเลท PY7-6 ผลิตออกซินมากท่ีสุด 23.9 mg/L ในส่วนไอโซเลทอ่ืนไดแ้ก่ LP8-1, CR1-2, CM12-4, PY7-5 และ 

CM5-2 ผลิตออกซินได ้7.0 -22.3 mg/L การทดสอบการผลิตจิบเบอเรลลินและวิเคราะห์ปริมาณจิบเบอเรลลินโดย 

HPLC พบวา่มี 2 ไอโซเลทไดแ้ก่  CM12-4 และ LP8-1 ซ่ึงสามารถผลิตจิบเบอเรลลินได ้ 13.74 และ 3.94 mg/L 

ตามลาํดบั  การจาํแนกชนิดของแบคทีเรียจากการวิเคราะห์ลาํดบัของยีน 16S rRNA บ่งช้ีวา่มี 4 สายพนัธ์ุ ไดแ้ก่ 

CM12-4 (Pantoea agglomerans), LP8-1 (Stenotrophomonas maltophilia), PY7-5 (Bacillus cereus) และ PY7-6, 

CR1-2 และ CM5-2 (Pseudomonas nitroreducens) สรุปไดว้า่ Pseudomonas nitroreducens (PY7-6) ท่ีไดจ้าก

การศึกษาน้ีเป็นแบคทีเรียตรึงไนโตรเจนอิสระท่ีดีท่ีสุด ซ่ึงมีประสิทธิภาพในการผลิตไนโตรเจนและออกซินเพ่ือ

ศึกษาและพฒันาใชเ้ป็นปุ๋ยชีวภาพไดต้่อไป 

 

คาํสําคญั: แบคทีเรียตรึงไนโตรเจนอิสระ, ออกซิน, จิบเบอเรลลิน, ดินรอบรากขา้ว 

 

Abstract 

This research aimed to study the efficiency of free-living nitrogen fixing bacteria isolated from the 

samples of rice rhizosphere soil on auxin and gibberellin production. The samples of the rhizophere soil were 

collected from different areas. The amount of colony of isolated bacteria was counted by using plate count 

method. The result revealed that 183 isolated bacteria were obtained from soil samples of the organic rice fields, 

the amount of colony at 1.6x106-2.0x107cfu/g and the 127 isolated bacteria were obtained from soil samples of the 

chemical rice fields, the amount of colony at 1.2x103-1.9x105cfu/g. Nitrogen fixation was tested by using 

bromothymol blue reagent indicator method and selecting of free-living nitrogen fixing bacteria was found of 26 

isolates. Auxin production test of the selected nitrogen fixing bacteria was conducted by using tryptophan as an 

initial sabstance and the amount of auxin was analyzed by using Salkowski coloring reagent method. The result 

showed that 6 isolates produced the most auxin by using tryptophan concentrations of 1,000 μg/mL and the 

isolate PY7-6 produced the most auxin of 23.9 mg/L, while the rest, LP8-1, CR1-2, CM12-4, PY7-5 and CM5-2, 

produced auxin from 7.0 to 22.3 mg/L. Gibberellin production test and gibberellin content analysis by HPLC 

revealed that 2 isolates: CM12-4 and LP8-1 could produced gibberellin at 13.74 and 3.94 mg/L, respectively. 

Classification  of  bacteria  from  sequence  analysis  of  the  16S  rRNA  gene   indicated   that   there  were   4  
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species: CM12-4 (Pantoea agglomerans), LP8-1 (Stenotrophomonas maltophilia), PY7-5 (Bacillus cereus) and 

PY7-6, CR1-2 and CM5-2 (Pseudomonas nitroreducens). In conclusion, Pseudomonas nitroreducens (PY7-6) 

was the best free-living nitrogen fixing bacteria from this study which had the efficiency to produce nitrogen and 

auxin for further study and develop as biofertilizer.  

 

Keywords: free- living nitrogen fixing bacteria, auxin, gibberellin, rice rhizospheresoil 

 

บทนํา 

แบคทีเรียท่ีอาศยัอยูบ่ริเวณรอบรากพืช (rhizosphere) มีความสัมพนัธ์กบัการเจริญของพืชและความอุดม

สมบูรณ์ของดิน แบคทีเรียกลุ่ม PGPR (plant growth promoting rhizobacteria) เป็นแบคทีเรียท่ีอาศยับริเวณรอบราก

พืช ซ่ึงกลไกระหว่างแบคทีเรียกับพืชเกิดข้ึนอย่างสลับซับซ้อนและพ่ึงพาอาศัยซ่ึงกันและกัน ไม่เพียงแต่

ความสัมพนัธ์ท่ีเกิดข้ึนระหว่างแบคทีเรียกบัพืชเท่านั้น ยงัรวมถึงความสัมพนัธ์ของปัจจยัท่ีเก่ียวขอ้งทั้งจากส่ิงท่ีมี

และไม่มีชีวติซ่ึงเกิดข้ึนบริเวณรอบรากพืช (Dutta & Podile, 2010) เน่ืองจากดินเขตรอบรากพืช เป็นบริเวรณท่ีราก

พืชแตกออกเพ่ือดูดซับธาตุอาหาร และรากพืชสามารถดูดซับธาตุอาหารนําไปใช้ได้อย่างมีประสิทธิภาพโดยมี

จุลินทรียก์ลุ่ม PGPR ช่วยแปรสภาพธาตุอาหารใหอ้ยูใ่นรูปท่ีเป็นประโยชน์ (Van Overbeek & Van Elsas, 2008) 

จุลินทรียบ์างสายพนัธ์ุมีความสามารถในการตรึงไนโตรเจนจากบรรยากาศ ซ่ึงเป็นจุลินทรียท่ี์ดาํรงชีวิต

เป็นอิสระ (non-symbiosis nitrogen fixing bacteria) และสามารถผลิตฮอร์โมนซ่ึงเป็นสารกระตุน้การเจริญของพืช 

ดงัเช่น กรดอินโดลแอซีติก (indole acetic acid: IAA) และกรดจิบเบอเรลลิก (GA3) เป็นตน้ (Laskar & Sharma, 

2013) จุลินทรียใ์ชก้ลไกหลายอยา่งเพ่ือช่วยส่งเสริมการเจริญของพืชโดยเฉพาะจุลินทรียก์ลุ่มท่ีอาศยับริเวณรอบราก

พืช (rhizosphere) ท่ีสามารถตรึงไนโตรเจนจากอากาศและเปล่ียนให้อยูใ่นรูปของสารประกอบอินทรียไ์นโตรเจน 

ไดแ้ก่ แอมโมเนียมไอออน (NH4

+
) และไนเตรต (NO3

-
) ท่ีพืชสามารถดูดซบัใชเ้พ่ือการเจริญได ้(Hayat et al., 2010; 

Khan, 2005) แบคทีเรียหลายชนิดท่ีสามารถสงัเคราะห์กรดอินโดลแอซีติกไดด้งัเช่น Azotobacter chroococcum เป็น

แบคทีเรียตรึงไนโตรเจนท่ีสามารถผลิตสารประกอบฮอร์โมนพืช และละลายฟอสเฟต (Abdel-Aziez et al., 2014)  

ธาตุไนโตรเจนเป็นธาตุอาหารหลกัท่ีมีความสําคญัสําหรับการเจริญของพืช โดยเฉพาะขา้วเป็นพืชท่ี

ตอ้งการธาตุไนโตรเจนในปริมาณสูงเพื่อสร้างผลผลิต เม่ือตน้ขา้วไดร้ับไนโตรเจนอยา่งเพียงพอจะทาํใหม้ีการ

เจริญดี ใบมีสีเขียว ทาํใหต้น้ขา้วสูง แตกกอไดม้าก และมีจาํนวนเมลด็ขา้วต่อรวงมาก ทาํใหไ้ดผ้ลผลิตสูง นอกจากน้ี

ฮอร์โมนพืชท่ีมีไนโตรเจนเป็นองคป์ระกอบไดแ้ก่ ออกซิน จิบเบอเรลลิน และไซโทไคนินมีบทบาทในการกระตุน้

การแบ่งของเซลล ์เร่งการขยายขนาดของเซลล ์ควบคุมการแตกของราก ป้องกนัการร่วงของใบ ช่วยในการงอกของ

เมลด็   ส่งเสริมการสร้างโปรตีน  และการเคล่ือนยา้ยธาตุอาหาร (Taiz  &  Zeiger,  2006)   จากการศึกษาแบคทีเรีย 
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Azospirillum lipoferum strain RSWT1 และ Pseudomonas strain Ky1 ช่วยส่งเสริมการเจริญเติบโตของขา้ว JP5 และ

เพ่ิมผลผลิตขา้วไดร้้อยละ 18 และ 13.8 ตามลาํดบั (Bashir et al., 2013)  

การใชปุ๋้ยชีวภาพหรือจุลินทรียเ์ป็นอีกแนวทางหน่ึงท่ีน่าสนใจอยา่งกวา้งขวาง ท่ีช่วยลดตน้ทุนการผลิตขา้ว

และการลดผลกระทบต่อส่ิงแวดลอ้มระบบนิเวศเกษตร ประโยชน์จากแบคทีเรียบางชนิดท่ีสามารถตรึงไนโตรเจน

จากชั้นบรรยากาศ ซ่ึงประกอบดว้ยไนโตรเจนท่ีอยูใ่นรูปของแก๊สไนโตรเจนมีมากถึงร้อยละ 78 แบคทีเรียกลุ่มตรึง

ไนโตรเจนจึงใชเ้ป็นปุ๋ยชีวภาพได ้รวมทั้งการผลิตฮอร์โมนพืชดงัเช่น ออกซิน จิบเบอเรลลิน และไซโทไคนิน เป็น

ตน้ ซ่ึงพืชไดรั้บประโยชน์จากฮอร์โมนในการกระตุน้การงอกของเมล็ด การเจริญของราก และทาํให้พืชดูดซับ

อาหารในดินไดม้ากยิ่งข้ึน (Khan et al., 2016; Phookkasem et al., 2011) ถึงแมว้า่จะเป็นท่ีรู้จกักนัดีถึงผลการศึกษา

แบคทีเรียกลุ่ม PGPR ท่ีเกิดประโยชน์ต่อการส่งเสริมการเจริญของพืชแต่กลไกการทาํงานในระดบัโมเลกุลของ

ฮอร์โมนก็ยงัไม่เป็นท่ีทราบไดช้ดัเจน (Babalola, 2010) 

จึงเห็นไดว้า่แบคทีเรียตรึงไนโตรเจนอิสระพบไดห้ลากหลายชนิดท่ีอาศยัอยูบ่ริเวณรอบรากพืชมีคุณสมบติั

แตกต่างกนัสามารถนาํมาประยกุตใ์ชเ้ป็นปุ๋ยชีวภาพเพ่ือส่งเสริมการเจริญของขา้วได ้การใชปุ๋้ยชีวภาพประกอบดว้ย

จุลินทรียท่ี์มีชีวติ ซ่ึงสามารถตรึงไนโตรเจนในอากาศได ้และสามารถเปล่ียนธาตุอาหารใหอ้ยู่ในรูปท่ีพืชนาํไปใช้

ประโยชน์ โดยผา่นกระบวนการทางชีวภาพ (Dhevendaran et al., 2013) ผูว้ิจยัจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาแบคทีเรีย

ตรึงไนโตรเจนอิสระท่ีแยกไดจ้ากดินรอบรากขา้วท่ีมีประสิทธิภาพในการผลิตกรดอินโดลแอซีติก (ซ่ึงต่อไปน้ีจะ

เรียกกรดอินโดลแอซีติกโดยใชช่ื้อของกลุ่มฮอร์โมนแทนว่า “ออกซิน”) และจิบเบอเรลลิน และจาํแนกสายพนัธ์ุ

แบคทีเรียท่ีคดัเลือกได ้เพ่ือคน้หาแบคทีเรียท่ีมีศกัยภาพเหมาะสมในการศึกษาและพฒันาเป็นปุ๋ยชีวภาพส่งเสริมการ

เจริญของขา้วไดต้่อไป 

 

วธีิการทดลอง 

วางแผนการทดลองแบบสุ่มสมบูรณ์ (Completely Randomized Design: CRD) วเิคราะห์ความแตกต่างทาง

สถิติ (Analysis of Variance: ANOVA) และเปรียบเทียบความแตกต่างระหวา่งค่าเฉล่ียดว้ยวิธี Duncan’s New 

Multiple Range Test (p<0.05) โดยมีขั้นตอนการทดลองดงัน้ี 

1. การเกบ็ตวัอย่างดนิ 

เก็บตวัอยา่งดินบริเวณรอบรากขา้วระดบัความลึก 15 เซนติเมตร ซ่ึงเป็นระดบัชั้นดินท่ีสาํคญัประกอบดว้ย

อินทรียวตัถุ (Pennock et al., 2008) จาํนวน 40 ตวัอยา่ง ใส่ในถุงพลาสติกท่ีปิดผนึกและติดฉลากโดยกาํหนดสถานท่ี

และรหสัตวัอยา่งดิน เก็บรักษาในตูเ้ยน็อุณหภูมิ 4 องศาเซลเซียส โดยเก็บตวัอยา่งดินบริเวณแปลงปลูกขา้วจากพ้ืนท่ี

แตกต่างกนั 4 จงัหวดัไดแ้ก่ เชียงใหม่ เชียงราย พะเยา และลาํพูน จากพ้ืนท่ีแปลงนาของเกษตรกรท่ีทาํการปลูกขา้ว

อย่างต่อเน่ืองไม่น้อยกว่า  5  ปีโดยแบ่งพ้ืนท่ีออกเป็น 2 กลุ่ม คือ 1) เก็บตวัอย่างดินจากแปลงปลูกขา้วอินทรีย ์

(วธีิการปลูกขา้วในระบบเกษตรอินทรีย)์  2) เก็บตวัอยา่งดินจากแปลงปลูกขา้วเคมี  (วิธีการปลูกขา้วโดยใชปุ๋้ยเคมี

และสารเคมีกาํจดัศตัรูพืช) 
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2. การแยกเช้ือแบคทเีรีย  

นาํตวัอยา่งดินปริมาณ 10 กรัม ใส่ลงในขวดรูปชมพู่ท่ีมีนํ้ ากลัน่ปลอดเช้ือ 90 mL นาํไปเขยา่ท่ี 120 รอบต่อนาที

นาน 30 นาที ทาํการเจือจางเป็นลาํดบัส่วนแบบ 10 เท่า (10-fold dilution) จนไดร้ะดบัความเจือจาง 10
-6

 จากนั้น

นาํมาเกล่ียบนผิวหนา้อาหารวุน้ TSA (tryptic soy agar)  ดว้ยวิธี spread plate แลว้บ่มเช้ือท่ีอุณหภูมิ  37 องศาเซลเซียส

เป็นเวลา 24 ชัว่โมง ทาํ 3 ซํ้ า แลว้นบัปริมาณเช้ือแบคทีเรียดว้ยวิธี plate count  มีหน่วยเป็น colony forming unit 

(cfu) คดัเลือกโคโลนีท่ีเจริญบนอาหารท่ีมีลกัษณะแตกต่างกนัโดยใชลู้ปแตะเช้ือมาขีดลาก (streak plate) บนอาหารวุน้

เอียง TSA บนจานอาหารใหม่จนกระทัง่ไดเ้ช้ือท่ีบริสุทธ์ิ แลว้จึงเก็บรักษาเช้ือบริสุทธ์ิในหลอดอาหารวุน้เอียง TSA 

เม่ือเช้ือเจริญเตม็ท่ีแลว้เก็บไวท่ี้ 4 องศาเซลเซียส เพ่ือใชใ้นการทดลองต่อไป 

3. การคดัเลอืกแบคทเีรียตรึงไนโตรเจน 

นาํเช้ือท่ีแยกไดม้าทดสอบ โดยถ่ายเช้ือจากหลอดอาหารวุน้เอียง TSA ในอาหารเหลวสูตร N-free medium 

ปริมาตร 3 mL บ่มเช้ือในอุณหภูมิ 37 องศาเซลเซียส เป็นเวลา 24 ชัว่โมง วดัการเจริญของเช้ือท่ีความยาวคล่ืนท่ี 600 

nm โดยใช ้spectrophotometer ปรับใหมี้ค่าการดูดกลืนแสงเท่ากบั 0.1 ถ่ายเช้ือแต่ละไอโซเลทปริมาตร 0.2  mL ลง

ในอาหารก่ึงแขง็ (semi-solid media) สูตร N-free bromothymol blue medium ปริมาตร 3 mL แลว้บ่มท่ีอุณหภูมิ 37 

องศาเซลเซียส เป็นเวลา 7 วนั จากนั้นสังเกตการเปล่ียนแปลงสีของอินดิเคเตอร์ดว้ยวิธี bromothymol blue reagent 

indicator (Dobereiner et al., 1976) โดยแบคทีเรียท่ีสามารถตรึงไนโตรเจนได ้สีของอินดิเคเตอร์จะเปล่ียนจากสีเขียว

เป็นสีนํ้ าเงิน วเิคราะห์ปริมาณไนโตรเจนดว้ยวธีิ Kjeldahl 

4. การทดสอบปริมาณออกซิน 

การทดลองที ่1 นาํเช้ือแบคทีเรียตรึงไนโตรเจนท่ีไดจ้ากการทดสอบปริมาตร 0.2 mL ใส่ลงในอาหารเหลว 

TSB บ่มท่ีอุณหภูมิ 37 องศาเซลเซียส เป็นเวลา 24 ชัว่โมง วดัค่าการดูดกลืนแสงของสารละลายท่ีความยาวคล่ืน 600 

nm ปรับให้ได ้0.1 และดูดใส่ในอาหารเหลว TSB ท่ีเติมทริปโตเฟน (tryptophan) ท่ีมีความเขม้ขน้ 600 µg/mL 

ปริมาตร 5 mL บ่มเป็นเวลา 3 วนั โดยสงัเกตการเปล่ียนแปลงของสี เม่ือแบคทีเรียผลิตออกซินจะเปล่ียนเป็นสีชมพู

เขม้ วเิคราะห์ปริมาณออกซินดว้ยวธีิ Salkowski colouring reagent (Ahmad et al., 2008; Bharucha et al., 2013) โดย

นาํตวัอยา่งมาป่ันเหวี่ยงท่ีความเร็ว 4,000 รอบต่อนาที เป็นเวลา 30 นาที ท่ีอุณหภูมิ 5องศาเซลเซียส เก็บสารละลาย

ส่วนใสปริมาตร 0.5 mL แลว้เติม reagent ปริมาตร 0.5 mL (FeCl3 0.5 mol ละลายใน 35% HClO4) นาํไปบ่มท่ี

อุณหภูมิห้องในท่ีมืดเป็นเวลานาน 30 นาที วดัค่าการดูดกลืนแสงของสารละลายท่ีความยาวคล่ืน 535 nmโดย 

spectrophotometer แลว้นาํค่าท่ีไดเ้ปรียบเทียบกบักราฟค่ามาตรฐาน 

การทดลองที ่2 ทดสอบการผลิตออกซินโดยใชท้ริปโตเฟน (tryptophan) ท่ีมีความเขม้ขน้แตกต่างกนัโดย

ถ่ายเช้ือแต่ละไอโซเลทท่ีสามารถผลิตออกซินไดจ้ากการทดลองท่ี 1 ปริมาตร 0.2 mL ใส่ลงในอาหารเหลว TSB บ่ม

ท่ีอุณหภูมิ 37 องศาเซลเซียส เป็นเวลานาน 24 ชัว่โมง และวดัค่าการดูดกลืนแสงของสารละลายความยาวคล่ืน 600 

nm ปรับให้ได ้0.1 แลว้ดูดใส่อาหารเหลว TSB ท่ีเติมทริปโตเฟนท่ีมีความเขม้ขน้ 0, 200, 400, 600, 800 และ 1,000 

µg/mL ปริมาตร 5 mL บ่มเป็นเวลา 3 วนั และวดัปริมาณออกซินดว้ยวธีิ Salkowski colouring reagent   
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5. การทดสอบปริมาณจบิเบอเรลลนิ 

เพาะเล้ียงเช้ือแบคทีเรียในอาหาร LGLP medium ประกอบดว้ย ซูโครส 100 g/L, K2HPO4 0.2 g/L, 

KH2PO4 0.6 g/L, MgSO47H2O 0.2 g/L, CaCl22H2O 0.02 g/L, Na2MoO42H2O 0.002 g/L, FeCl36H2O 0.1 g/L และ  

Bromothymolblue 0.025 g/L ปรับค่า pH 5.5 บ่มท่ีอุณหภูมิ 32 องศาเซลเซียส เขยา่ 80 rpm เป็นเวลา 5 วนั จากนั้น

นาํมา sonicate เป็นเวลา 20 นาที ป่ันเหวีย่ง 10,000xg เป็นเวลา 30 นาที ปรับค่า pH 3.0 ดว้ย HCl และทาํการชะดว้ย 

ethyl acetate อตัราส่วน 1:3 จาํนวน 3 รอบ นาํส่วนท่ีรวมกบั ethyl acetate ท่ีแยกชั้นอยู่ดา้นบนมาระเหยดว้ย 

evapulator ท่ีอุณหภูมิ 45 องศาเซลเซียสและความดนั 240 จนกระทัง่ ethyl acetate ระเหยแลว้จึงชะดว้ย methanol 

แลว้วดัหาปริมาณของจิบเบอเรลลินโดยเคร่ือง high performance liquid chromatography (HPLC) (Tang et al., 2011)  

6. การจาํแนกชนดิเช้ือแบคทเีรียโดยการหาลาํดบันิวคลโีอไทด์ของช้ินส่วน 16S rRNA 

สกดัดีเอน็เอของเช้ือแบคทีเรียดว้ยชุดสกดัดีเอน็เอสาํเร็จรูป (protein precipitation solution รหสั A7951, 

บริษทั Promega Corporation, ประเทศสหรัฐอเมริกา) จากนั้นนาํดีเอน็เอทั้งหมดท่ีไดม้าเพ่ิมปริมาณดว้ยเทคนิค PCR 

(polymerase chain reaction)โดยใช ้ primer คือ 27F(5'-AGAGTTTGATCMTGGCTCAG-3') และ 1522R (5'- 

AAGGAGGTGATCCRCCGCA -3') นาํ PCR Product ท่ีไดม้าตรวจสอบขนาดของดีเอน็เอภายใตส้นามไฟฟ้าโดย

ผา่นตวักลางชนิดวุน้ (agarose gel electrophoresis) จากนั้นนาํ PCR product ของช้ินส่วน 16S rRNA ท่ีไดม้าทาํให้

บริสุทธ์ิดว้ยชุด GEL/PCR DNA fragments extraction kit (รุ่น 70 bp-20 kb DNA fragments, Cat. Number 

GMB100, บริษทั Geneaid Biotech Ltd., ประเทศไตห้วนั) นาํดีเอน็เอท่ีบริสุทธ์ิมาวเิคราะห์หาลาํดบัเบสในส่วนของ

ยนี 16S rRNA โดยจดัส่งไปหาลาํดบัเบสท่ีบริษทั First BASE Laboratories ประเทศมาเลเซีย แลว้นาํลาํดบัเบสท่ีได้

ไปเปรียบเทียบกบัฐานขอ้มูลโดยใชโ้ปรแกรม BLAST ของ The National Center for Biotechnology Information 

(NCBI) เพ่ือระบุสายพนัธ์ุของเช้ือแบคทีเรีย 

 

ผลการทดลอง 

1.  การแยกเช้ือแบคทเีรีย  

ผลการแยกเช้ือแบคทีเรียจากดินรอบรากขา้วได ้ 310 ไอโซเลท  แยกไดจ้ากแปลงปลูกขา้วอินทรีย ์183     

ไอโซเลท ปริมาณแบคทีเรียมากกว่าแปลงปลูกขา้วเคมี ซ่ึงแยกเช้ือได ้127 ไอโซเลท การนับปริมาณโคโลนีของ

แบคทีเรียท่ีแยกไดจ้ากตวัอยา่งดินแปลงปลูกขา้วอินทรีย ์มีปริมาณโคโลนีอยูร่ะหวา่ง 1.6x106-2.0x107cfu/g และจาก

ตวัอยา่งดินแปลงปลูกขา้วเคมี มีปริมาณโคโลนีของแบคทีเรียอยูร่ะหวา่ง 1.2x103-1.9x105 cfu/g (ตารางท่ี1) 

2.  การคดัเลอืกแบคทเีรียตรึงไนโตรเจน 

ผลการคดัเลือกแบคทีเรียตรึงไนโตรเจนได ้26 ไอโซเลท และมีแบคทีเรีย 6 ไอโซเลท ท่ีผลิตไนโตรเจนได้

สูง โดยมีไอโซเลท CM2-2  ผลิตไนโตรเจนไดสู้งสุด 15.6 mg/L   รองลงมา คือ  CM5-2 และ  PY5-2, LP1-5, CR6-7 
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และ PY7-6 ผลิตไนโตรเจนได ้8.4, 7.7 และ 6.3 mg/L ตามลาํดบั สาํหรับแบคทีเรียไอโซเลทอ่ืน ผลิตไนโตรเจนได้

นอ้ยกวา่ อยูร่ะหวา่ง 1.4-5.6 mg/L (ตารางท่ี 2) 

3.  การทดสอบปริมาณออกซิน  

ผลการทดสอบความสามารถในการผลิตออกซินของแบคทีเรียตรึงไนโตรเจน 26 ไอโซเลท เม่ือใชท้ริป

โตเฟนเป็นสารตั้งตน้ความเขม้ขน้ 600 µg/mL แบคทีเรียท่ีสามารถผลิตออกซินไดมี้  6 ไอโซเลท และนาํแบคทีเรียท่ี

ได ้มาทดสอบความสามารถในการผลิตออกซินโดยใชท้ริปโตเฟนความเขม้ขน้ท่ีแตกต่างกนั คือ 0, 200, 400, 600, 

800 และ 1,000 µg/mL พบวา่  ปริมาณออกซินเพ่ิมมากข้ึนตามความเขม้ขน้ของทริปโตเฟนท่ีเพ่ิมข้ึน (ตารางท่ี 3) 

และแบคทีเรียทั้ง 6 ไอโซเลท ผลิตออกซินไดม้ากท่ีสุดเม่ือใชท้ริปโตเฟนความเขม้ขน้ 1,000 µg/mL เรียงลาํดบัจาก

มากไปหานอ้ย ไดแ้ก่  ไอโซเลท  PY7-6 , LP8-1, CR1-2 และ CM12-4, PY7-5 และ CM5-2 ผลิตออกซินได ้23.9, 

22.3, 8.2-8.5,7.5 และ 7.0 mg/L ตามลาํดบั (รูปท่ี 1) 

4.  การทดสอบปริมาณจบิเบอเรลลนิ 

ผลการทดสอบความสามารถในการผลิตจิบเบอเรลลินของแบคทีเรียตรึงไนโตรเจน 26 ไอโซเลท พบวา่มี 

2 ไอโซเลท คือ CM12-4 และ LP8-1 สามารถผลิตจิบเบอเรลลินได ้13.74 mg/L และ 3.94 mg/L ตามลาํดบั ซ่ึงทั้ง 2 

ไอโซเลท สามารถผลิตไดท้ั้งจิบเบอเรลลินและออกซิน (ตารางท่ี 4) 

5.  การจาํแนกชนดิเช้ือแบคทเีรีย โดยการหาลาํดบันวิคลโีอไทด์ของช้ินส่วน 16S rRNA 

แบคทีเรียตรึงไนโตรเจนท่ีสามารถผลิตออกซินและจิบเบอเรลลินได ้พบวา่มี 6 ไอโซเลทจาํแนกชนิดของ

แบคทีเรียพบวา่มี 4 สายพนัธ์ุ ไดแ้ก่ Pseudomonas nitroreducens (PY7-6, CR1-2 และ CM5-2) ซ่ึงแบคทีเรียทั้ง 3  

ไอโซเลท ผลิตออกซินได ้23.9, 8.5 และ 7.0 mg/L ตามลาํดบั และ Bacillus cereus (PY7-5) ผลิตออกซินได ้7.5 

mg/L มี 2สายพนัธ์ุท่ีผลิตไดท้ั้งออกซินและจิบเบอเรลลินคือ Stenotrophomonas maltophilia (LP8-1) ผลิตออกซินและ

จิบเบอเรลลินได ้22.3 และ 3.94 mg/L และ Pantoea agglomerans (CM12-4) ผลิตออกซินและจิบเบอเรลลินได ้8.2 

และ 13.74 mg/L ตามลาํดบั (ตารางท่ี 4) 

 

ตารางที ่1. ปริมาณโคโลนีของแบคทีเรียท่ีแยกไดจ้ากดินแปลงปลูกขา้วอินทรียแ์ละแปลงปลูกขา้วเคมี 

 

พืน้ทีป่ลูกข้าว 
ปริมาณโคโลนี (cfu/g) 

แปลงปลูกข้าวอนิทรีย์ แปลงปลูกข้าวเคม ี

เชียงใหม่ 2.0x107 2.3x104 

พะเยา 1.8x106 1.9x105 

เชียงราย 1.6x106 1.3x104 

ลาํพนู 2.3x106 1.2x103 
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ตารางที ่2. ผลการวเิคราะห์ปริมาณไนโตรเจนท่ีแบคทีเรียผลิตได ้

 

*วเิคราะห์ความแตกต่างทางสถิติ ANOVA (p<0.05) 

 

ตารางที ่3. ปริมาณออกซินท่ีแบคทีเรียตรึงไนโตรเจนผลิตไดโ้ดยใชท้ริปโตเฟนท่ีมีความเขม้ขน้แตกต่างกนั 

 

*วเิคราะห์ความแตกต่างทางสถิติ ANOVA (p<0.05) 

ลาํดบั ไอโซเลท ไนโตรเจน (mg/L) ลาํดบั ไอโซเลท ไนโตรเจน (mg/L) 

1 CM2-2 15.6
a 14 CM2-3 4.2

ef 

2 CM5-2 8.4
b 15 CM12-4 4.2

ef 

3 PY5-2 8.4
b 16 LP8-1 4.2

ef 

4 LP1-5 7.7
b 17 LP2-5 3.5

fg 

5 CR6-7 6.3
c 18 LP4-10 3.5

fg 

6 PY7-6 6.3
c 19 CM8-3 2.8

gh 

7 CM11-6 5.6
cd 20 CM9-3 2.8

gh 

8 CM12-6 5.6
cd 21 CR10-5 2.8

gh 

9 CR9-4 5.6
cd 22 PY5-3 2.8

gh 

10 LP7-5 4.9
de 23 CM11-5 2.1

hi 

11 CR3-1 4.9
de 24 LP3-9 2.1

hi 

12 CR6-2 4.9
de

 25 CR1-2 1.4
i 

13 PY7-5 4.9
de 26 CR8-6 1.4

i 

F-test *  F-test * 

ลาํดบั ไอโซเลท 
ปริมาณออกซินตามความเข้มข้นของทริปโตเฟน (mg/L) 

0 200 400 600 800   1,000 (µg/mL) 

1 PY7-6 6.0
b
 8.6

b
 10.0a 12.1a 14.9a 23.9a 

2 LP8-1 7.5
a
 9.1

a
 10.2a 11.6b 14.3b 22.3b 

3 CR1-2 5.0c
 5.2

c
 5.5b 6.1c 8.3c 8.5c 

4 CM12-4 2.2
g
 3.3de 4.7cd 5.8cd 6.8d 8.2c 

5 PY7-5 2.8
f
 3.1e 3.0f 4.3e 5.3f 7.5d 

6 CM5-2 4.5
d
 4.9c 5.0c 5.5d 6.0e 7.0e 

F-test * * * * * * 
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รูปที่ 1. ปริมาณออกซินท่ีแบคทีเรีย 6 ไอโซเลทผลิตไดม้ากท่ีสุดเม่ือใชท้ริปโตเฟนความเขม้ขน้ 1,000 µg /mL 

(วเิคราะห์ความแตกต่างทางสถิติ ANOVA, p<0.05) 

 

ตารางที ่4. การจาํแนกชนิดเช้ือแบคทีเรียตรึงไนโตรเจนท่ีมีประสิทธิภาพในการผลิตออกซิน และจิบเบอเรลลิน 

 

ลาํดบั ไอโซเลท ออกซิน (mg/L) จบิเบอเรลลนิ (mg/L) ผลการจาํแนกสายพนัธ์ุ 

1 PY7-6 23.9
a
 - Pseudomonas nitroreducens 

2 LP8-1 22.3
b
 3.94

b 
Stenotrophomonas maltophilia 

3 CR1-2 8.5
c 

- Pseudomonas nitroreducens 

4 CM12-4 8.2
c 

13.74
a
 Pantoea agglomerans 

5 PY7-5 7.5
d 

- Bacillus cereus 

6 CM5-2 7.0
e 

- Pseudomonas nitroreducens 

*วเิคราะห์ความแตกต่างทางสถิติ ANOVA (p<0.05) 

 

วจิารณ์ผลการทดลอง 

ผลการแยกเช้ือแบคทีเรียท่ีอาศยัอยูใ่นดินบริเวณรอบรากขา้ว มีปริมาณโคโลนีของแบคทีเรียท่ีแยกไดจ้าก

ตวัอยา่งดินแปลงปลูกขา้วอินทรียม์ากกวา่แปลงปลูกขา้วเคมี แสดงถึงความความอุดมสมบูรณ์ของดินในแปลงปลูก

ขา้วอินทรียมี์มากกวา่ดินจากแปลงปลูกขา้วเคมี สอดคลอ้งกบัรายงานของ Melero et al. (2006) จากการศึกษา

เปรียบเทียบคุณสมบติัของดินแปลงเกษตรอินทรีย ์ซ่ึงพบว่าปริมาณอินทรียค์าร์บอน  ไนโตรเจน  ฟอสฟอรัส 

รวมทั้งชีวมวลของจุลินทรีย ์และกิจกรรมของเอนไซมใ์นแปลงอินทรียเ์พ่ิมข้ึนมากกวา่แปลงเคมีอย่างมีนยัสาํคญั        

ผลวิเคราะห์ทางชีวเคมีของดินมีความสัมพนัธ์เชิงบวกกบัปริมาณอินทรียค์าร์บอนและปริมาณธาตุอาหารในดินท่ี

ช่วยปรับปรุงใหคุ้ณภาพของดินดีข้ึน 

23.9a 
22.3b 

8.5c 8.2c 
7.5d 

7.0e 
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จากการคดัเลือกแบคทีเรียตรึงไนโตรเจนอิสระได ้26 ไอโซเลท และทดสอบประสิทธิภาพการผลิตออกซิน 

พบวา่ แบคทีเรียผลิตออกซินไดม้ากข้ึนตามความเขม้ขน้ของทริปโตเฟนท่ีเพ่ิมข้ึนและผลิตออกซินไดม้ากท่ีสุดเม่ือ

ใชท้ริปโตเฟนความเขม้ขน้ 1,000 µg/mL พบแบคทีเรียท่ีสามารถผลิตออกซินได ้มี  6 ไอโซเลท ไดแ้ก่ PY7-6, LP1-

8, CR1-2, CM12-4, PY7-5 และ CM5-2 สอดคลอ้งกบัการศึกษาการแยกเช้ือแบคทีเรียกลุ่มตรึงไนโตรเจนไดอ้ยา่ง

อิสระมี 18 ไอโซเลท ท่ีสามารถผลิตออกซินได ้และพบ 3 ไอโซเลท ท่ีมีประสิทธิภาพในการผลิตออกซินไดสู้ง โดย

แบคทีเรียสามารถผลิตออกซินไดใ้นอาหารเหลวท่ีเติมสารตั้งตน้ทริปโตเฟน (Saengsanga, 2014) และจากการ

เพาะเล้ียงเช้ือแบคทีเรียสกุล Azotobacter sp., Pseudomonas sp. และ Bacillus sp. ในอาหารท่ีปราศจากทริปโตเฟน

พบวา่ไม่มีการผลิตออกซิน แต่ถา้เพ่ิมระดบัความเขม้ขน้ของทริปโตเฟนจาก 50 ถึง 500 µg/mL ปริมาณออกซินก็จะ

เพ่ิมมากข้ึน (Ahmad et al., 2008) และจากการศึกษาแยกเช้ือแบคทีเรียจากตวัอยา่งดินรอบรากขา้ว จาํนวน 9 ตวัอยา่ง

จากพ้ืนท่ีแตกต่างกนัในประเทศอินเดีย สามารถแยกเแบคทีเรียได ้53 ไอโซเลท และมี 6 ไอโซเลท ท่ีผลิตออกซินได ้

อยูร่ะหวา่ง 0.54-14.05 mg/mL โดยใชส้ารตั้งตน้ทริปโตเฟนความเขม้ขน้ 5 µg/mL (Singh & Prasad, 2014) จาก

รายงานดงักล่าวขา้งตน้ แตกต่างจากการศึกษาน้ี ซ่ึงคดัเลือกแบคทีเรียตรึงไนโตรเจนอย่างอิสระได ้Pseudomonas  

nitroreducens (PY7-6) ท่ีมีประสิทธิภาพผลิตออกซินไดม้ากกวา่ (23.9 mg/L) 

งานวิจยัน้ีคดัเลือกแบคทีเรียตรึงไนโตรเจนท่ีมีประสิทธิภาพผลิตออกซินได้มี 6 ไอโซเลท และใน 6        

ไอโซเลท มีแบคทีเรียท่ีสามารถผลิตจิบเบอเรลลินได ้ 2 ไอโซเลท จากการจาํแนกสายพนัธ์ุพบวา่เป็นเช้ือแบคทีเรียท่ี

จดัอยูใ่นกลุ่มเช้ือก่อโรค มี 3 ชนิด คือ Bacillus cereus, Stenotrophomonas maltophilia และPantoea agglomerans

ซ่ึงอาจเกิดอนัตรายต่อคนได ้ S. maltophilia เป็นเช้ือก่อโรคในคนท่ียากต่อการรักษาดงัเช่น เป็นเช้ือสาเหตุของความ

ผิดปกติของโรคปอดบวม การติดเช้ือในระบบทางเดินปัสสาวะ และการติดเช้ือในกระแสเลือด เป็นเช้ือท่ีด้ือต่อยา

ปฏิชีวนะในวงกวา้ง พบไดท้ัว่ไปในส่ิงแวดลอ้ม (Chang et al., 2015) P. agglomerans เป็นแบคทีเรียท่ีให้ทั้งคุณและ

โทษ เป็นเช้ือก่อโรคในพืชและในคน พบไดท้ั้งในพืช ผลิตภณัฑจ์ากสตัว ์ในส่ิงแวดลอ้ม ดิน นํ้ า และฝุ่ นละอองใน

อากาศ เกิดประโยชน์ต่อพืชโดยส่งเสริมการเจริญและเป็นปุ๋ยชีวภาพได ้(Dutkiewicz et al., 2015) จากการศึกษา

ประโยชน์ของ P. agglomerans เป็นแบคทีเรียปฏิปักษ์ต่อแบคทีเรียและราท่ีเป็นเช้ือสาเหตุโรคพืชหลายชนิด ถึง

อยา่งไรก็ตาม การใชป้ระโยชน์ของ P. agglomerans เป็นผลิตภณัฑท์างการคา้สาํหรับควบคุมโรคพืชนั้นยงัไม่เป็นท่ี

ยอมรับ เพราะไม่ปลอดภยั และมีโอกาสท่ีจะเกิดโรคเป็นอนัตรายต่อคนได ้(Rezzonico et al., 2009) 

Pseudomonas nitroreducens sp. nov. เป็นเช้ือแบคทีเรียสายพนัธ์ุใหม่ คน้พบโดย  Lang et al. (2007) ท่ี

แยกเช้ือไดจ้าก oil brine ซ่ึงเป็นแหล่งท่ีเต็มไปดว้ยนํ้ ามนัก๊าด (kerosene) และนํ้ ามนัดิบในประเทศญ่ีปุ่น ซ่ึงเป็น

แหล่งคาร์บอนและพลงังานของจุลินทรีย ์สามารถเจริญไดใ้น 5% NaCl ไม่เจริญในอุณหภูมิตํ่า 4 องศาเซลเซียส และ

อุณหภูมิสูงท่ี  41  องศาเซลเซียส  ซ่ึงแตกต่างจากผลการศึกษาของ  Prakash et al. (2007)  ท่ีพบวา่  P. nitroreducens  

เจริญไดท่ี้อุณหภูมิ 4 องศาเซลเซียส อยา่งไรก็ตาม ยงัไม่พบวา่มีรายงานการศึกษาเก่ียวกบั P. nitroreducens ท่ีแยกได้

จากดินรอบรากขา้ว และการศึกษาประสิทธิภาพในการตรึงไนโตรเจนและการผลิตฮอร์โมนออกซินมาก่อน 
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สรุปผลการทดลอง 

การศึกษาคร้ังน้ีผูว้จิยัแยกแบคทีเรียจากดินรอบรากขา้วได ้310 ไอโซเลท ซ่ึงมีปริมาณของแบคทีเรียจาก

ตวัอยา่งดินของแปลงปลูกขา้วอินทรียม์ากกวา่แปลงปลูกขา้วเคมี การคดัเลือกแบคทีเรียตรึงไนโตรเจนอิสระพบสาย

พนัธ์ุท่ีน่าสนใจคือ Pseudomonas nitroreducens PY7-6 เป็นแบคทีเรียกลุ่มสายพนัธ์ุใหม่ท่ีปัจจุบนัมีผูศึ้กษาอยูน่อ้ย 

และเป็นแบคทีเรียท่ีมีประสิทธิภาพผลิตไนโตรเจนไดสู้ง (6.3 mg/L) และผลิตออกซินไดสู้งสุด (23.9 mg/L) สาํหรับ

แบคทีเรียสายพนัธ์ุอ่ืนท่ีพบในการศึกษาคร้ังน้ี จดัเป็นกลุ่มเช้ือก่อโรคไดแ้ก่ Pantoea agglomerans ซ่ึงเป็นเช้ือก่อโรค

ไดใ้นพืช สัตว ์และคน พบไดจ้ากผิวพืช เมล็ดพนัธ์ุ ผลไม ้และอุจจาระสัตวห์รือคน รวมทั้ง Bacillus cereus และ 

Stenotrophomonas maltophilia เป็นเช้ือท่ีก่อโรคในคนได ้จึงควรศึกษาอย่างละเอียดหากจะนาํไปใชป้ระโยชน์

เพราะอาจเป็นอนัตราย ดงันั้นผูว้จิยัจึงคดัเลือก P. nitroreducens PY7-6 เป็นแบคทีเรียสายพนัธ์ุท่ีดีท่ีสุดสาํหรับศึกษา

ต่อไปเพ่ือสามารถพฒันาเป็นปุ๋ยชีวภาพส่งเสริมการเจริญใหแ้ก่ขา้วได ้
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บทคดัย่อ 
ซงัขนุน และเมล็ดขนุนมีคาร์โบไฮเดรตเป็นองคป์ระกอบหลกัอยูสู่ง 19.77 และ 38.26% ตามลาํดบั เม่ือ

ยอ่ยดว้ยเอนไซมจ์นไดน้ํ้ าตาลรีดิวซ์สามารถนาํมาใชเ้ป็นวตัถุดิบในการผลิตนํ้ าส้มสายชูได ้ งานวิจยัน้ีไดท้าํการยอ่ย

ซงัขนุนและเมลด็ขนุนดว้ยเอนไซมท่ี์ความเขม้ขน้ต่าง ๆ พบวา่การยอ่ยซงัขนุนดว้ยเอนไซมเ์ซลลูเลส ความเขม้ขน้ 

0.004% ท่ีอุณหภูมิ 50 องศาเซลเซียส pH 5.0 เป็นเวลา 240 นาที ให้ปริมาณนํ้ าตาลรีดิวซ์สูงสุดท่ี 6.3 กรัมต่อลิตร 

ในขณะท่ีเมล็ดขนุนยอ่ยดว้ยเอนไซมแ์อลฟา-แอมีเลส  200 ไมโครลิตร ท่ีอุณหภูมิ 90 องศาเซลเซียส pH 6.0 เป็น

เวลา 180 นาที และยอ่ยต่อดว้ยเอนไซมก์ลูโคแอมีเลส 400 ไมโครลิตร ท่ีอุณหภูมิ 60 องศาเซลเซียส pH 4.5 เป็นเวลา 

360 นาที จึงใหน้ํ้ าตาลรีดิวซ์สูงสุด ท่ีประมาณ 15 กรัมต่อลิตร  ปริมาณเมลด็ขนุนท่ีเหมาะสมในการเกิดนํ้ าตาลรีดิวซ์

สูงสุด คือ 60 กรัมต่อ 100 มิลลิลิตร ไดน้ํ้ าตาลรีดิวซ์ 50.276 กรัมต่อลิตร   เม่ือนาํซงัขนุน และเมล็ดขนุนท่ีผ่านการ

ยอ่ยดว้ยเอนไซมไ์ปหมกัดว้ยเช้ือ Saccharomyces cerevisiae TISTR 5049 ร้อยละ 4 ทาํให้ไดป้ริมาณเอทานอล 10.4 

และ 11.4% ตามลาํดบั ต่อมาใช ้Acetobacter aceti TISTR 354 ร้อยละ 10 เปล่ียนเอทานอลท่ีไดจ้ากซงัขนุนและเมลด็

ขนุนให้เป็นกรดแอซีติกใน 7 วนั พบวา่ไดก้รด 4.5 และ 5.2% ตามลาํดบั  เม่ือวิเคราะห์คุณสมบติัของนํ้ าส้มสายชู

หมกัท่ีได ้ พบวา่มีปริมาณแคลเซียมและแมกนีเซียมเป็นองคป์ระกอบอยูสู่ง  รวมถึงยงัพบวติามินซีและฤทธ์ิการตา้น 

Research Article 

 - 75 - 



The Journal of Applied Science                               Vol. 18 No. 1: 75-93 [2019] 
วารสารวทิยาศาสตรป์ระยกุต ์          doi: 10.14416/j.appsci.2019.03.002 

 

อนุมูลอิสระจึงพฒันาเคร่ืองด่ืมจากนํ้ าสม้สายชูหมกั ผลการทดสอบคุณภาพทางประสาทสมัผสัพบวา่การเติมนํ้ าผึ้งมี

รสชาติ และความชอบโดยรวมสูงท่ีสุด ส่วนการนําไปพฒันาเป็นผลิตภณัฑ์อ่ืน พบว่านํ้ าสลดัมีรสชาติ และ

ความชอบโดยรวมสูงท่ีสุด มากกวา่ซอสพริก และพริกนํ้ าสม้ 
 

คาํสําคญั: นํ้าสม้สายชู, ซงัขนุน, เมลด็ขนุน 

 

Abstract 

Jackfruit rags and jackfruit seeds contain 19.77 and 38.26 % of carbohydrate, respectively. This was the 

main component which can be enzymatically digested into reducing sugar and used as a raw material for vinegar 

production. In this research, the jackfruit rags and jackfruit seeds were digested with enzymes at various 

concentrations. It was found that the digestion of the fibrous material of jackfruit with 0.004% cellulase at 50oC, 

pH 5.0 for 240 min gave the highest amount of reducing sugar at 6.3 g/l whilst the jackfruit seeds were digested 

with 200 µl of alpha-amylase at 90oC, pH 6.0 for 180 min and further reacted with 400 µl of glucoamylase at 

60oC, pH 4.5 for 360 min provided maximum 15 g/l of reducing sugar. The optimal amount of jackfruit seeds for 

the highest reducing sugar production was 60 g/100 ml, in which released 50.276 g/l reducing sugar. The 

enzymatic digested rags and seeds were then fermented with 4% Saccharomyces cerevisiae TISTR 5049, the 

ethanol yield was 10.4 and 11.4%, respectively. Thereafter, 10% Acetobacter aceti TISTR 354 was utilized to 

convert the ethanol to acetic acid. The amount of acetic acid derived from those of jackfruit rags and seeds within 

7 days were 4.5 and 5.2%, respectively.  The properties of the vinegar fermented from fibrous materials and seeds 

of jackfruit were analyzed.  It was found that calcium and magnesium contents were high. In addition, it contained 

vitamin C and antioxidant activity. Therefore, a drink from such vinegar was developed. The sensory quality test 

showed that adding honey had the highest score of the overall acceptance. As for the development of other 

products, the salad dressing received the most acceptable on the taste and overall likeness when compared to chili 

sauce and pickled chili. 

 

Keywords: jackfruit rags, jackfruit seed, vinegar 

 

บทนํา 

ซงัขนุน และเมลด็ขนุนเป็นของเหลือท้ิงจากกระบวนการแปรรูปขนุนอบแห้ง เม่ือกองท้ิงไวจ้ะมีแมลงวนั 

แมลงหวี ่แมลงสาบ และหนูเขา้มากิน คุย้เข่ียเป็นแหล่งรวมของสัตวน์าํโรค และส่งกล่ินเหม็น หากนาํไปกาํจดัให้

ถูกตอ้งก็จะตอ้งเสียค่าใชจ่้ายสูง   ซงัขนุนเป็นสารประกอบอินทรียป์ระเภทพอลิแซ็คคาไรด ์คือมี เซลลูโลส  และเฮมิ 
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เซลลูโลส (Raj & Ranganathan, 2018) ท่ีสามารถยอ่ยสลายดว้ยเอนไซม ์ไดน้ํ้ าตาลรีดิวซ์เป็นผลิตภณัฑสุ์ดทา้ย ส่วน

เมล็ดขนุนประกอบดว้ยแป้งประมาณร้อยละ 22 (Ulloa et al., 2017) สามารถยอ่ยสลายดว้ยจุลินทรียจ์นกระทัง่ได้

นํ้ าตาลรีดิวซ์เช่นเดียวกนั นํ้าตาลรีดิวซ์สามารถนาํไปเป็นสารตั้งตน้ในการผลิตนํ้ าส้มสายชูหมกัท่ีอาศยักระบวนการ

หมกัตามธรรมชาติ นํ้ าส้มสายชูเป็นผลิตภณัฑเ์ติมแต่งรสชาติอาหาร และช่วยถนอมอาหาร รวมทั้งยงัมีการบริโภค

ในรูปแบบของเคร่ืองด่ืมเพ่ือสุขภาพ เพ่ือช่วยลดค่าดชันีไกลซีมิก (Leeman et al., 2005) ช่วยลดระดบัการเพ่ิมข้ึน

ของนํ้ าตาลกลูโคส และอินซูลินหลงัการรับประทานอาหาร ลดความเส่ียงต่อการเป็นโรคเบาหวาน (Johnston et al.,  

2004)  ลดระดบัคอเลสเตอรอลในเลือดของหนูทดลอง (Fushimi et al., 2006) และมีผลต่อการลดนํ้ าหนกัเน่ืองจาก

ช่วยลดความอยากอาหาร (Ostman  et al., 2005)  

ท่ีผา่นมาไดมี้การศึกษานาํซงัขนุนไปผลิตเป็นกระดาษสาํหรับงานประดิษฐ์ (Chulacupt, 2012) และเพ่ิมใย

อาหารในขนมทองมว้น (Chinchai, 1993) ขนมปัง เคก้ และคุกก้ี (Khadtao et al., 2001) เมล็ดขนุนนาํมาทดแทน

ส่วนผสมในวตัถุดิบสาํหรับการผลิตขนมหมอ้แกง ไข่หงส์ ซาลาเปา ขนมเทียน นมถัว่เหลือง และขนมโค (Wong-

arun, 2018) อยา่งไรก็ตามแมจ้ะมีงานวจิยัเผยแพร่แต่ผลิตภณัฑย์งัไม่เป็นท่ีนิยมแพร่หลาย และไม่มีการนาํมาซงัขนุน

และเมลด็ขนุนมาใชเ้ป็นวตัถุดิบหลกั หรือพฒันาต่อยอดในเชิงอุตสาหกรรม  ผูว้ิจยัจึงนาํซงัขนุนและเมล็ดขนุนซ่ึง

เป็นของเหลือท้ิงจากกระบวนการแปรรูปขนุนอบแห้งมาเป็นวตัถุดิบในการผลิตนํ้ าส้มสายชูหมกั และพฒันา

ผลิตภณัฑอ์าหารจากนํ้ าสม้สายชูหมกัใหต้อบสนองความตอ้งการของผูบ้ริโภคในยคุปัจจุบนั เพ่ือใหเ้กิดการนาํไปใช้

ประโยชน์ เพ่ิมมูลค่าใหก้บัของเหลือท้ิง ลดปัญหาขยะมูลฝอยท่ีเป็นสาเหตุของปัญหาส่ิงแวดลอ้ม 

 

วธีิการทดลอง  

1. ศึกษาลกัษณะทางกายภาพและเคมขีองซังขนุน และเมลด็ขนุน   

นาํซงัขนุนมาลา้งทาํความสะอาด หัน่ใหมี้ขนาดเลก็ลง บดละเอียดดว้ยเคร่ืองตีป่น (stomacher) สุ่มตวัอยา่ง 

เพ่ือวเิคราะห์ลกัษณะทางกายภาพและเคมี ไดแ้ก่ ความช้ืน ตามวธีิ AOAC (1990) ขอ้ 930.15 โปรตีน ตามวิธี AOAC 

(1990) ขอ้ 979.09 ไขมนั ตามวิธี AOAC (1990) ขอ้ 920.39 เส้นใย ตามวิธี AOAC (2000) ขอ้ 993.19 เถา้ ตามวิธี 

AOAC (1990) ขอ้ 979.05 และคาร์โบไฮเดรตคาํนวณจาก 100 หักออกจากผลรวมของเปอร์เซ็นตค์วามช้ืน โปรตีน

ไขมนั เส้นใย และเถา้ วดัค่าความเป็นกรด-เบส ดว้ยเคร่ือง pH meter (รุ่น Benchtop pH meter ของ Mettler Toledo, 

Switzerland) และของแข็งท่ีละลายไดท้ั้งหมด (total soluble solid) ดว้ยเคร่ือง Hand refractometer (รุ่น N1 ของ 

ATAGO, Japan) ในหน่วย °Brix  

เมล็ดขนุนมาลา้งทาํความสะอาด ลอกเปลือกสีขาวออก แช่ในสารละลายโซเดียมไฮดรอกไซด์ร้อยละ 5 

เป็นเวลา 2 นาที จากนั้นนาํไปแช่ในกรดซิตริก ร้อยละ 5 เป็นเวลา 2 นาที ท่ีอุณหภูมิห้อง เพ่ือลอกเยื่อสีนํ้ าตาล ลา้ง

ดว้ยนํ้ าสะอาด หัน่ใหมี้ขนาดความหนา 2-2.5 มิลลิเมตร อบแหง้ท่ีอุณหภูมิ 60 องศาเซลเซียส 24 ชัว่โมง (Noor et al.,  
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2014) บดดว้ยเคร่ืองบด (blender) ร่อนผา่นตะแกรง 80 เมช บรรจุใส่ถุงพลาสติกปิดแน่น เก็บในตูเ้ยน็ตํ่ากวา่ 5 องศา

เซลเซียส สุ่มตวัอยา่ง เพ่ือวเิคราะห์ลกัษณะทางกายภาพและเคมีเช่นเดียวกบัซงัขนุน 

2. ศึกษาปริมาณเอนไซม์ในการย่อยซังขนุน และเมลด็ขนุน 

2.1 การยอ่ยซงัขนุนดว้ยเอนไซมเ์ซลลูเลส (Acellulase® 1500, Sigma-Aldrich: มีกิจกรรมของเอนไซมเ์อน

โดกลูคาเนส 2,200-2,800 UCMC ต่อกรัม และกิจกรรมเบตา้กลูโคซิเดส 450-775 UpNPG ต่อกรัม) นาํซงัขนุนมา

ลา้งทาํความสะอาด บดละเอียดดว้ยเคร่ืองตีป่น (stomacher) นํ้าหนกั 1 กรัม เติมเอนไซมเ์ซลลูเลสความเขม้ขน้ (v/v) 

0.001%, 0.002%, 0.004% และ0.008% pH 5.0 บ่มในอ่างนํ้ าควบคุมอุณหภูมิ 50 องศาเซลเซียส เป็นเวลา 60, 120, 

180, 240 และ 300 นาที เม่ือครบเวลาแยกส่วนใสดว้ยเคร่ืองป่ันเหวี่ยงท่ีความเร็วรอบ 4,000 รอบต่อนาที นาํส่วนใส

ไปวเิคราะห์ปริมาณนํ้ าตาลรีดิวซ์โดยวธีิ 3,5 Dinitrosalicylic acid (DNS) ของ Miller (1959)  

2.2 การศึกษาการยอ่ยแป้งเมล็ดขนุน ดว้ยเอนไซม์ 2 ชนิด คือ แอลฟา-แอมีเลส (α-amylase) และกลูโค    

แอมีเลส (glucoamylase) 

    การย่อยเมล็ดขนุนดว้ยเอนไซม์แอลฟา-แอมีเลส  (Sigma-Aldrich จาก Bacillus licheniformis  มี

กิจกรรมของเอนไซม ์500 FAU/ml) ชัง่แป้งเมล็ดขนุน 20 กรัม ในขวดรูปชมพู่ขนาด 250 มิลลิลิตร เติมนํ้ า 100 

มิลลิลิตร (200 กรัมต่อลิตร) ปรับ pH 6.0 ตม้ในอ่างนํ้ าปรับอุณหภูมิ 100 องศาเซลเซียส นาน 15 นาที เติมเอนไซม์

แอลฟา-แอมีเลส  ท่ี 50, 100, 200 และ 400 ไมโครลิตรต่อ 100 มิลลิลิตร เขยา่ให้เขา้กนั นาํไปให้ความร้อนในอ่าง  

นํ้ าร้อนอุณหภูมิ 90 องศาเซลเซียส นาน 60, 120, 180 และ 240 นาที (Kongjindamunee, 2013) เม่ือครบเวลา หยดุ

ปฏิกิริยาดว้ยการลดอุณหภูมิ 60 องศาเซลเซียส และเติมเอนไซมก์ลูโคแอมีเลสท่ี 100 ไมโครลิตรต่อ 100 มิลลิลิตร 

ปรับ pH 4.5 นาน 120 นาที เพ่ือใหเ้กิดนํ้ าตาลรีดิวซ์ก่อนวดัปริมาณตามวธีิ DNS ของ Miller (1959)  

    การยอ่ยเมล็ดขนุนดว้ยเอนไซมก์ลูโคแอมีเลส (Sigma-Aldrich จาก Aspergillus niger มีกิจกรรมของ

เอนไซม ์260  AGU/ml) นาํเมล็ดขนุนท่ีผ่านการย่อยดว้ยเอนไซมแ์อลฟา-แอมีเลส  มาปรับ pH ให้เท่ากบั 4.5 เติม

เอนไซมก์ลูโคแอมีเลส 100, 200, 400 และ 800 ไมโครลิตรต่อ 100 มิลลิลิตร เขยา่ใหเ้ขา้กนั ปริมาณเอนไซมล์ะ 3 ซํ้ า 

อุณหภูมิ 60 องศาเซลเซียส นาน 120, 240, 360 และ 480 นาที วดัปริมาณนํ้ าตาลรีดิวซ์ตามวิธี DNS ของ Miller 

(1959)  

2.3 การศึกษาปริมาณแป้งเมลด็ขนุนท่ีใหป้ริมาณนํ้ าตาลกลูโคสสูงสุด  

    ชัง่แป้งเมล็ดขนุน 20, 40, 60 และ 80 กรัม ในขวดรูปชมพู่ขนาด 250 มิลลิลิตร เติมนํ้ า 100 มิลลิลิตร 

ปรับ pH 6.0 ตม้ในอ่างนํ้ า ปรับอุณหภูมิ 100 องศาเซลเซียส นาน 15 นาที เติมเอนไซมแ์อลฟา-แอมีเลส ในปริมาณ

และเวลาท่ีเหมาะสมในอ่างนํ้ าร้อนอุณหภูมิ 90 องศาเซลเซียส เม่ือครบเวลา หยดุปฏิกิริยาดว้ยการลดอุณหภูมิ 60 

องศาเซลเซียส ปรับ pH 4.5 เติมเอนไซมก์ลูโคแอมีเลสในปริมาณและเวลาท่ีเหมาะสม วดัปริมาณนํ้ าตาลรีดิวซ์ตาม

วธีิ DNS ของ Miller (1959) 
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3. ศึกษาปริมาณเช้ือและระยะเวลาทีเ่หมาะสมในการหมกัเอทานอล 

เตรียมกลา้เช้ือ Saccharomyces cerevisiae TISTR 5049 โดยใชอ้าหาร yeast malt extract (YM broth) 

ปริมาตร 100 มิลลิลิตร ในขวดรูปชมพูข่นาด 250 มิลลิลิตร ท่ีผา่นการฆ่าเช้ือท่ี 121 องศาเซลเซียส นาน 15 นาที เม่ือ

เยน็แลว้ ถ่ายเช้ือ S. cerevisiae TISTR 5049 ท่ีเล้ียงบน YM slant อาย ุ18-24 ชัว่โมง 1 ลูป ลงในอาหาร บ่มท่ีอุณหภูมิ 

30 องศาเซลเซียส เขยา่ท่ีความเร็วรอบ 180 รอบต่อนาที เป็นเวลา 24 ชัว่โมง ปรับปริมาณเช้ือดว้ยนํ้ ากลัน่ท่ีผ่านการ

ฆ่าเช้ือแลว้ ใหไ้ด ้OD660 เท่ากบั 0.5 (Lapa, 2011)  

นาํซงัขนุน และเมลด็ขนุนท่ีผา่นการยอ่ยดว้ยเอนไซม ์มาปรับปริมาณของแข็งท่ีละลายนํ้ าได ้ให้เท่ากบั 20 

องศาบริกซ์ ดว้ยนํ้ าตาลทรายขาว (sucrose) ให้ความร้อน และปรับค่า pH เท่ากบั 5.0 ดว้ยกรดแอซีติก ฆ่าเช้ือท่ี 60 

องศาเซลเซียส 30 นาที ตั้งท้ิงไวใ้นเยน็ เติมกลา้เช้ือ S. cerevisiae TISTR 5049 ปริมาณ 1%, 2%, 4% และ 8% ของนํ้ า

หมกั บ่มในขวดรูปชมพู่ ปิดปากขวดด้วยจุกยาง เจาะรูด้านบนต่อสายยางลงในนํ้ า เพ่ือไม่ให้อากาศเข้า บ่มท่ี

อุณหภูมิห้อง เป็นเวลา 5 วนั เก็บตวัอยา่งวนัท่ี 1, 2, 3, 4 และ 5 วดัปริมาณเอทานอลโดยใช ้ Portable Alcohol 

Refractometer (รุ่น THE01514 ของ YIERYI, China) 

4. ศึกษาปริมาณเช้ือและระยะเวลาทีเ่หมาะสมในการหมกันํา้ส้มสายชู 

เตรียมกลา้เช้ือ Acetobacter aceti TISTR 354 โดยใชอ้าหาร glucose yeast extract (GYE broth) ปริมาตร 

100 มิลลิลิตร ในขวดรูปชมพูข่นาด 250 มิลลิลิตร ท่ีผ่านการฆ่าเช้ือท่ี 121 องศาเซลเซียส นาน 15 นาที เม่ือเยน็แลว้

ถ่ายเช้ือ A. aceti TISTR 354 ท่ีเล้ียงบน GYE slant อาย ุ24-48 ชัว่โมง 1 ลูป ลงในอาหาร บ่มท่ีอุณหภูมิ 30 องศา

เซลเซียส เขยา่ท่ีความเร็วรอบ 180 รอบต่อนาที เป็นเวลา 48 ชัว่โมง ปรับปริมาณเช้ือดว้ยนํ้ าท่ีผา่นการฆ่าเช้ือแลว้ ให้

ได ้OD540 เท่ากบั 0.5 (Lapa, 2011)  

นาํนํ้ าส่าส่วนใสจากการหมกัซังขนุน และเมล็ดขนุนท่ีมีความเขม้ขน้ของแอลกอฮอล์ ร้อยละ 10 โดย

ปริมาตร ค่า pH ใหเ้ท่ากบั 5.5 เติมกลา้เช้ือ A. aceti TISTR 354 ปริมาณร้อยละ 2.5, 5.0, 10.0 และ 20.0 โดยปริมาตร 

(Morakul, 2002) บ่มในขวดรูปชมพู่ ท่ีอุณหภูมิห้อง เป็นเวลา 11 วนั เก็บตวัอยา่งวนัท่ี 3, 5, 7, 9 และ 11 วดัปริมาณ

กรดแอซีติกตามวธีิการของ AOAC (2000) ขอ้ 986.13  

การเก็บนํ้ าสม้สายชูหมกั ทาํโดยนาํนํ้ าสม้สายชูท่ีไดม้ากรองใส่ขวดแกว้ท่ีผา่นการฆ่าเช้ือ แลว้ให้ความร้อน

ท่ี 60 องศาเซลเซียส นาน 30 นาที เพ่ือใชส้าํหรับพฒันาเป็นผลิตภณัฑต์่อไป 

5. การวเิคราะห์คุณสมบตัขิองนํา้ส้มสายชูหมกั 

วดัค่าสีดว้ยเคร่ือง Colorimeter  (รุ่น Hunterlab Miniscan EZ4500L ของ Hunterlab, USA.) และส่ง

วิเคราะห์ปริมาณเถา้ ตรวจฤทธ์ิการตา้นอนุมูลอิสระโดยวิธี DPPH ปริมาณวิตามินซี ปริมาณแคลเซียม และ

แมกนีเซียม ท่ีหอ้งปฏิบติัการสถาบนัโภชนาการ มหาวทิยาลยัมหิดล 
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6. การพฒันาสูตรนํา้ส้มสายชูหมกัพร้อมดืม่และผลติภัณฑ์จากนํา้ส้มสายชูหมกั 

6.1 การพฒันาสูตรนํ้ าสม้สายชูหมกัพร้อมด่ืม  

นาํนํ้ าสม้สายชูหมกัจากซงัขนุน และเมลด็ขนุนมาปรับปรุงรสชาติใหเ้ป็นเคร่ืองด่ืมดว้ยการเติมนํ้ าผึ้ง 

นํ้ าผลไม ้และโซดา แลว้เพ่ิมรสชาติดว้ยการใส่นํ้ าแขง็เกลด็ ดงัตารางท่ี 1 

 

ตารางที ่1. สูตรนํ้ าสม้สายชูหมกัพร้อมด่ืม 

 

สูตร 

ปริมาณส่วนผสม (มิลลิลิตร) 

นํ้าสม้สายชู นํ้าผึ้ง 

(เวชพงศ)์ 

นํ้ าอุ่น โซดา นํ้าทบัทิม 

100%  

(ทิปโก)้ 

นํ้าเสาวรส 

50%  

(ดอยคาํ) 

นํ้าเช่ือม 

(มิตรผล) 

1 5 20 50 100    

2 5    100   

3 5     100 10 

 

6.2 การพฒันาผลิตภณัฑน์ํ้ าส้มสายชูหมกัจากซงัขนุน และเมล็ดขนุน ไดแ้ก่ นํ้ าสลดั พริกนํ้ าส้ม และซอส

พริก มีสูตรดงัน้ี 

    6.2.1 นํ้ าสลดัใส ใชน้ํ้ าส้มสายชู 3 ชอ้นโต๊ะ มสัตาร์ด 1 ชอ้นโต๊ะ นํ้ าตาล 1/4 ชอ้นชา เกลือ 1/2 ชอ้นชา 

หอมแดงสบัละเอียด 1/2 ชอ้นชา นํ้ ามนัมะกอก 1/4 ถว้ย พริกไทยดาํ 1/4 ชอ้นชา และนํ้ ามะนาวสด 1 ชอ้นโต๊ะ ผสม

ทั้งหมดใหเ้ขา้กนั ป่ันละเอียดดว้ยเคร่ืองป่ัน 

    6.2.2 ซอสพริก เตรียมพริกช้ีฟ้า 1/2 กิโลกรัม พริกแห้ง 1 กาํมือ นํ้ าส้มสายชู เกลือ 1 ชอ้นโต๊ะนํ้ าตาล 3 

ถว้ย กระเทียมสดปอกเปลือก 1 หัว นํ้ ากระเทียมดอง 1 ถว้ย ลา้งพริกให้สะอาดสะเด็ดนํ้ าให้หมดหั่นเป็นท่อนสั้น ๆ 

ใส่กระเทียมปอกเปลือก พริกแห้ง เติมนํ้ าส้มสายชูให้ท่วมพริก และนํ้ ากระเทียมดอง ตม้จนกระเทียมน่ิม แลว้นาํ

วตัถุดิบทั้งหมดมาใส่เคร่ืองป่ัน ๆ จนเนียนละเอียด และกรองเอากากออก ใส่หมอ้ตม้จนเดือด ค่อยหร่ีไฟลง ปรุงรส

ดว้ยเกลือ ผงยีห่ร่า นํ้าตาล 

    6.2.3 พริกนํ้ าส้ม เตรียมพริกช้ีฟ้าแดง 1 ถว้ยตวง นํ้ าส้มสายชู 1/2 ถว้ยตวง นํ้ าตาล 1 ชอ้นโต๊ะเกลือ 1/2 

ชอ้นชา หัน่พริกเป็นตามขวางหนา 0.3 มิลลิเมตร เติมนํ้ าสม้สายชู เติมนํ้ าตาลและเกลือ 

6.3 การทดสอบคุณภาพทางประสาทสมัผสั 

    ทดสอบการยอมรับทางประสาทสัมผสัดา้นสี กล่ิน รสชาติ และความชอบรวม โดยวิธี hedonic scaling 

(Anprung, 2008) ลาํดบัคะแนนตามความชอบ 1-5 คะแนน   1 หมายถึง ไม่ชอบท่ีสุด  2 หมายถึง ไม่ชอบ  3 หมายถึง  
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พอใช ้4 หมายถึง ชอบ และ 5 หมายถึง ชอบมากท่ีสุด โดยใหผู้ท้ดสอบท่ีไม่ผ่านการฝึกฝน จาํนวน 30 คน ชิมจาก

ตวัอยา่งปริมาตร 10 มิลลิลิตร ท่ีแบ่งใหใ้นถว้ยก่อนใหค้ะแนนในแบบสอบถาม  

7. การวเิคราะห์ทางสถิต ิ

วเิคราะห์ขอ้มูลดว้ยการหาค่าความแปรปรวน (ANOVA) และเปรียบเทียบค่าเฉล่ียดว้ยวิธี Duncan ท่ีระดบั

ความเช่ือมัน่ร้อยละ 95 ในการวเิคราะห์ลกัษณะทางกายภาพและเคมีของซงัขนุน และเมลด็ขนุน  และการวดัปริมาณ

นํ้ าตาลรีดิวซ์ 3 ซํ้ า ส่วนการทดสอบคุณภาพทางประสาทสัมผสัใชว้ิธี Duncan และเปรียบเทียบการยอมรับทาง

ประสาทสมัผสัของนํ้ าสม้สายชูหมกัจากซงัและเมลด็ขนุนดว้ย unpaired t-test 

 

ผลและวจิารณ์ผลการทดลอง 

1. ลกัษณะทางกายภาพและเคมขีองซังขนุน และเมลด็ขนุน   

ผลการวเิคราะห์ค่าความช้ืน โปรตีน ไขมนั เสน้ใย เถา้ คาร์โบไฮเดรต ค่าความเป็นกรด-เบส และของแข็ง

ท่ีละลายไดท้ั้งหมด (total soluble solid) ของซงัขนุน และเมลด็ขนุนพนัธ์ุทองประเสริฐ ไดผ้ลดงัตารางท่ี 2 

 

ตารางที ่2. ลกัษณะทางกายภาพและเคมีของซงัขนุนและเมลด็ขนุน   

ลกัษณะทางกายภาพและเคม ี วตัถุดบิ 

ซังขนุน เมลด็ขนุน 

ความช้ืน (%) 76.23 ±0.81 53.68 ±0.39 

โปรตีน (%) 1.47 ±0.07 5.21 ±0.03 

ไขมนั (%) 0.32 ±0.03 0.22 ±0.01 

เสน้ใย (%) 1.46 ±0.07 1.35 ±0.03 

เถา้ (%) 0.75 ±0.06 1.28 ±0.02 

คาร์โบไฮเดรต (%) 19.77 ±0.57 38.26 ±0.41 

ค่าความเป็นกรด-เบส 4.75 ±0.1 4.75 ±0.03 

ของแขง็ท่ีละลายไดท้ั้งหมด (°Brix) 0.33 ±0.29 0 ±0.0 

 

ทั้งซังขนุนและเมล็ดขนุนมีปริมาณของแข็งท่ีละลายไดท้ั้ งหมดปริมาณน้อย คือ ไม่ถึง 0.5 °Brix จึงไม่

เหมาะต่อการนาํไปเป็นวตัถุดิบตั้งตน้ในการผลิตนํ้ าส้มสายชู แต่ซงัขนุน และเมล็ดขนุนมีปริมาณคาร์โบไฮเดรตสูง 

19.77% ±0.57 และ 38.26% ±0.41 ตามลาํดบั เม่ือย่อยดว้ยเอนไซม์ให้ได้นํ้ าตาลกลูโคส สามารถใช้เป็นแหล่ง

คาร์บอนสาํหรับการเจริญของจุลินทรียใ์นการหมกันํ้ าส้มสายชู    คาร์โบไฮเดรตในเมล็ดขนุนน้ีมีค่าใกลเ้คียงกบั

เมลด็ขนุนจากกลุ่มวจิยั SMEs-OTOP มหาวทิยาลยัสงขลานครินทร์ ท่ีนาํมาผลิตเอทานอลมีค่า 36.38% (Lolharat et  
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al, 2011) ซงัขนุนพนัธ์ุทองประเสริฐในการทดลองน้ีมีค่าความช้ืน ปริมาณเถา้ และคาร์โบไฮเดรตใกลเ้คียงกบัพนัธ์ุ

ทองสุดใจท่ีมีค่า 79.33%, 0.79% และ18.13% ตามลาํดบั แต่ปริมาณไขมนั 0.62% สูงกว่าพนัธ์ุทองประเสริฐ  

(Thungchoho, 2012) ส่วนค่า pH 4.75 ±0.1 ใกลเ้คียงกบัซังขนุนท่ีเป็นวตัถุดิบในการผลิตกรดแลกติกท่ีมีค่า 4.7 

±0.02 (Nontha et al., 2016)  

2. การย่อยซังขนุน และเมลด็ขนุนด้วยเอนไซม์ 

2.1 ผลการยอ่ยซงัขนุนดว้ยเอนไซมเ์ซลลูเลส  

เม่ือทดลองยอ่ยซงัขนุนปริมาณ 1 กรัม ดว้ยเอนไซมเ์ซลลูเลส 0.001%, 0.002%, 0.004% และ 0.008% เป็น

เวลา 60, 120, 180, 240 และ 300 นาที ไดป้ริมาณนํ้ าตาลรีดิวซ์ ดงัรูปท่ี 1 

 

 
รูปที ่1. ปริมาณนํ้ าตาลรีดิวซ์จากการยอ่ยซงัขนุนดว้ยเอนไซมเ์ซลลูเลสความเขม้ขน้ 0.001-0.008% 

 

ความเขม้ขน้ของเอนไซมเ์ซลลูเลสท่ีให้ปริมาณนํ้ าตาลรีดิวซ์สูงสุด อยา่งมีนยัสาํคญัทางสถิติ (P value < 

0.05) คือ 0.004% และเม่ือความเขม้ขน้เพ่ิมข้ึนกวา่น้ีก็ไม่ใหป้ริมาณนํ้ าตาลรีดิวซ์เพ่ิมข้ึน ส่วนเวลาในการทาํปฏิกิริยา

ท่ีเหมาะสมอยูท่ี่ 240 นาที ใหป้ริมาณนํ้ าตาลรีดิวซ์อยูท่ี่ประมาณ 6.3 กรัมต่อลิตร เอนไซมเ์ซลลูเลสยอ่ยองคป์ระกอบ

ของผนงัเซลลพื์ช ซ่ึงส่วนใหญ่ประกอบดว้ยเซลลูโลส เม่ือผนงัเซลลพื์ชถูกทาํลาย ของเหลวและสารประกอบต่าง ๆ 

ภายใน เช่น ของแขง็ท่ีละลายนํ้ า พอลิแซ็คคาไรด ์แทนนิน และโปรตีน ละลายออกมาไดม้ากข้ึน (Mehrländer et al., 

2002) นอกจากน้ียงัส่งผลให้ปริมาณนํ้ าตาลรีดิวซ์สูงข้ึน  เอนไซมเ์ซลลูเลสไดถู้กใชใ้นการสกดักลว้ยหอมทองเพ่ือ

ผลิตไซรัป  โดยใชเ้อนไซมเ์ซลลูเลสท่ีร้อยละ 0.13 และเอนไซมเ์พคติเนส ร้อยละ 0.06 ของเน้ือกลว้ยบด  (ปริมาตร/ 
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นํ้ าหนกั) ให้ปริมาณของแข็งท่ีละลายไดสู้ง 15.7%   เม่ือบ่มท่ี 50 oC นาน 150 นาที (Phanyasawan, 2004)  การใช้

เอนไซมเ์ซลลูเลสในงานวจิยัดงักล่าวมีจุดประสงคใ์นการผลิตนํ้ าไซรัปจากกลว้ยหอมซ่ึงไดม้ากถึง 75.22%  ในขณะ

ท่ีงานวจิยัน้ีเพียงตอ้งการนํ้ าตาลรีดิวซ์จึงใชป้ริมาณเอนไซมเ์ซลลูเลสตํ่ากวา่ถึง 32.5 เท่าและยงัพบวา่การเพ่ิมปริมาณ

มากกวา่ 0.004% ไม่ทาํใหน้ํ้ าตาลรีดิวซ์เพ่ิมข้ึน 

2.2 ผลการยอ่ยเมลด็ขนุนดว้ยเอนไซมแ์อลฟา-แอมีเลส และกลูโคแอมีเลส  

ในการยอ่ยแป้งเมล็ดขนุน 20 กรัม ดว้ยเอนไซมแ์อลฟา-แอมีเลส  50, 100, 2000 และ 400 ไมโครลิตรต่อ 

100 มิลลิลิตร เป็นเวลา 60, 120, 180 และ 240 นาที ไดผ้ลดงัรูปท่ี 2 

 

รูปที ่2. ปริมาณนํ้ าตาลรีดิวซ์จากการยอ่ยเมลด็ขนุนดว้ยเอนไซมแ์อลฟา-แอมีเลส ความเขม้ขน้ 50-400 µl 

 

การเพ่ิมความเขม้ขน้ของเอนไซม์และการเพ่ิมระยะเวลาทาํให้ปริมาณนํ้ าตาลรีดิวซ์สูงข้ึน แต่เม่ือความ

เขม้ขน้ของเอนไซมม์ากกวา่ 200 ไมโครลิตร และเวลาในการทาํปฎิกิริยาเกินกวา่ 180 นาที ปริมาณนํ้ าตาลรีดิวซ์กลบั

ไม่เพ่ิมข้ึน โดยคงอยู่ท่ีประมาณ 2.5 กรัมต่อลิตร (P value > 0.05) แอลฟา-แอมีเลสยอ่ยแป้งให้เป็นโอลิโกแซ็ค       

คาไรด์ มีความเจาะจงต่อการสลายพนัธะไกลโคซิดิกชนิดแอลฟา -1,4 (α-1,4) ในลกัษณะตดัภายในสายพอลิเมอร์

อย่างอิสระไดผ้ลผลิตเป็นกลูแคน (glucan) และแอลฟาลิมิตเดกซ์ทริน (alpha-limit dextrin) ท่ีมีหน่วยกลูโคส

ประมาณ 2-6 หน่วย ซ่ึงยงัไดน้ํ้ าตาลรีดิวซ์นอ้ย เน่ืองจากยงัมีโอลิโกแซ็คคาไรดห์ลงเหลืออยูม่าก ดงันั้นจึงตอ้งนาํมา

ยอ่ยเพ่ิมเติมดว้ยเอนไซมก์ลูโคแอมีเลส (glucoamylase) ท่ีย่อยสลายแป้งท่ีพนัธะไกลโคซิดิกชนิดแอลฟา -1,4 (α-

1,4) และพนัธะไกลโคซิดิกชนิดแอลฟา -1,6 (α-1,6)   ผลผลิตท่ีไดส่้วนใหญ่เป็นนํ้ าตาลกลูโคส (Domingues & 

Peralta, 1993)  ผลแสดงในรูปท่ี 3  การเพ่ิมความเขม้ขน้ของเอนไซมก์ลูโคแอมีเลสและการเพ่ิมระยะเวลา   ใหผ้ลไป 
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ในทางเดียวกบัการใชเ้อนไซมแ์อลฟา-แอมีเลส  โดยค่าท่ีใหน้ํ้ าตาลรีดิวซ์สูงสุด (15 กรัมต่อลิตร) คือใชเ้อนไซม ์400 

ไมโครลิตร ท่ีเวลา 360 นาที (P value < 0.05) 

 

 
รูปที ่3. ปริมาณนํ้ าตาลรีดิวซ์จากการยอ่ยเมลด็ขนุนดว้ยเอนไซมก์ลูโคแอมีเลสความเขม้ขน้ 100-800 µl 

 

2.3 การศึกษาปริมาณแป้งเมลด็ขนุนท่ีใหป้ริมาณนํ้ าตาลกลูโคสสูงสุด  

ผลการผนัแปรปริมาณแป้งเมล็ดขนุนท่ี 20, 40, 60 และ 80 กรัม ก่อนยอ่ยดว้ยเอนไซมแ์อลฟา-แอมีเลส ท่ี 

200 ไมโครลิตร ท่ีเวลา 180 นาที และกลูโคแอมีเลส 400 ไมโครลิตร ท่ีเวลา 360 นาที ไดผ้ลดงัรูปท่ี 4  ปริมาณแป้ง

เมล็ดขนุนท่ีให้ปริมาณนํ้ าตาลรีดิวซ์สูงสุด อยูท่ี่ 60 กรัมต่อ 100 มิลลิลิตร ปริมาณนํ้ าตาลรีดิวซ์อยูท่ี่ 50.276 ±1.418 

กรัมต่อลิตร สูงกวา่ท่ีปริมาณแป้ง 80 กรัมต่อลิตร ทั้งน้ีอาจเน่ืองจากสารตั้งตน้ (แป้ง) มีปริมาณมาก ทาํให้เอนไซม์

เขา้ไปย่อยและทาํปฏิกิริยาไดไ้ม่ทั่วถึง จึงให้ปริมาณนํ้ าตาลรีดิวซ์น้อยลง กรณีการเพ่ิมสารตั้งตน้มากข้ึนแต่ให้

ปริมาณนํ้ าตาลรีดิวซ์คงท่ี มีรายงานการใชเ้อนไซมก์ลุ่มเดียวกนัน้ียอ่ยแป้งในเปลือกเผือก (Satchapong et al., 2018)  

นอกจากน้ีแป้งเมล็ดขนุนมีปริมาณไขมนั และโปรตีนสูง โอกาสเกิดสารประกอบเชิงซ้อนกบัแอมิโลสสูง ซ่ึงจะ

ยับย ั้ งการพองตัวและการละลาย ทําให้เอนไซม์ถูกขัดขวางไม่สามารถเข้าทําปฏิกิริยากับสารตั้ งต้นได ้

(Thumthanaruk et al., 2012)  
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รูปที ่4. ปริมาณนํ้ าตาลรีดิวซ์จากการยอ่ยแป้งเมลด็ขนุนท่ีปริมาณต่างกนั 

 

3. การผลติเอทานอลจากซังขนุนและเมลด็ขนุน 

ผลการนาํซังขนุนและเมล็ดขนุนท่ีผ่านการย่อยดว้ยเอนไซม์แอลฟา-แอมีเลสและกลูโคแอมีเลสมาหมกั

ดว้ยเช้ือ Saccharomyces cerevisiae TISTR 5049 ปริมาณ 1, 2, 4 และ 8% ของนํ้ าหมกั ไดป้ริมาณเอทานอลดงัรูปท่ี 5 

(ก) และ(ข) 

 

  
(ก)                                                                               (ข) 

 

รูปที ่5. ปริมาณเอทานอลจากซงัขนุน (ก) และเมลด็ขนุน (ข) ท่ีปริมาณเช้ือ 1-8% 
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การหมกันํ้ ายอ่ยซงัขนุนและเมล็ดขนุนดว้ย S. cerevisiae TISTR 5049 เร่ิมตน้ร้อยละ 4 ให้ปริมาณเอทา

นอลสูงสุด ร้อยละ 10.4 และ 11.4 ตามลาํดบั ในการผลิตเอทานอลจากแกนขา้วโพดเพ่ือให้ผลผลิตเอทานอลสูงสุด

จากการใช ้S. cerevisiae YSWC 2 ร้อยละ 2 และ Baker’s yeast ร้อยละ 8 โดยมวล (Kongjindamunee, 2013) การ

ผลิตไวน์จากเน้ือขนุนดว้ย Baker’s yeast ร้อยละ 0.5 (w/v) ให้เอทานอลสูงสุดร้อยละ 12.13 (v/v) (Kumoro et al., 

2014) ปริมาณเช้ือเร่ิมตน้แตกต่างกนัข้ึนกบัชนิดของวตัถุดิบและสายพนัธ์ุยีสต ์ระยะเวลาการหมกัท่ีให้ปริมาณเอทา

นอลสูงสุด และคงท่ีเป็นวนัท่ี 3 ของการหมกั แมเ้วลาหมกัเพ่ิมข้ึนเป็น 4-5 วนั แต่ปริมาณเอทานอลเท่าเดิม ในทาง

ทฤษฎีการหมกันํ้ าตาลให้เป็นเอทานอลแบบไม่ใชอ้ากาศดว้ยเช้ือ S. cerevisiae เม่ือมีปริมาณนํ้ าตาลเร่ิมตน้ 20% จะ

ให้ปริมาณเอทานอล 10% ตามมวลโมเลกุลของ C6H12O6 ท่ีเปล่ียนเป็น 2C2H5OH + 2CO2 หากพิจารณาจาก

เปอร์เซ็นต์แอลกอฮอล์ท่ีเกิดข้ึนน้ี จึงนับว่าปฏิกิริยาการหมกัเกิดไดค้่อนขา้งสมบูรณ์และพบว่าปริมาณของแข็งท่ี

ละลายไดสุ้ดทา้ยเป็น 0 °Brix   ยีสต ์S. cerevisiae ถูกใชอ้ยา่งแพร่หลายในการผลิตแอลกอฮอล ์ในการทาํไวน์นิยม

ใชน้ํ้ าตาลทรายซ่ึงไม่ใช่นํ้ าตาลรีดิวซ์เป็นสารตั้งตน้ในการหมกั งานวจิยัของ Kumkong et al. (2018) ใช ้S. cerevisiae 

TISTR 5019 หมกันํ้ ามะขามป้อมท่ีมีการปรับความหวานโดยใชน้ํ้ าตาลทรายจนได ้19-22 oBrix พบวา่หมกันาน 2 

วนั จะไดเ้อทานอล 13-14 กรัมต่อลิตร หรือประมาณ 1.35% เม่ือเทียบกบังานวิจยัน้ีท่ีใชน้ํ้ าตาลรีดิวซ์ในการหมกัจะ

ใหป้ริมาณเอทานอลสูงกวา่เม่ือพิจารณาจากเวลาหมกั 2 วนัเท่ากนั อยา่งไรก็ตามประสิทธิภาพในการหมกัของยีสต์

อาจถูกขดัขวางจากสารประกอบฟีนอลิกบางชนิดท่ีอยูใ่นมะขามป้อม เช่น tannin รวมทั้งพนัธะเอสเทอร์ท่ีเกิด

ระหว่าง gallic acid และกลูโคส ก็ถูกกล่าวถึงว่ามีผลต่อการยบัย ั้งจุลินทรียเ์ช่นกนั (Biradar et al., 2008) ซ่ึง

สารประกอบฟีนอลดงักล่าวไม่มีในเมลด็และซงัขนุน  

4. การศึกษาการหมกันํา้ส้มสายชูจากซังขนุน และเมลด็ขนุน 

เม่ือนาํนํ้ าส่าส่วนใสจากการหมกัซงัขนุน และเมล็ดขนุน มาหมกัดว้ยเช้ือ Acetobacter aceti TISTR 354 

ปริมาณร้อยละ 2.5, 5.0, 10.0 และ 20.0 โดยปริมาตร เป็นเวลา 11 วนั เก็บตวัอยา่งเวลาต่าง ๆ เพ่ือวดัปริมาณกรดแอซี

ติก ไดผ้ลดงัรูปท่ี 6 (ก) และ(ข)  กรดแอซีติกเกิดจากการทาํงานของแบคทีเรียกรดแอซีติก (acetic acid bacteria) ท่ี

เปล่ียนเอทานอลให้เป็นกรดแอซีติก ในสภาวะท่ีมีอากาศ (Riansa-ngawong, 2015)  ปริมาณกรดแอซีติกจากการ

หมกันํ้ าส่าซงัขนุนและเมลด็ขนุนดว้ย A. aceti TISTR 354 พบวา่เช้ือเร่ิมตน้ร้อยละ 10 ให้ปริมาณกรดแอซีติกสูงสุด

ร้อยละ 4.5 และ5.2 ตามลาํดบั โดยไม่มีความแตกต่างกนัอยา่งมีนยัสาํคญัทางสถิติ (P value < 0.05) ตามมาตรฐาน

นํ้ าส้มสายชูของสาํนกังานมาตรฐานผลิตภณัฑอุ์ตสาหกรรม ปี 2552 กาํหนดไวว้า่นํ้ าส้มสายชูจะตอ้งมีกรดแอซีติก

เป็นองคป์ระกอบอยูอ่ยา่งนอ้ยร้อยละ 4 ในการทดลองน้ีจึงเก็บตวัอยา่งไดใ้นวนัท่ี 5 

นํ้ าส้มสายชูหมกัจากซังขนุนและเมล็ดขนุนน้ีมีปริมาณกรดแอซีติกมากกว่าการหมกัผลไมอ่ื้นท่ีเคยมี

รายงาน เช่น ทบัทิมไดก้รดร้อยละ 3.38 ± 0.03 (Ozturk et al., 2015) กลว้ยนํ้ าวา้สุก ถึงสุกจดัไดก้รดร้อยละ 0.91-

3.77 (Chanthima et al., 2015) นํ้ ามะพร้าวไดก้รดร้อยละ 4 (Othaman et al., 2014) และมะขามป้อมไดป้ริมาณกรด

แอซีติกร้อยละ  4.11  (Thabloga  et  al.,  2013)         แต่นํ้ าสม้สายชูหมกัจากผลไมก็้ยงัมีปริมาณกรดแอซีติกนอ้ยกวา่ 
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นํ้าสม้สายชูหมกัจากขา้ว เช่น นํ้ าสม้สายชูหมกัจากขา้วเหนียวดาํยี่ห้อไร่ทิพย ์และลืมผวั ใหป้ริมาณกรดแอซีติกร้อย

ละ 8.15 และ 5.49 ตามลาํดบั (Boonsupa et al., 2017) ขา้วเหนียวดาํกลอ้ง ใหป้ริมาณกรดแอซีติกร้อยละ 5.48 (Lapa, 

2011) และนํ้ าส้มสายชูหมกัจากไวน์ขา้ว Oryza sativa L. ให้กรดแอซีติกร้อยละ 6.85 (Spinosa et al., 2015)  

นอกจากชนิดของวตัถุดิบแลว้อาจเก่ียวขอ้งกบัชนิดและสายพนัธ์ุแบคทีเรียท่ีใชใ้นการหมกัท่ีส่งผลให้ปริมาณและ

เวลาในการหมกัใหไ้ดก้รดแอซีติกแตกต่างกนั   Boonsupa et al. (2017) และ Kumkong et al. (2018) ใช ้Acetobacter 

pasteurianus  ซ่ึงใชร้ะยะเวลาหมกันานมากกวา่ 10 วนั  ส่วน Othaman et al. (2014) ใช ้A. aceti  เช่นเดียวกบั

งานวจิยัน้ี เม่ือพิจารณาจากปริมาณผลผลิตท่ีไดแ้ละระยะเวลาการหมกัแลว้ A. aceti TISTR 354 เม่ือใส่หวัเช้ือเร่ิมตน้

ในปริมาณท่ีเหมาะสม (10%) ให้ปริมาณกรดนํ้ าส้มไดสู้งตามมาตรฐานในเวลาเพียง 5 วนั จึงนบัวา่มีประสิทธิภาพ

สูงในการใชผ้ลิตกรดดงักล่าว 

ผลการวเิคราะห์คุณสมบติัของนํ้ าสม้สายชูหมกัจากซงัขนุนและเมลด็ขนุน ไดแ้ก่ ปริมาณเถา้ ค่าสี ฤทธ์ิการ

ตา้นอนุมูลอิสระโดยวธีิ DPPH ปริมาณวติามินซี ปริมาณแคลเซียม และแมกนีเซียม แสดงดงัตารางท่ี 3 

 

      
(ก)                                                                                     (ข) 

รูปที ่6. ปริมาณกรดแอซีติกจากซงัขนุน (ก) และเมลด็ขนุน (ข) ท่ีปริมาณเช้ือ 2.5-20% 

 

Swami et al. (2012) ไดร้ายงานวา่ซงัขนุนมีปริมาณแคลเซียมและแมกนีเซียมอยู ่20-37 และ 27 มิลลิกรัม

ต่อ 100 กรัม ส่วนเมลด็ขนุนมีปริมาณแคลเซียม และแมกนีเซียมอยู ่50 และ 54 มิลลิกรัมต่อ 100 กรัม ซ่ึงทั้งสองเป็น

แร่ธาตุท่ีมีประโยชน์ต่อสุขภาพ โดยแคลเซียมเพ่ิมความแข็งแรงของกระดูก แมกนีเซียมเสริมการดูดซึมแคลเซียม

จากผลการวิเคราะห์ (ตารางท่ี 2) พบว่านํ้ าส้มสายชูหมกัจากซงัขนุนและเมล็ดขนุนยงัคงมีองคป์ระกอบแคลเซียม 

และแมกนีเซียมอยูสู่ง โดยมีปริมาณแคลเซียม 35 และ 5 มิลลิกรัมต่อ 100 มิลลิลิตร ตามลาํดบั และแมกนีเซียม 5 

และ 6 มิลลิกรัมต่อ 100 มิลลิลิตร ตามลาํดบั นอกจากน้ียงัพบวติามีนซี และฤทธ์ิการตา้นอนุมูลอิสระในนํ้ าส้มสายชู

หมกัจากเมลด็ขนุนซ่ึงเป็นประโยชนต์่อสุขภาพ 
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ตารางที ่3. ผลการวเิคราะห์คุณสมบติัของนํ้ าสม้สายชูหมกัจากซงัขนุนและเมลด็ขนุน 

คุณสมบติัของนํ้ าสม้สายชูหมกั ซงัขนุน เมลด็ขนุน 

ปริมาณเถา้ (กรัม) 0.47 0.41 

ค่าสี   

L* 30.24 ±0.11 27.47 ±0.11 

a* 2.48 ±0.03 0.42 ±0.06 

b* 10.16 ±0.07 11.55 ±0.10 

การตา้นอนุมูลอิสระ (DPPH) (mgAA) ไม่พบ 11.33 

วติามินซี (มิลลิกรัมต่อ 100 มิลลิลิตร) ไม่พบ 2 

แคลเซียม (มิลลิกรัมต่อ 100 มิลลิลิตร) 38 5 

แมกนีเซียม (มิลลิกรัมต่อ 100 มิลลิลิตร) 5 6 

 

5. การพฒันาสูตรเคร่ืองดืม่จากนํา้ส้มสายชูหมกัและผลติภัณฑ์จากนํา้ส้มสายชูหมกั 

ผูว้จิยัไดท้ดลองพฒันาผลิตภณัฑจ์ากนํ้ าสม้สายชูหมกั ไดแ้ก่ นํ้ าสม้สายชูหมกัพร้อมด่ืม นํ้ าสลดั พริกนํ้ าส้ม 

และซอสพริก และทดสอบการยอมรับทางประสาทสัมผสั โดยวิธี hedonic scaling ดา้นสี กล่ิน รสชาติ และ

ความชอบรวม ไดผ้ลดงัตารางท่ี 4 และ 5 

 

ตารางที ่4. ผลการทดสอบคุณภาพทางประสาทสมัผสัของนํ้ าสม้สายชูหมกัพร้อมด่ืม 

คุณลกัษณะ

ทางประสาท

สมัผสั 

นํ้าผึ้ง นํ้าทบัทิม นํ้าเสาวรส 

ซงัขนุน เมลด็ขนุน ซงัขนุน เมลด็ขนุน ซงัขนุน เมลด็ขนุน 

สี ns 3.17 ±0.63 3.37 ±0.61 3.30 ±0.62 3.53 ±0.65 3.57 ±0.83 3.63 ±0.64 

กล่ิน 3.33 ±0.61abc 3.40 ±0.69 abc 2.87 ±0.37 c 3.03 ±0.47 bc 3.47 ±0.65 ab 3.63 ±0.71 a 

รสชาติ 4.57 ±1.41 a 4.40 ±1.12 a 3.20 ±0.54 c 3.37 ±0.60 bc 3.63 ±0.59 bc 3.77 ± 0.68 b 

ความชอบ

โดยรวม 

4.37 ±1.12a 4.30 ±1.02 a 3.03 ±0.66 c 3.10 ±0.69 bc 3.47 ±0.66 bc 3.77 ±0.77 b 

a-c: ตวัอกัษรท่ีต่างกนัในแถวเดียวมีความแตกต่างกนัอยา่งมีนยัสาํคญั (p ≤ 0.05), n = 30 

ns: ไม่แตกต่างกนัอยา่งมีนยัสาํคญั เม่ือเปรียบเทียบในแถวเดียวกนั (p ≥ 0.05), n = 30 
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นํ้าสม้สายชูหมกัจากซงัขนุนและเมล็ดขนุนสูตรเติมนํ้ าผึ้งมีรสชาติและความชอบโดยรวมสูงท่ีสุด อยา่งมี

นยัสาํคญัทางสถิติ (p ≤ 0.05) อยูร่ะดบั 4 หมายถึง ชอบ  นํ้ าส้มสายชูหมกัจากเมล็ดขนุนสูตรเติมนํ้ าเสาวรสไดรั้บ

การยอมรับดา้นกล่ินมากท่ีสุด คะแนนอยูร่ะดบั 3 หมายถึง พอใช ้ส่วนการยอมรับดา้นสี ไม่มีความแตกต่างอยา่งมี

นยัสาํคญัทางสถิติ (p ≥ 0.05) 

 

ตารางที ่5. ผลการทดสอบคุณภาพทางประสาทสมัผสัของผลิตภณัฑน์ํ้ าสม้สายชูหมกั 

คุณลกัษณะ

ทางประสาท

สมัผสั 

นํ้าสลดัใส ซอสพริก พริกนํ้ าสม้ 

ซงัขนุน เมลด็ขนุน ซงัขนุน เมลด็ขนุน ซงัขนุน เมลด็ขนุน 

สี ns 3.37 ±0.87 3.07 ±0.64 ns 3.40 ±0.52 3.83 ±1.05 ns 1.30 ±0.36 1.43 ±0.41 

กล่ิน ns 3.73 ±0.61 3.83 ±0.68 ns 2.93 ±0.62 3.50 ±0.89 ns 1.90 ±0.25 2.03 ±0.37 

รสชาติ ns 4.10 ±1.00 4.07 ±0.87 ns 3.97 ±0.84 4.13 ±0.90 ns 2.57 ±0.74 2.63 ±0.65 

ความชอบ

โดยรวม 

ns 4.50 ±1.24  4.33 ±1.05 ns 3.87 ±0.73  4.00 ±0.81 ns 1.67 ±0.58  1.70 ±0.61 

ns: ไม่มีความแตกต่างกนัอยา่งมีนยัสาํคญั เม่ือเปรียบเทียบผลิตภณัฑเ์ดียวกนัของซงัขนุนและเมลด็ขนุนดว้ย t-test, n 

= 30 

 

ผลิตภณัฑน์ํ้ าส้มสายชูหมกัท่ีมีความชอบโดยรวมเรียงจากมากไปนอ้ย คือ นํ้ าสลดัใส ซอสพริก และพริก

นํ้ าส้ม ตามลาํดบั โดยนํ้ าสลดัใสจากซังและเมล็ดขนุน และซอสพริกจากเมล็ดขนุนมีคะแนนอยูร่ะดบั 4 หมายถึง 

ชอบ  ส่วนพริกนํ้ าส้มจากซงัและเมล็ดขนุนมีสี กล่ิน รสชาติ และความชอบโดยรวมคะแนนอยูร่ะดบั 1-2 หมายถึง 

ไม่ชอบ เน่ืองจากผูชิ้มเคยชินกบัการใชพ้ริกนํ้ าส้มท่ีขาวใส ในขณะท่ีผลิตภณัฑ์ท่ีเตรียมไดจ้ากซงัขนุนมีสีเหลือง

อ่อน ส่วนเมลด็ขนุนมีสีขาว และขุ่น 

 

สรุปผลการทดลอง 

ซังขนุน และเมล็ดขนุนสามารถนาํมาเป็นวตัถุดิบในการผลิตนํ้ าส้มสายชูหมกัได ้เน่ืองจากมีปริมาณ

คาร์โบไฮเดรตอยู่สูง ในกระบวนการผลิตตอ้งนาํซังขนุนมาย่อยด้วยเอนไซม์เซลลูเลส และเมล็ดขนุนย่อยด้วย

เอนไซม์เอนไซมแ์อลฟา-แอมีเลสและกลูโคแอมีเลส แลว้นาํมาหมกัดว้ยเช้ือ Saccharomyces cerevisiae TISTR 

5049 ท่ีปริมาณเช้ือร้อยละ 4 เป็นเวลา 3 วนั ใหเ้อทานอลประมาณร้อยละ 10 และหมกัต่อดว้ย Acetobacter aceti 

TISTR 354  ปริมาณเช้ือร้อยละ 10 ท่ีเวลา 7 วนั  ใหป้ริมาณกรดแอซีติกสูงสุดของซงัขนุนและเมลด็ขนุนอยูท่ี่ร้อยละ  
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4.5 และ 5.2 ตามลาํดบั นํ้ าส้มสายชูหมกัจากซงัขนุน และเมล็ดขนุนมีธาตุอาหารท่ีเป็นประโยชน์ต่อสุขภาพ ไดแ้ก่ 

แคลเซียม แมกนีเซียม ฤทธ์ิการตา้นอนุมูลอิสระและวิตามีนซี จึงมีศักยภาพในการพฒันาเป็นเคร่ืองด่ืมและ

ผลิตภณัฑ์สุขภาพอ่ืนต่อไป ดา้นการผลิตในเชิงการคา้สามารถทาํไดเ้น่ืองจากวตัถุดิบ คือ ซงัขนุนและเมล็ดขนุนมี

ตลอดปี แต่การย่อยดว้ยเอนไซมเ์กรดวิเคราะห์ ซ่ึงมีราคาแพงทาํให้ตน้ทุนสูง ไม่คุม้ค่าต่อการลงทุน อาจตอ้งใช้

เอนไซมเ์กรดทางการคา้  และจากงานวจิยัน้ีใชป้ริมาณเอนไซมไ์ม่เกิน 1 % แต่ใหผ้ลการยอ่ยท่ีสมบูรณ์แทบไม่มีกาก

เหลือท้ิง จึงนบัวา่มีศกัยภาพในการนาํไปใช ้
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เลขช้ีกาํลงัสองคร้ัง-ทูกโีดยใช้ค่าพสัิยเคลือ่นที ่

On designing of double exponentially weighted moving 

average-Tukey control chart based on moving range  
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บทคดัย่อ 

งานวิจยัน้ีมีวตัถุประสงคเ์พ่ือเสนอแผนภูมิควบคุมผสมค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ีถ่วงนํ้ าหนกัแบบเลขช้ีกาํลงัสอง

คร้ัง-ทูกี (double exponentially weighted moving average-Tukey control chart: DEWMA-Tukey) โดยใชค้่าพิสยั

เคล่ือนท่ีเพ่ือตรวจจบัการเปล่ียนแปลงความผนัแปรของกระบวนการ เม่ือกระบวนการมีลกัษณะแบบสมมาตรและ

ไม่สมมาตร และเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงค่าความผนัแปรกบัแผนภูมิควบคุมของ

ทูกี (Tukey’s control chart: Tukey) และแผนภูมิควบคุมค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ีถ่วงนํ้ าหนกัแบบเลขช้ีกาํลงัสองคร้ัง 

(double exponentially weighted moving average control chart: DEWMA) และแผนภูมิควบคุมผสมค่าเฉล่ีย

เคล่ือนท่ีถ่วงนํ้ าหนกัแบบเลขช้ีกาํลงัสองคร้ัง-ทูกี (double exponentially weighted moving average-Tukey control 

chart: DEWMA-Tukey) เกณฑท่ี์ใชใ้นการวดัประสิทธิภาพ คือ ความยาวรันเฉล่ียเม่ือกระบวนการไม่อยูภ่ายใตก้าร

ควบคุม (out of control average run length: ARL0) กาํหนดค่าความยาวรันเฉล่ียเม่ือกระบวนการอยูภ่ายใตก้าร

ควบคุม (in control average run length: ARL1) เท่ากบั 370 และ 500 โดยประมาณค่า ARL1 จากวธีิการจาํลองแบบ

มอนติคาร์โล     พบวา่ เม่ือ   ARL0=370   และคาบการหาค่าพิสยัเคล่ือนท่ีเท่ากบั   2,   3  และ  10    แผนภูมิควบคุม  
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DEWMA-Tukey มีประสิทธิภาพในการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงในการกระจายของกระบวนการดีกว่าแผนภูมิ

ควบคุม DEWMA และแผนภูมิควบคุมของ Tukey เม่ือกระบวนการมีลกัษณะสมมาตรและไม่สมมาตรในทุกระดบั

การเปล่ียนแปลงของพารามิเตอร์รูปร่าง 

 

คาํสําคญั: แผนภูมิควบคุมไม่อิงค่าพารามิเตอร์, การกระจาย, ความยาวรันเฉล่ีย, ค่าพิสัยเคล่ือนท่ี, วธีิการจาํลองแบบ

มอนติคาร์โล 

 

Abstract 

The objectives of this research are to present a mixed double exponentially weighted moving average-

Tukey’s control chart (DEWMA-Tukey) using a moving range to detect process variation, when the process is 

symmetric and asymmetric, and to compare performance in detecting variation among Tukey's control chart 

(Tukey), double exponentially weighted moving average control chart (DEWMA), exponentially weighted 

moving average-Tukey control chart (EWMA-Tukey) and double exponentially weighted moving average-

Tukey’s control chart (DEWMA-Tukey). Criteria used to determine performance is the out of control average run 

length
 
(ARL1) when in control average run length is given to 370 and 500. The numerical results are obtained 

from the Monte Carlo simulation. It is found that when the ARL0=370 and the width of moving range (MR) is set 

at 1, 3 and 10. The performance of DEWMA-Tukey is superior to the DEWMA and Tukey control charts for 

detecting changes in process variation for both of symmetric and asymmetric distribution and all magnitudes of 

change. 

 

Keywords: nonparametric control chart, dispersion, moving range, average run length, Monte Carlo simulation 

method 

 

บทนํา 

ปัจจุบันการควบคุมคุณภาพของการผลิตใช้กันอย่างแพร่หลายในโรงงานอุตสาหกรรม เน่ืองจากใน

โรงงานอุตสาหกรรมมีจุดประสงค์หลกัท่ีตอ้งการทาํให้ผลิตภณัฑ์ให้ตรงตามคุณสมบัติท่ีวางแผนไว  ้ทั้ งน้ีใน

กระบวนการผลิตนั้นอาจเกิดความผนัแปร ซ่ึงความผนัแปรของกระบวนการผลิตนั้นแบ่งออกเป็น 2 ประเภท 

ประเภทท่ีหน่ึงคือความผนัแปรท่ีไม่สามารถระบุสาเหตุได ้(chance variation) เป็นความผนัแปรท่ีเกิดข้ึนเลก็นอ้ยไม่

มีความรุนแรง ถือว่าเป็นเร่ืองปกติท่ีสามารถเกิดข้ึนโดยทั่วไป ประเภทท่ีสองคือ ความผนัแปรท่ีระบุสาเหตุได ้

(assignable variation)  เป็นความผนัแปรท่ีสร้างผลกระทบสูง  เกิดความรุนแรงต่อกระบวนการผลิต   ความผนัแปร 
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ชนิดน้ีจาํเป็นตอ้งหาสาเหตุให้ได ้ซ่ึงอาจมีสาเหตุมาจาก 4 ปัจจยั คือ เคร่ืองจกัร (machine) วตัถุดิบ (material) คน 

(man) และวธีิการทาํงาน (method) เคร่ืองมือทางสถิติท่ีมีความสาํคญัในการควบคุมกระบวนการผลิตคือ แผนภูมิ

ควบคุม (control chart) ในปี ค.ศ. 1931 Shewhart ไดเ้สนอการใชแ้ผนภูมิควบคุม (Shewhart, 1931) ซ่ึงเป็นเคร่ืองมือ

ท่ีมีประสิทธิภาพใชใ้นการตรวจสอบการเปล่ียนแปลงของกระบวนการผลิต แบ่งเป็น 2 ประเภท คือแผนภูมิควบคุม

ท่ีใชก้บัลกัษณะของคุณภาพผลิตภณัฑท่ี์ไดจ้ากการชัง่ ตวง วดั หรือลกัษณะขอ้มูลเชิงปริมาณ เรียกวา่แผนภูมิควบคุม

เชิงผนัแปร (control charts for variables) เช่น แผนภูมิควบคุมค่าเฉล่ีย ( X chart) หรือ แผนภูมิควบคุมพิสยั (R chart) 

โดยใชเ้ม่ือขนาดตวัอย่างย่อยขนาดเล็ก ( 10n < ) ซ่ึงทั้งสองแผนภูมินิยมใชคู้่กนัเสมอ เน่ืองจากความผนัแปรมี

ความสาํคญัมากกวา่ค่าเฉล่ียของกระบวนการผลิต โดยอาจควบคุมค่าเฉล่ียตามเป้าหมายได ้แต่เกิดความผนัแปรสูง 

จึงไม่เป็นผลดีกบักระบวนการผลิต และเม่ือขนาดตวัอยา่งยอ่ยมีขนาดใหญ่ ( 10n ≥ ) แผนภูมิควบคุมส่วนเบ่ียงเบน

มาตรฐาน (S chart) จึงถูกนาํมาใชแ้ทนแผนภูมิควบคุมพิสยั และเม่ือขนาดตวัอยา่งยอ่ยมีค่าเท่ากบัหน่ึง ( 1)n = จะใช้

แผนภูมิควบคุมขอ้มูลตวัอยา่งเดียว (X chart) และแผนภูมิควบคุมค่าพิสัยเคล่ือนท่ี (MR chart) สาํหรับแผนภูมิ

ประเภทท่ี 2 ใชก้บัลกัษณะของคุณภาพผลิตภณัฑท่ี์เกิดจากของเสีย รอยตาํหนิ รอยขีดข่วน หรือลกัษณะขอ้มูลเชิง

นบั หรือเชิงคุณลกัษณะ เช่น ผลิตภณัฑเ์สีย ผลิตภณัฑท่ี์มีรอยตาํหนิ เรียกวา่ แผนภูมิควบคุมเชิงคุณลกัษณะ (control 

charts for attributes) ไดแ้ก่ แผนภูมิควบคุมสดัส่วนของเสีย (p chart) แผนภูมิควบคุมจาํนวนของเสีย (np chart) 

แผนภูมิควบคุมจาํนวนรอยตาํหนิหรือขอ้บกพร่อง (c chart) และแผนภูมิควบคุมรอยตาํหนิหรือขอ้บกพร่องต่อหน่วย 

(u chart) แผนภูมิท่ีกล่าวมาขา้งตน้เหมาะสมกบัการเปล่ียนแปลงขนาดใหญ่ ( 1.5 )δ σ≥ (Montgomery, 2009) และ

เม่ือขนาดการเปล่ียนแปลงมีขนาดเลก็ ( 1.5 )δ σ<  ไดมี้นกัวิจยัเสนอแผนภูมิควบคุมต่าง ๆ โดยในปี ค.ศ. 1954 

Page เสนอแผนภูมิควบคุมรวมสะสม (cumulative sum control chart: CUSUM) เป็นการรวมสะสมของผลต่างของ

ค่าเฉล่ียของกระบวนการและค่าเฉล่ียของค่าสงัเกตท่ีสนใจนาํมาพลอ็ตลงในแผนภูมิควบคุม (Page, 1954) ต่อมาในปี 

ค.ศ. 1959 Roberts เสนอแผนภูมิควบคุมค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ีถ่วงนํ้ าหนกัแบบเลขช้ีกาํลงั (exponentially weighted 

moving average: EWMA) ใชใ้นการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงค่าเฉล่ียของกระบวนการผลิตโดยใหค้วามสาํคญักบั

ขอ้มูลในอดีต (Roberts, 1959) และในปี ค.ศ. 1994 Butler และ Stefani เสนอแผนภูมิควบคุมค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ีถ่วง

นํ้ าหนกัแบบเลขช้ีกาํลงัสองคร้ัง (double exponentially weighted moving average: DEWMA) (Butletr & Stefani, 

1994) โดยแผนภูมิควบคุม DEWMA พฒันามาจากแผนภูมิควบคุม EWMA ไดจ้ากการถ่วงนํ้ าหนกัแบบเลขช้ีกาํลงั

สองคร้ังหรือการทาํซํ้ าเป็นคร้ังท่ีสองของแผนภูมิควบคุม EWMA และในปี ค.ศ. 2013 Alkahtani เสนอผลการ

เปรียบเทียบประสิทธิภาพของแผนภูมิควบคุม DEWMA และแผนภูมิควบคุม EWMA (Alkahtani, 2013) ผล

การศึกษาพบว่าแผนภูมิควบคุม DEWMA มีประสิทธิภาพดีกว่าแผนภูมิควบคุม EWMA เม่ือตรวจจับการ

เปล่ียนแปลงท่ีมีขนาดเล็กซ่ึงแผนภูมิควบคุมท่ีนาํเสนอไปเบ้ืองตน้เป็นแผนภูมิท่ีตอ้งอาศยัค่าพารามิเตอร์และตอ้ง

ทราบลกัษณะการแจกแจงของประชากร สาํหรับขอ้มูลท่ีไม่ทราบการแจกแจงหรือไม่ทราบคุณลกัษณะประชากรจึง

ไม่สามารถใชแ้ผนภูมิดงักล่าวได ้
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ดงันั้นแผนภูมิควบคุมไม่อิงค่าพารามิเตอร์ (nonparametric control chart) จึงเป็นแผนภูมิทางเลือกในการ

ตรวจจบัการเปล่ียนแปลงของค่าพารามิเตอร์ของกระบวนการ ซ่ึงเป็นแผนภูมิท่ีไดรั้บความนิยมไดแ้ก่ แผนภูมิ

ควบคุมของทูกี (Tukey control chart: Tukey) เสนอโดย Alemi ในปี ค.ศ. 2004 โดยแผนภูมิควบคุมของ Tukey 

ออกแบบเพ่ือการตรวจสอบเม่ือขนาดตวัอยา่งเท่ากบั 1 และเป็นแผนภูมิควบคุมไม่อิงค่าพารามิเตอร์ท่ีมีความแกร่ง

ต่อการแจกแจงปกติ และการแจกแจงไม่เป็นปกติ (Alemi, 2004)  ในปี ค.ศ. 2012 Sukparungsee ไดเ้สนอแผนภูมิ

ควบคุมของ Tukey โดยมีขีดจาํกดัควบคุมสมมาตรและไม่สมมาตร เม่ือกระบวนการแจกแจงปกติ และการแจกแจง

ไม่เป็นปกติ ผลการศึกษาพบวา่แผนภูมิควบคุมของ Tukey ท่ีมีขีดจาํกดัควบคุมไม่สมมาตรนั้น มีความแกร่งต่อการ

แจกแจงไม่เป็นปกติมากกวา่กรณีท่ีใชขี้ดจาํกดัควบคุมสมมาตร (Sukparungsee, 2012) 

 งานวจิยัน้ีจึงนาํขอ้ดีของแผนภูมิควบคุมของ Tukey ในประเด็นของการไม่อิงค่าพารามิเตอร์และแผนภูมิ

ควบคุม DEWMA ในประเด็นของการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงขนาดเล็กไดดี้มารวมกนั และเสนอแผนภูมิควบคุม

ผสมใหม่ช่ือวา่ “แผนภูมิควบคุมค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ีถ่วงนํ้ าหนักแบบเลขช้ีกาํลงัสองคร้ัง-ทูกี ( double exponentially 

weighted moving average-Tukey’s control chart: DEWMA-Tukey)” โดยใชค้่าพิสัยเคล่ือนท่ีในการตรวจจบัขนาด

การเปล่ียนแปลงพารามิเตอร์รูปร่าง และเปรียบเทียบประสิทธิภาพกบัแผนภูมิควบคุมของ Tukey แผนภูมิควบคุม 

DEWMA และแผนภูมิควบคุม DEWMA-Tukey  

 

วธีิการทดลอง 

แผนภูมิควบคุมเป็นเคร่ืองมือท่ีใชใ้นการควบคุมคุณภาพของกระบวนการผลิต สามารถตรวจจบัขนาดการ

เปล่ียนแปลงใหญ่ ( 1.5 )δ σ≥  และขนาดการเปล่ียนแปลงเล็ก ( 1.5 )δ σ<  เป็นแผนภูมิควบคุมท่ีใชค้่าพารามิเตอร์ 

เช่น แผนภูมิควบคุมค่าเฉล่ีย แผนภูมิควบคุมพิสัย เป็นตน้ และแผนภูมิควบคุมท่ีไม่ใชค้่าพารามิเตอร์ เช่น แผนภูมิ

ควบคุมของ Tukey สาํหรับการแจกแจงท่ีใชใ้นงานวิจยัน้ีไดแ้บ่งการศึกษาออกเป็น 2 กรณี คือ การแจกแจงท่ีมี

ลกัษณะสมมาตร ไดแ้ก่ การแจกแจงลาปลาซ (Laplace distribution) ดว้ยพารามิเตอร์ 5β = และ 4α =  และการแจก

แจงท่ีมีลกัษณะไม่สมมาตร ไดแ้ก่ การแจกแจงไวบูล (Weibull distribution) ดว้ยพารามิเตอร์ 2β =  และ 1α =  

การแจกแจงแกมมา (gamma distribution) ดว้ยพารามิเตอร์ 4β =  และ 2α =  และการแจกแจงบีตา (beta 

distribution) ด้วยพารามิเตอร์ 5β =  และ 2α =  เป็นตน้ รวมถึงความยาวรันเฉล่ียซ่ึงใชเ้ป็นเกณฑ์ในการ

เปรียบเทียบประสิทธิภาพการตรวจจบัการเปล่ียนในงานวิจยัน้ี โดยแผนภูมิควบคุมใดให้ค่าความยาวรันเฉล่ียเม่ือ

กระบวนการไม่อยูภ่ายใตก้ารควบคุม (ARL1) ตํ่าสุด จะถือวา่แผนภูมินั้นมีประสิทธิภาพในการตรวจจบัดีสุด โดยมี

รายละเอียดของ แผนภูมิควบคุม การแจกแจงท่ีศึกษา และเกณฑ์การวดัประสิทธิภาพในการตรวจจับการ

เปล่ียนแปลง ดงัน้ี  
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1. แผนภูมิควบคุมเป็นหน่ึงในเคร่ืองมือทางสถิติท่ีใชใ้นการควบคุมคุณภาพของกระบวนการผลิต มี

จุดประสงค์หลักในการควบคุมคุณภาพของกระบวนการผลิตเพ่ือให้สามารถทราบถึงปัญหาท่ีเกิดข้ึนกับ

กระบวนการผลิต และมีการใชก้นัอยา่งแพร่หลายในการตรวจสอบคุณภาพของกระบวนการผลิต ในงานวิจยัน้ีได้

ศึกษาแผนภูมิควบคุมของ Tukey แผนภูมิควบคุม DEWMA และแผนภูมิควบคุม DEWMA-Tukey ซ่ึงมีรายละเอียด

ดงัน้ี  

1.1 แผนภูมิควบคุมของทูกี (Tukey’s control chart: Tukey) เป็นแผนภูมิควบคุมประเภทท่ีไม่อิง

ค่าพารามิเตอร์ และสามารถใชก้บักระบวนการท่ีมีลกัษณะสมมาตรและไม่สมมาตร มีขีดจาํกดัควบคุม ดงัน้ี                                   
  

3 1 ( )UCL Q k IQR= +       (1)  

และ         1 1 ( )LCL Q k IQR= −      (2)  

โดยท่ี  1Q และ 3Q คือ ค่าควอไทลท่ี์ 1 และ 3  

                          IQR    คือ ค่าพิสยัควอไทล ์ 3 1Q Q−  

                                   1k    คือ ค่าสมัประสิทธ์ิขีดจาํกดัควบคุมของแผนภูมิควบคุมของ Tukey ท่ีสอดคลอ้งกบัค่า ARL0 

= 370 และ 500 ไดจ้ากการจาํลองดว้ยวธิิมอนติคาร์โล  

1.2 แผนภูมิควบคุมค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ีถ่วงนํ้ าหนกัแบบเลขช้ีกาํลงัสองคร้ัง (double exponentially weighted 

moving average: DEWMA) เสนอโดย Butler & Stefani (1994) กาํหนดให ้( iY ) เป็นตวัสถิติของแผนภูมิควบคุม 

DEWMA ซ่ึงเกิดจากการปรับให้เรียบซํ้ าคร้ังท่ี 2 ของตวัสถิติ EWMA  และกาํหนดใหส้มัประสิทธ์ิตวัถ่วงนํ้ าหนกั

ของค่าสังเกตในอดีต 1 2λ λ λ= = มีค่าอยูร่ะหวา่ง 0 ถึง 1 ในงานวิจยัน้ีกาํหนดให้ λ = 0.05โดยตวัสถิติของ

แผนภูมิควบคุม DEWMA แสดงได ้ดงัน้ี 

   1(1 )i i iY Z Yλ λ −= + −       (3) 

   1(1 )i i iZ X Zλ λ −= + −       (4) 
โดยท่ี iZ  ในสมการท่ี (4)  คือ ตวัสถิติของแผนภูมิควบคุม EWMA 

และ 0( ) ( ) ( )i i iE Y E Z E X µ= = =  

  
2 2 2 2 2 2 2 2 4

2 3

1 (1 ) ( 2 1)(1 ) (2 2 1)(1 ) (1 )( )
(1 (1 ) )

i i i

i
i i i i iV Y λ λ λ λ

λ
λ

+ + + − − + − − + + − − − −
=  − −    

(5) 

จากสมการท่ี (5) เม่ือ i →∞ ความแปรปรวนจะไดด้งัน้ี  

                          

4 2

2 3

(1 (1 ) )( )
(1 (1 ) )

V Y λ λ
λ

+ −
=

− −
     

(6) 

ขีดจาํกดัของแผนภูมิควบคุม DEWMA เม่ือ i →∞  คือ 

                                                              

4 2

0 2 2 3

(1 (1 ) 
(1 (1 ) )

UCL k λ λµ σ
λ

+ −
= +

− −
    (7) 

 

 - 98 - 



The Journal of Applied Science                             Vol. 18 No. 1: 94-115 [2019] 
วารสารวทิยาศาสตรป์ระยกุต ์         doi: 10.14416/j.appsci.2019.05.002 

 

และ

                                               

4 2

0 2 2 3

(1 (1 ) 
(1 (1 ) )

LCL k λ λµ σ
λ

+ −
= −

− −
    (8) 

โดยท่ี  2k คือ ค่าสัมประสิทธ์ิขีดจาํกดัควบคุมของแผนภูมิควบคุม DEWMA ซ่ึงสอดคลอ้งกบัค่า ARL0 = 370 และ 

500 ไดจ้ากการจาํลองดว้ยวธิิมอนติคาร์โล 

           λ  คือ สมัประสิทธ์ิตวัถ่วงนํ้ าหนกัของค่าสงัเกตในอดีต 

1.3 แผนภูมิควบคุมผสมคุมค่าเฉล่ียเคล่ือนท่ีถ่วงนํ้ าหนักแบบเลขช้ีกําลังสองคร้ัง-ทูกี (double 

exponentially weighted moving average-Tukey’s control chart: DEWMA-Tukey) เป็นการนาํแผนภูมิควบคุม 

DEWMA และแผนภูมิควบคุมของ Tukey มารวมกันโดยอาศัยค่าสถิติของแผนภูมิควบคุม DEWMA 

(Supchottharee, 2016) ขีดจาํกดัควบคุมของแผนภูมิควบคุม DEWMA-Tukey แสดงดงัน้ี 

                                              

2

3 3 3

(2 2 ) ( )
(2 )

UCL Q k IQR λ λ λ
λ

− +
= +

−                     
(9)

 
 

และ                                        
2

1 3 3

(2 2 ) ( )
(2 )

LCL Q k IQR λ λ λ
λ

− +
= −

−
                    (10) 

โดยท่ี 1Q
 
และ 3Q  คือ ค่าควอไทลท่ี์ 1 และ 3 

 

     
IQR

  คือ ค่าพิสยัควอไทล ์ 1 3Q Q−
 

              3k   คือ ค่าสมัประสิทธ์ิขีดจาํกดัควบคุมของแผนภูมิควบคุม DEWMA-Tukey ซ่ึงสอดคลอ้งกบัค่า 

ARL0 = 370 และ 500 ไดจ้ากการจาํลองดว้ยวธิิมอนติคาร์โล 

      λ    คือ สมัประสิทธ์ิถ่วงนํ้ าหนกัของค่าสงัเกตในอดีต 

2. การแจกแจงท่ีนาํมาศึกษาในงานวจิยัน้ีแบ่งออกเป็น 2 ลกัษณะ คือ ลกัษณะสมมาตร โดยใช ้การแจกแจง

ลาปลาซ และลกัษณะไม่สมมาตร โดยใชก้ารแจกแจงไวบูล การแจกแจงแกมมา และการแจกบีตา โดยมีรายละเอียด

ดงัน้ี 

2.1 การแจกแจงลาปลาซ หรือการแจกแจกแบบเลขช้ีกาํลงัสองคร้ัง (double exponential distribution) ซ่ึงมี

ลกัษณะสมมาตรคลา้ยกบัการแจกแจงปกติ แต่ต่างกนัตรงช่วงปลาย โดยการแจกแจงลาปลาซนั้นมีช่วงปลายท่ียาว

กวา่การแจกแจงปกติ สามารถนาํไปใชใ้นการศึกษาอตัราการเติบโตขององคก์รในช่วงเวลาท่ีสนใจเพ่ือประโยชน์ใน

การวางแผนงานขององคก์ร กาํหนดค่าพารามิเตอร์ 5β = และ 4α =  

ฟังกช์นัการแจกแจงของความน่าจะเป็น (probability density function: pdf) คือ 

                                         

( ) 1| , e ,  0 ,
2

 

α
βα β β

β

− 
−  
 = > −∞ < < ∞

x

f x x                   (11) 

โดยค่าเฉล่ีย คือ ( )E X α=  และความแปรปรวน คือ ( ) 22Var X β=  
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2.2 การแจกแจงไวบูล  มีลกัษณะการแจกแจงไม่สมมาตรซ่ึงการแจกแจงไวบูล มีความเก่ียวขอ้งและพฒันา

มาจากการแจกแจงเลขช้ีกาํลงั การแจกแจงปัวซง และการแจกแจงแกมมา ซ่ึงนิยมใชท้างวศิวกรรมศาสตร์ในการ

ทดสอบอายกุารใชง้านของอุปกรณ์ หรือระบบ มีลกัษณะคลา้ยการแจกแจงแบบเลขช้ีกาํลงั และทางดา้นคณิตศาสตร์

ประกันภยันิยมใช้วิเคราะห์ความเช่ือถือได้ (reliability) หรือความเส่ียง (risk) กาํหนดค่าพารามิเตอร์ 2β =

และ 1α =  

ฟังกช์นัการแจกแจงของความน่าจะเป็น คือ                        

 ( )
1

| , ,  0,  0,  0  
ββ

αβα β α β
α β

−  − 
  

= ≥ > > 
 

xxf x e x                        (12) 

โดยค่าเฉล่ีย คือ
 

( ) 11E X α
β

 
= Γ + 

 
  และความแปรปรวน คือ

 

( )
2

2 2 11 1Var X a
β β

      = Γ + − Γ +    
      

 

 2.3 การแจกแจงแกมมา เป็นการแจกแจงท่ีเป็นรูปทัว่ไปของการแจกแจงแบบเลขช้ีกาํลงัมีค่าเฉล่ียเท่ากบั 

1
λ

 โดยท่ี 0λ >  เป็นตวัแปรสุ่มหมายถึงระยะเวลารอคอยจนกระทัง่เหตกุารณ์แรกท่ีสนใจเกิดข้ึน และเม่ือเหตกุารณ์

ท่ีสนใจนั้นถูกกาํหนดดว้ยการแจกแจงปัวซงท่ีมีค่าเฉล่ีย λ  โดยท่ี X เป็นตวัแปรสุ่มแทนเวลาท่ีรอคอยจนกระทัง่เกิด

เหตุการณ์ท่ีสนใจคร้ังท่ี k เป็นตวัแปรสุ่มของการแจกแจงแกมมาท่ีพารามิเตอร์ 1,  kα β
λ

= =  และเป็นหน่ึงในการ

แจกแจงท่ีใชศึ้กษาเก่ียวกบัระยะเวลารอคอยจนเกิดเหตุการณ์ท่ีสนใจศึกษา เช่น ระยะเวลารอคอยจนกระทัง่มีลูกคา้

เขา้มาใชบ้ริการตูฝ้ากเงิน กาํหนดค่าพารามิเตอร์ 4β =  และ 2α =  

ฟังกช์นัการแจกแจงของความน่าจะเป็น คือ 

                     
( ) ( )

1| , e ,  0,  0,  0  f x x x
α

α βαβα β α β
α

− −= ≥ > >
Γ

                  
      (13)

                     

โดยค่าเฉล่ีย คือ ( )E X α
β

=  และความแปรปรวน คือ ( ) 2Var X a
β

=  

 2.4 การแจกบีตา เป็นการแจกแจงแบบต่อเน่ืองและมีลกัษณะการแจกแจงสมมาตรโดยท่ีตวัแปรสุ่ม

ต่อเน่ือง X  เป็นตวัแปรสุ่มของการแจกแจงบีตาท่ีพารามิเตอร์ ( , )α β  และฟังก์ชนัการแจกแจงความน่าจะเป็นมี

ความสมัพนัธ์กบัฟังก์ชนัแกมมา ซ่ึงมีพิสยัจาํกดั α  ถึง β  โดยการแจกแจงบีตานั้น ใชก้ารศึกษาดา้นการวจิยัทาง

การแพทยใ์นแขนงต่างๆ กาํหนดค่าพารามิเตอร์ 5β = และ 2α =  

ฟังกช์นัการแจกแจงของความน่าจะเป็น คือ 

       ( ) 1 1( )| , (1 ) ;0 1
( ) ( )

 

f x x x xα βα βα β
α β

− −Γ +
= − < <
Γ + Γ                 (14)

                   

โดยค่าเฉล่ีย ( ) α
α β

=
+

E X  และความแปรปรวนคือ ( ) 2( ) ( 1)
αβ

α β α β
=

+ + +
Vαr X        
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 3. ความยาวรันเฉล่ีย (average run length) คือ จาํนวนค่าสังเกตท่ีใชต้รวจสอบกระบวนการผลิต เม่ือ

กระบวนการผลิตอยูภ่ายใตก้ารควบคุมก่อนกระบวนการออกนอกขีดจาํกดัควบคุมเป็นคร้ังแรก ซ่ึงค่าความยาวรัน

เฉล่ียแบ่งออกเป็น 2 กรณี คือ 1) ความยาวรันเฉล่ียเม่ือกระบวนการผลิตอยูภ่ายใตก้ารควบคุม แทนดว้ย 0ARL  และ 

2) ความยาวรันเฉล่ียเม่ือกระบวนการผลิตไม่อยู่ภายใตก้ารควบคุม แทนดว้ย 1ARL  ซ่ึงการหาค่าความยาวรันเฉล่ีย

สามารถหาไดห้ลายวธีิ เช่น วธีิสมการปริพนัธ์ (integral equation) (Krasin et al., 2012) และวธีิลูกโซ่มาร์คอฟ 

(Markov chain approach) (Ngamsopasirisakun et al., 2012) วธีิการมาร์ติงเกิล (Martingale) วิธีจากสูตรสําเร็จ 

(Kaewsrikhaw et al., 2012) และวธีิการจาํลองแบบมอนติคาร์โล (Monte Carlo simulation) (Supchottharee, 2016) 

เป็นตน้ ซ่ึงในงานวิจยัน้ีใชว้ิธีการจาํลองแบบมอนติคาร์โล ใช้ในการหาค่า ARL  ซ่ึงเป็นวิธีพ้ืนฐานใชใ้นการ

ตรวจสอบความถูกตอ้งในการหาค่า ARL กาํหนดค่าความยาวรันเฉล่ียภายใตข้อบเขตการควบคุม (ARL0) = 370 

และ 500 ค่าความยาวรันเฉล่ียจากวธีิมอนติคาร์โลคาํนวณไดด้งัน้ี 

                                                 
1==
∑
M

t
t

RL
ARL

M
                (15) 

และส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของค่าความยาวรันเฉล่ีย คือ 

                                               

2

1
( )

1

M

t
t

RL ARL
SDRL

M
=

−
=

−

∑
                (16) 

โดยท่ี SDRL  คือ ค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของค่า RL  

           M  คือ จาํนวนคร้ังการทาํซํ้ าของการจาํลองขอ้มูล 

              tRL  คือ จาํนวนตวัอย่างท่ีถูกตรวจสอบจนกระทั่งพบว่ามีกระบวนการออกนอกขีดจาํกัดในการจาํลอง

ขอ้มูลคร้ังท่ี t  
 

ผลและวจิารณ์ผลการทดลอง 

 ในงานวิจยัน้ีเปรียบเทียบประสิทธิภาพของแผนภูมิควบคุม Tukey, DEWMA, DEWMA-Tukey และ 

EWMA-Tukey สาํหรับการแจกแจงไวบูล การแจกแจงแกมมา โดยค่า ARLS จากแผนภูมิควบคุม EWMA-Tukey 

นาํมาจากผลการวจิยัของ (Mongkoltawat et al., 2017) สําหรับการแจกแจงบีตา จะเปรียบเทียบประสิทธิภาพของ

แผนภูมิควบคุม Tukey, DEWMA และDEWMA-Tukey ในการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงของค่าพารามิเตอร์รูปร่าง

โดยใชค้่าพิสัยเคล่ือนท่ี เกณฑท่ี์ใชใ้นการวดัประสิทธิภาพ คือ ค่า ARL1 ซ่ึงประมาณค่าไดจ้ากวิธีการจาํลองแบบ

มอนติคาร์โล เพ่ือหาค่าสมัประสิทธ์ิของขีดจาํกดัควบคุม 1 2,  k k , 3k และ 4k  ของแต่ละแผนภูมิควบคุมใหส้อดคลอ้ง

กบัค่าความยาวรันเฉล่ีย (in control average run length: ARL0) และกาํหนดใหจ้าํนวนรอบของการทาํซํ้ าดว้ยการ

จาํลองแบบมอนติคาร์โล   500,000   รอบ     และกาํหนดค่าความยาวรันเฉล่ียเม่ือกระบวนการอยูภ่ายใตก้ารควบคุม  
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เท่ากบั 370 และ 500 และขนาดตวัอยา่ง (m) เท่ากบั 3,000 โดยใชค้าบเวลาในการหาค่าพิสัยเคล่ือนท่ี (MR) เท่ากบั 2, 

3 และ 10 การแจกแจงท่ีใชใ้นการศึกษาในงานวจิยัแบ่งออกเป็นการแจกแจงท่ีมีลกัษณะไม่สมมาตร คือ การแจกแจง

ไวบูล การแจกแจงแกมมา และการแจกแจงบีตา และการแจกแจงท่ีมีลกัษณะสมมาตร คือ การแจกแจงลาปลาซ โดย

มีผลการวจิยัท่ีแสดงดงัตารางท่ี 1-8 ดงัน้ี    

 

ตารางที่ 1. ค่า ARLs ของแผนภูมิควบคุมของ Tukey, DEWMA, DEWMA-Tukey และEWMA-Tukey ภายใต้

กระบวนการมีการแจกแจง Weibull (2,1) และ ARL0 = 370  

 

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey EWMA-Tukey 

 
1k = 4.118 

2k = 19.691 
3k = 0.0239 4k  = 1.488 

2 1 370.0± 0.152 370.810± 0.431 370.0± 0.210 370.97± 0.52 

 1.2 308.472± 0.529 208.919± 0.212 128.419± 0.034 252.61± 0.03 

 1.4 259.197± 0.394 106.337± 0.074 66.217± 0.018 229.46± 0.01 

 1.6 194.367± 0.294 74.723± 0.038 53.611± 0.011 121.09± 0.01 

 1.8 170.239± 0.265 37.881± 0.031 19.659± 0.008 86.61± 0.00 

 2 131.015± 0.177 24.008± 0.012 11.718± 0.005 33.77± 0.00 

 2.5 48.717± 0.064 8.811± 0.003 2.469± 0.002 9.76± 0.00 

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey 

  
1k = 4.0981 

2k = 13.7101 
3k = 1.193 

3 1 370.112± 0.105 370.611± 0.128 370.116± 0.531 

 1.2 359.411± 0.425 324.750± 0.218 293.100± 0.114 

 1.4 300.321± 0.322 289.516± 0.222 201.411± 0.235 

 1.6 287.456± 0.312 256.439± 0.173 109.343± 0.112 

 1.8 259.326± 0.719 197.390± 0.128 80.778± 0.192 

 2 200.431± 0.417 187.11± 0.670 41.921± 0.812 

 2.5 189.911± 0.123 154.32± 0.417 19.432± 0.984 

หมายเหต ุ:  ±  คือ ค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของค่า ARL1  และตวัเอียงเป็นค่า ARL1 ตํ่าสุด 
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ตารางที่ 1. (ต่อ) ค่า ARLs ของแผนภูมิควบคุมของ Tukey, DEWMA, DEWMA-Tukey และEWMA-Tukey ภายใต้

กระบวนการมีการแจกแจง Weibull (2,1) และ ARL0 = 370  

 

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey 

  
1k = 2.187 

2k = 14.2091 
3k = 1.0397 

10 1 370.67± 0.0138 370.1032± 0.018 370.519± 0.023 

 1.2 333.489± 0.261 303.118± 0.015 276.965± 0.338 

 1.4 251.039± 0.258 261.449± 0.013 230.091± 0.335 

 1.6 222.618± 0.324 243.894± 0.0011 179.610± 0.324 

 1.8 187.518± 0.331 194.194± 0.009 140.936± 0.322 

 2 163.194± 0.286 177.619± 0.007 71.323± 0.255 

 2.5 134.651± 0.301 105.441± 0.005 38.551± 0.234 

หมายเหต ุ:  ±  คือ ค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของค่า ARL1  และตวัเอียงเป็นค่า ARL1 ตํ่าสุด 

 

ตารางที่ 2. ค่า ARLs ของแผนภูมิควบคุมของ Tukey, DEWMA, DEWMA-Tukey และ EWMA-Tukey ภายใต้

กระบวนการมีการแจกแจง Gamma (4,2) และ ARL0 = 370 

 

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey EWMA-Tukey 

 
1k = 4.2011 

2k = 12.291 
3k = 3.4619 4k  = 2.38 

2 1 370.016± 0.026 370.195± 0.193 370.840± 0.311 370.94± 0.43 

 1.2 361.238± 0.516 311.915± 0.477 240.104± 0.402 241.80± 0.40 

 1.4 229.604± 0.333 197.231± 0.308 172.229± 0.107 199.87± 0.29 

 1.6 168.446± 0.239 145.619± 0.248 100.578± 0.058 121.56± 0.17 

 1.8 124.693± 0.174 119.933± 0.091 47.681± 0.042 51.46± 0.07 

 2 92.597± 0.134 69.507± 0.084 27.669± 0.004 21.39± 0.03 

 2.5 75.751± 0.125 56.819± 0.092 6.109± 0.004 18.79± 0.03 
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ตารางที ่2. (ต่อ) ค่า ARLs ของแผนภูมิควบคุมของ Tukey, DEWMA, DEWMA-Tukey และ EWMA-Tukey ภายใต้

กระบวนการมีการแจกแจง Gamma (4,2) และ ARL0 = 370 

 
 

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey 

  
1k = 4.2011 

2k = 12.291 3k  = 2.38 

3 1 370.112± 0.105 370.611± 0.128 370.421± 0.531 

 1.2 369.121± 0.425 352.120± 0.218 283.010± 0.114 

 1.4 321.941± 0.422 301.116± 0.412 231.361± 0.325 

 1.6 291.16± 0.712 243.332± 0.173 193.87± 0.152 

 1.8 267.196± 0.319 201.180± 0.128 149.21± 0.192 

 2 259.411± 0.647 177.291± 0.130 121.321± 0.812 

 2.5 201.191± 0.513 142.563± 0.756 97.112± 0.714 

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey 

  
1k = 2.418 

2k = 15.691 
3k  = 0.939 

10 1 370.947± 0.251 370.991± 0.104 370.146± 0.148 

 1.2 322.257± 0.257 313.081± 0.972 228.173± 0.142 

 1.4 301.411± 0.142 297.143± 0.927 193.144± 0.614 

 1.6 284.256± 0.253 211.263± 0.013 101.641± 0.091 

 1.8 216.285± 0.042 193.863± 0.051 81.64± 0.082 

 2 197.845± 0.095 121.732± 0.023 63.275± 0.032 

 2.5 152.91± 0.024 93.723± 0.0112 48.275± 0.092 

  หมายเหต ุ:  ±  คือ ค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของค่า ARL1  และตวัเอียงเป็นค่า ARL1 ตํ่าสุด 

 

จากตารางท่ี 1 เปรียบเทียบค่าความยาวรันเฉล่ีย ARL1 เม่ือกระบวนการมีการแจกแจง Weibull (2,1) และ

ค่า ARL0 = 370 โดยใชค้าบเวลาในการหาค่าพิสัยเคล่ือนท่ี MR = 2, 3 และ 10 แผนภูมิควบคุมท่ีนาํเสนอใหม่ 

DEWMA-Tukey มีประสิทธิภาพในการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงดีกวา่แผนภูมิควบคุมของ Tukey แผนภูมิควบคุม 

DEWMA และแผนภูมิควบคุม EWMA-Tukey ในทุกระดบัขนาดการเปล่ียนแปลงของพารามิเตอร์รูปร่าง  
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ตารางที ่3. ค่า ARLs ของแผนภูมิควบคุมของ Tukey, DEWMA และ DEWMA-Tukey ภายใตก้ระบวนการมีการแจก

แจง Beta (5,2) และ ARL0 = 370   

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey 

 
1k =6.591 

2k = 19.0023 
3k = 2.1402 

2 1 370.451 ± 0.491 370.327± 0.172 370.013± 0.045 

 1.2 291.544± 0.291 275.591± 0.284 241.627± 0.013 

 1.4 250.484± 0.212 220.719± 0.152 177.511± 0.011 

 1.6 234.648± 0.185 170.944± 0.018 76.598± 0.009 

 1.8 198.449± 0.136 135.501± 0.038 50.943± 0.008 

 2 120.994± 0.118 107.623± 0.006 34.594± 0.005 

 2.5 98.184± 0.109 93.849± 0.007 3.189± 0.003 

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey 

  
1k = 3.2116 

2k = 13.901 
3k = 0.3210 

3 1 370.67± 0.0138 370.1032± 0.018 370.519± 0.023 

 1.2 333.489± 0.261 303.118± 0.015 276.965± 0.338 

 1.4 251.039± 0.258 261.449± 0.013 130.091± 0.335 

 1.6 222.618± 0.324 243.894± 0.0011 79.610± 0.324 

 1.8 187.518± 0.331 194.194± 0.009 50.936± 0.322 

 2 163.194± 0.286 177.619± 0.007 31.323± 0.255 

 2.5 134.651± 0.301 135.441± 0.005 28.551± 0.234 

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey 

  
1k = 0.418 

2k = 10.7091 
3k = 0.939 

10 1 370.947± 0.251 370.991± 0.104 370.146± 0.148 

 1.2 322.257± 0.257 313.081± 0.972 228.173± 0.142 

 1.4 301.411± 0.142 297.143± 0.927 193.144± 0.614 

 1.6 284.256± 0.253 211.263± 0.013 101.641± 0.091 

 1.8 216.285± 0.042 193.863± 0.051 81.64± 0.082 

 2 197.845± 0.095 121.732± 0.023 53.275± 0.032 

 2.5 152.91± 0.024 93.723± 0.0112 18.275± 0.092 

 หมายเหต ุ:  ±  คือ ค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของค่า ARL1  และตวัเอียงเป็นค่า ARL1ตํ่าสุด 
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ตารางที่ 4. ค่า ARLs ของแผนภูมิควบคุมของ Tukey, DEWMA, DEWMA-Tukey และEWMA-Tukey ภายใต้

กระบวนการมีการแจกแจง Laplace (5,4) และ ARL0 = 370 

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey EWMA – Tukey 

 
1k = 4.2011 

2k = 12.291 
3k = 3.4619 4k = 1.233 

2 1 370.016± 0.026 370.195± 0.193 370.840± 0.311 370.42± 0.74 

 1.2 361.238± 0.516 311.915± 0.477 240.104± 0.402 229.63± 0.27 

 1.4 229.604± 0.333 197.231± 0.308 172.229± 0.107 134.63± 0.14 

 1.6 168.446± 0.239 145.619± 0.248 100.578± 0.058 96.39± 0.09 

 1.8 124.693± 0.174 119.933± 0.091 47.681± 0.042 76.88± 0.07 

 2 92.597± 0.134 69.507± 0.084 27.669± 0.004 65.27± 0.06 

 2.5 75.751± 0.125 56.819± 0.092 6.109± 0.004 49.94± 0.04 

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey 

  
1k = 2.418 

2k = 11.691 
3k = 4.939 

3 1 370.127± 0.650 370.274± 0.023 370.141± 0.053 

 1.2 332.861± 0.861 263.135± 0.321 222.973± 0.0521 

 1.4 291.011± 0.422 227.159± 0.361 183.011± 0.331 

 1.6 284.256± 0.089 191.271± 0.380 127.542± 0.0132 

 1.8 203.533± 0.043 143.651± 0.011 73.521± 0.0731 

 2 199.71± 0.024 101.413± 0.0192 52.612± 0.0702 

 2.5 172.74± 0.0198 82.431± 0.0138 33.136± 0.913 

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey 

  
1k = 1.3018 

2k = 14.0811 
3k = 0.51201 

10 1 370.212± 0.192 370.012± 0.960 370.165± 0.012 

 1.2 354.183± 0.123 281.371± 0.153 217.181± 0.723 

 1.4 300.723± 0.192 247.112± 0.013 164.175± 0.136 

 1.6 271.131± 0.021 200.142± 0.0272 108.175± 0.109 

 1.8 231.186± 0.032 171.142± 0.001 91.27± 0.082 

 2 163.913± 0.065 154.123± 0.0174 60.164± 0.142 

 2.5 146.13± 0.0198 100.577± 0.058 31.275± 0.194 

หมายเหต ุ:  ±  คือ ค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของค่า ARL1  และตวัเอียงเป็นค่า ARL1ตํ่าสุด 
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จากตารางท่ี 2 เปรียบเทียบค่าความยาวรันเฉล่ีย ARL1 เม่ือกระบวนการมีการแจกแจง Gamma (4,2) และค่า 

ARL0 = 370 โดยใชค้าบเวลาในการหาค่าพิสยัเคล่ือนท่ี MR = 2, 3 และ 10 แผนภูมิควบคุมท่ีนาํเสนอใหม่ DEWMA-

Tukey มีประสิทธิภาพในการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงดีกวา่แผนภูมิควบคุมของ Tukey แผนภูมิควบคุม DEWMA 

และแผนภูมิควบคุม EWMA- Tukey ในทุกระดบัขนาดการเปล่ียนแปลงของพารามิเตอร์รูปร่าง 

จากตารางท่ี 3 เปรียบเทียบค่าความยาวรันเฉล่ีย ARL1 เม่ือกระบวนการมีการแจกแจง Beta (5,2) และค่า 

ARL0 = 370 โดยใชค้าบเวลาในการหาค่าพิสยัเคล่ือนท่ี MR = 2, 3 และ 10 แผนภูมิควบคุมท่ีนาํเสนอใหม่ DEWMA-

Tukey มีประสิทธิภาพในการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงดีกว่าแผนภูมิควบคุมของ Tukey และแผนภูมิควบคุม 

DEWMA ในทุกระดบัขนาดการเปล่ียนแปลงของพารามิเตอร์รูปร่าง 

จากตารางท่ี 4 เปรียบเทียบค่าความยาวรันเฉล่ีย ARL1 เม่ือกระบวนการมีการแจกแจง Laplace (5,4) และค่า 

ARL0 = 370 คาบเวลาในการหาค่าพิสยัเคล่ือนท่ี MR = 2 ท่ีระดบัการเปล่ียนแปลงค่าพารามิเตอร์รูปร่าง 1.6δ ≤  

แผนภูมิควบคุม EWMA-Tukey มีประสิทธิภาพในการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงดีกวา่แผนภูมิควบคุมของ Tukey 

และ DEWMA-Tukey และท่ีระดบัขนาดการเปล่ียนแปลง δ >1.6 แผนภูมิควบคุม DEWMA-Tukey มีประสิทธิภาพ

ในการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงดีกวา่ แผนภูมิควบคุมของ Tukey และ EWMA-Tukey สาํหรับกรณีท่ี MR = 3 และ 

10 แผนภูมิควบคุม DEWMA-Tukey มีประสิทธิภาพในการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงดีกวา่แผนภูมิควบคุม Tukey 

และEWMA-Tukey ทุกระดบัขนาดการเปล่ียนแปลง 

 

ตารางที่ 5. ค่า ARLs ของแผนภูมิควบคุมของ Tukey, DEWMA, DEWMA-Tukey และEWMA-Tukey ภายใต้

กระบวนการมีการแจกแจง Weibull (2,1) และ ARL0 = 500 

  

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey EWMA-Tukey 

 
1k = 1.119 

2k = 11.271 
3k = 1.3041 4k = 1.604

 
2 1 500.501± 0.013 500.107± 0.032 500.162± 0.452 500.75± 0.76 

 1.2 412.649± 0.514 389.911± 0.038 231.988± 0.030 56.67± 0.03 

 1.4 364.197± 0.505 332.841± 0.029 156.556± 0.026 30.71± 0.01 

 1.6 230.108± 0.458 189.648± 0.026 106.418± 0.022 21.78± 0.01 

 1.8 198.455± 0.361 138.493± 0.23 75.458± 0.021 17.08± 0.00 

 2 121.664± 0.049 113.237± 0.020 20.807± 0.018 14.13± 0.00 

 2.5 106.590± 0.038 79.293± 0.017 11.228± 0.016 9.98± 0.00 
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ตารางที่ 5. (ต่อ) ค่า ARLs ของแผนภูมิควบคุมของ Tukey, DEWMA, DEWMA-Tukey และEWMA-Tukey ภายใต้

กระบวนการมีการแจกแจง Weibull (2,1) และ ARL0 = 500 

 

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey 

  1k = 1.9811 
2k = 7.32 

3k = 2.108 

3 1 500.647± 0.013 500.436± 0.199 500.169± 0.708 

 1.2 475.524± 0.013 410.245± 0.3843 317.279± 0.113 

 1.4 448.478± 0.049 327.846± 0.345 218.820± 0.148 

 1.6 298.258± 0.027 254.835± 0.324 127.294± 0.019 

 1.8 200.142± 0.087 199.345± 0.102 101.992± 0.009 

 2 175.257± 0.024 105.36± 0.058 79.247± 0.005 

 2.5 95.141± 0.044 62.951± 0.0256 32.187± 0.003 

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey 

  1k = 1.0519 
2k = 7.6401 

3k = 2.1109 

10 1 500.192± 0.0321 500.436± 0.512 500.169± 0.009 

 1.2 472.241± 0.0021 430.193± 0.591 341.093± 0.031 

 1.4 399.431± 0.0128 321.871± 0.013 204.613± 0.0513 

 1.6 341.701± 0.0193 291.612± 0.073 151.163± 0.0823 

 1.8 290.812± 0.091 220.592± 0.102 100.013± 0.071 

 2 263.152± 0.0182 151.136± 0.183 69.138± 0.033 

 2.5 191.621± 0.162 90.512± 0.136 36.861± 0.631 

   หมายเหต ุ:  ±  คือ ค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของค่า ARL1  และตวัเอียงเป็นค่า ARL1ตํ่าสุด 

 

 

จากตารางท่ี 5 เปรียบเทียบค่าความยาวรันเฉล่ีย ARL1 เม่ือกระบวนการมีการแจกแจง Weibull (2,1) และ

ค่า ARL0 = 500 โดยใชค้าบเวลาในการหาค่าพิสัยเคล่ือนท่ี MR = 2, 3 และ 10 แผนภูมิควบคุมท่ีนาํเสนอใหม่ 

DEWMA-Tukey มีประสิทธิภาพในการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงดีกวา่แผนภูมิควบคุมของ Tukey แผนภูมิควบคุม 

DEWMA และแผนภูมิควบคุม EWMA-Tukey ในทุกระดบัขนาดการเปล่ียนแปลงของพารามิเตอร์รูปร่าง  
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ตารางที่ 6. ค่า ARLs ของแผนภูมิควบคุมของ Tukey, DEWMA, DEWMA-Tukey และ EWMA-Tukey ภายใต้

กระบวนการมีการแจกแจง Gamma (4,2) และ ARL0 = 500   

หมายเหต ุ:  ±  คือ ค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของค่า ARL1  และตวัเอียงเป็นค่า ARL1ตํ่าสุด 

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey EWMA-Tukey 

 
1k = 4.288 

2k =9.461 
3k = 3.241 4k = 2.38

 
2 1 500.421± 0.355 500.072± 0.316 500.199± 0.147 500.59± 0.29 

 1.2 441.058± 0.582 393.507± 0.018 362.210± 0.033 307.09± 0.39 

 1.4 410.634± 0.551 324.841± 0.016 297.673± 0.028 265.89± 0.48 

 1.6 365.931± 0.539 274.622± 0.011 179.319± 0.026 155.09± 0.36 

 1.8 299.414± 0.243 188.519± 0.010 107.917± 0.025 80.71± 0.28 

 2 231.282± 0.212 109.594± 0.009 52.769± 0.024 39.56± 0.21 

 2.5 190.411± 0.158 86.649± 0.008 10.265± 0.021 5.20± 0.07 

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey 

  
1k = 4.1801 

2k = 9.3114 
3k = 3.0015 

3 1 500.192± 0.631 500.103± 0.931 500.113± 0.971 

 1.2 452.971± 0.623 421.761± 0.117 399.243± 0.138 

 1.4 381.723± 0.0131 324.871± 0.512 281.715± 0.197 

 1.6 349.175± 0.0103 298.162± 0.132 112.863± 0.261 

 1.8 281.753± 0.0173 201.751± 0.923 89.543± 0.026 

 2 149.741± 0.0139 99.615± 0.012 53.761± 0.163 

 2.5 82.735± 0.0153 55.762± 0.016 29.143± 0.099 

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey 

  
1k = 3.7061 

2k = 14.1091 
3k = 2.5019 

10 1 500.661± 0.366 500.417± 0.709 500.126± 0.204 

 1.2 480.700± 0.359 249.827± 0.365 205.096± 0.204 

 1.4 368.227± 0.345 139.667± 0.208 118.403± 0.232 

 1.6 276.244± 0.324 85.179± 0.129 68.093± 0.042 

 1.8 218.943± 0.309 75.114± 0.037 45.619± 0.094 

 2 179.269± 0.287 57.957± 0.062 24.830± 0.032 

 2.5 136.927± 0.262 49.349± 0.221 10.095± 0.011 
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ตารางที่ 7. ค่า ARLsของแผนภูมิควบคุมของ Tukey, DEWMA, DEWMA-Tukey และแผนภูมิควบคุม EWMA-

Tukey ภายใตก้ระบวนการมีการแจกแจง Beta (5,4) และ ARL0 = 500   

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey 

 
1k =3.936 

2k = 12.0714 
3k = 9.121 

2 1 500.512± 0.421 500.712± 0.019 500.350± 0.018 

 1.2 251.846± 0.359 438.191± 0.016 196.051± 0.015 

 1.4 172.230± 0.252 387.114± 0.014 151.658± 0.014 

 1.6 136.591± 0.194 254.324± 0.012 90.981± 0.012 

 1.8 123.681± 0.175 133.231± 0.010 61.954± 0.0011 

 2 99.605± 0.142 120.912± 0.008 56.520± 0.009 

 2.5 83.227± 0.117 94.681± 0.006 34.631± 0.008 

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey 

  
1k =3.029 

2k = 10.318 
3k = 8.295 

3 1 500.250± 0.25 500.325± 0.107 500.925± 0.252 

 1.2 380.252± 0.413 379.141± 0.176 341.285± 0.205 

 1.4 344.321± 0.925 334.635± 0.853 323.925± 0.202 

 1.6 257.100± 0.258 227.129± 0.0148 204.295± 0.205 

 1.8 226.099± 0.035 197.915± 0.295 165.325± 0.925 

 2 150.105± 0.025 129.253± 0.025 97.120± 0.205 

 2.5 116.855± 0.025 102.109± 0.025 83.205± 0.025 

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey 

  
1k =1.9109 

2k = 8.942 
3k = 4.301 

10 1 500.017± 0.0137 500.497± 0.173 500.163± 0.015 

 1.2 487.112± 0.0116 401.81± 0.109 391.821± 0.137 

 1.4 439.185± 0.108 378.16± 0.163 203.818± 0.141 

 1.6 387.153± 0.162 298.31± 0.128 189.153± 0.031 

 1.8 320.936± 0.132 209.286± 0.092 79.216± 0.014 

 2 263.104± 0.193 167.263± 0.017 53.209± 0.153 

 2.5 141.186± 0.174 93.752± 0.012 30.175± 0.937 

 หมายเหต ุ:  ± คือ ค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของค่า ARL1  และตวัเอียงเป็นค่า ARL1ตํ่าสุด 
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ตารางที่ 8. ค่า ARLs ของแผนภูมิควบคุมของ Tukey, DEWMA, DEWMA-Tukey และ EWMA-Tukey ภายใต้

กระบวนการมีการแจกแจง Laplace (5,4) และARL0 = 500  

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey EWMA-Tukey 

 
1k = 4.981 

2k =15.4221 
3k = 1.8921 4k = 1.341

 
2 1 500.001± 0.56 500.00± 0.479 500.003± 0.824 500.98± 0.83 

 1.2 482.391± 0.721 409.615± 0.028 386.195± 0.162 253.04± 0.34 

 1.4 426.553± 0.708 340.308± 0.021 243.597± 0.077 145.75± 0.17 

 1.6 383.497± 0.623 301.591± 0.017 211.114± 0.048 103.22± 0.10 

 1.8 330.881± 0.599 276.482± 0.016 178.618± 0.039 81.69± 0.07 

 2 261.591± 0.524 226.341± 0.014 96.419± 0.034 69.07± 0.05 

 2.5 162.914± 0.505 192.648± 0.008 21.604± 0.029 52.48± 0.04 

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey 

  
1k =1.291 

2k = 10.7401 
3k = 3.5191 

3 1 500.866± 0.139 500.233± 0.258 500.255± 0.532 

 1.2 453.246± 0.183 432.519± 0.205 402.250± 0.205 

 1.4 374.042± 0.205 328.858± 0.295 256.205± 0.258 

 1.6 341.997± 0.295 252.276± 0.925 160.959± 0.255 

 1.8 163.582± 0.295 136.259± 0.251 111.254± 0.157 

 2 127.148± 0.250 101.252± 0.025 74.825± 0.256 

 2.5 91.049± 0.029 75.250± 0.335 46.295± 0.257 

MR δ  Tukey DEWMA DEWMA-Tukey 

  
1k =1.9109 

2k = 8.942 
3k = 4.301 

10 1 500.017± 0.0137 500.497± 0.173 500.163± 0.015 

 1.2 487.112± 0.0116 401.81± 0.109 391.821± 0.137 

 1.4 439.185± 0.108 378.16± 0.163 203.818± 0.141 

 1.6 387.153± 0.162 298.31± 0.128 189.153± 0.031 

 1.8 320.936± 0.132 209.286± 0.092 79.216± 0.014 

 2 263.104± 0.193 167.263± 0.017 53.209± 0.153 

 2.5 141.186± 0.174 93.752± 0.012 30.175± 0.937 

หมายเหต ุ:  ±  คือ ค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของค่า ARL1  และตวัเอียงเป็นค่า ARL1ตํ่าสุด  
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จากตารางท่ี 6 เปรียบเทียบค่าความยาวรันเฉล่ีย ARL1 เม่ือกระบวนการมีการแจกแจง Gamma (4,2) และค่า 

ARL0 = 500 โดยใชค้าบเวลาในการหาค่าพิสยัเคล่ือนท่ี MR = 2, 3 และ 10 แผนภูมิควบคุมท่ีนาํเสนอใหม่ DEWMA-

Tukey มีประสิทธิภาพในการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงดีกวา่แผนภูมิควบคุมของ Tukey แผนภูมิควบคุม DEWMA 

และแผนภูมิควบคุม EWMA-Tukey ในทุกระดบัขนาดการเปล่ียนแปลงของพารามิเตอร์รูปร่าง 

จากตารางท่ี 7 เปรียบเทียบค่าความยาวรันเฉล่ีย ARL1 เม่ือขอ้มูลมีการแจกแจง Beta (5,2) และค่า ARL0 = 

500 โดยใชค้าบเวลาในการหาค่าพิสยัเคล่ือนท่ี MR = 2, 3 และ 10 แผนภูมิควบคุมท่ีนาํเสนอใหม่ DEWMA-Tukey 

มีประสิทธิภาพในการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงดีกวา่แผนภูมิควบคุมของ Tukey และแผนภูมิควบคุม DEWMA ใน

ทุกระดบัขนาดการเปล่ียนแปลงของพารามิเตอร์รูปร่าง 

จากตารางท่ี 8 เปรียบเทียบค่าความยาวรันเฉล่ีย ARL1 เม่ือกระบวนการมีการแจกแจง Laplace (5,4) และค่า 

ARL0 = 370 คาบเวลาในการหาค่าพิสยัเคล่ือนท่ี MR = 2 ท่ีระดบัการเปล่ียนแปลงค่าพารามิเตอร์รูปร่าง 1 2δ≤ ≤  

แผนภูมิควบคุม EWMA-Tukey มีประสิทธิภาพในการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงดีกวา่แผนภูมิควบคุมของ Tukey 

และ DEWMA-Tukey และท่ีระดบัขนาดการเปล่ียนแปลง 2δ >  แผนภูมิควบคุม DEWMA-Tukey มีประสิทธิภาพ

ในการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงดีกวา่ แผนภูมิควบคุมของ Tukey และ EWMA-Tukey สาํหรับกรณีท่ี MR = 3 และ 

10 แผนภูมิควบคุม DEWMA-Tukey มีประสิทธิภาพในการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงดีกวา่แผนภูมิควบคุม Tukey 

และ EWMA-Tukey ทุกระดบัขนาดการเปล่ียนแปลง 

 

วจิารณ์ผลการทดลอง 

การเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการตรวจจบักระบวนการผลิตโดยใชค้่าพิสัยเคล่ือนท่ี เม่ือ MR = 2 

ระหว่างแผนภูมิควบคุม DEWMA-Tukey กบัแผนภูมิควบคุม EWMA-Tukey โดยนาํผลการวิจยับางส่วนมาจาก

(Mongkoltawat et al., 2017) เม่ือขอ้มูลมีลกัษณะการแจกแจงท่ีมีลกัษณะไม่สมมาตรไดแ้ก่ Weibull (2,1), Gamma 

(4,2) และ Beta (5,4) และการแจกแจงท่ีมีลกัษณะไม่สมมาตร Laplace (5,4) เม่ือกาํหนดให ้ARL0 = 370 และ 500  

จากตารางแสดงการเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการตรวจจบักระบวนการผลิตโดยใชค้่าพิสัยเคล่ือนท่ี 

MR = 2 เม่ือกาํหนดให้ ARL0 = 370 พบวา่แผนภูมิควบคุม DEWMA-Tukey มีประสิทธิภาพในการตรวจจบัการ

เปล่ียนแปลงการกระจายของกระบวนการไดดี้กว่าแผนภูมิควบคุมของ Tukey แผนภูมิควบคุม DEWMA และ

แผนภูมิควบคุม EWMA-Tukey เน่ืองจากใหค้่า ARL1 ตํ่าสุด เม่ือกระบวนการมีการแจกแจงลกัษณะสมมาตรและไม่

สมมาตร ในทุกระดบัขนาดการเปล่ียนแปลงพารามิเตอร์รูปร่าง และสาํหรับกรณี ARL0 = 500 เม่ือกระบวนการมี

ลกัษณะไม่สมมาตร พบว่าแผนภูมิควบคุม EWMA-Tukey มีประสิทธิภาพในการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงการ

กระจายของกระบวนการไดดี้กว่าแผนภูมิควบคุมของ Tukey แผนภูมิควบคุม DEWMA และแผนภูมิควบคุม  

DEWMA-Tukey และเม่ือกระบวนการมีการแจกแจงลักษณะสมมาตร แผนภูมิควบคุม DEWMA-Tukey มี

ประสิทธิภาพในการตรวจจบักระบวนการเปล่ียนแปลงไดดี้กวา่ในทุกระดบัการเปล่ียนแปลง 
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สรุปผลการทดลอง 

จากผลการวิจยั แสดงการเปรียบเทียบแผนภูมิควบคุม DEWMA-Tukey แผนภูมิควบคุม DEWMA และ

แผนภูมิควบคุม Tukey สาํหรับการเเจกแจงท่ีมีลกัษณะสมมาตรและไม่สมมาตร สรุปผลไดด้งัน้ี จากตารางท่ี 9 และ 

10  เม่ือขอ้มูลมีลกัษณะสมมาตร นัน่คือ ขอ้มูลมีการแจกแจง Laplace (5,4) พบวา่ เม่ือค่า MR = 2 ค่า ARL0 = 370 

และท่ีระดับการเปล่ียนแปลงค่าพารามิเตอร์รูปร่าง 1 1.6δ≤ ≤  พบว่าแผนภูมิควบคุม EWMA-Tukey มี

ประสิทธิภาพในการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงดีกว่าแผนภูมิควบคุมท่ีนาํเสนอใหม่ DEWMA-Tukey แต่เม่ือขนาด

การเปล่ียนแปลงพารามิเตอร์รูปร่าง δ >1.6 แผนภูมิควบคุม DEWMA-Tukey มีประสิทธิภาพในการตรวจจบัการ

เปล่ียนแปลงดีกว่าแผนภูมิควบคุมอ่ืน ๆ และเม่ือค่า ARL0 = 500 ท่ีระดบัการเปล่ียนแปลงค่าพารามิเตอร์รูปร่าง 

1 2δ≤ ≤  พบว่าแผนภูมิควบคุม EWMA-Tukey มีประสิทธิภาพในการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงดีกว่าแผนภูมิ

ควบคุมท่ีนาํเสนอใหม่ DEWMA-Tukey แต่เม่ือขนาดการเปล่ียนแปลงพารามิเตอร์รูปร่าง 2δ >  แผนภูมิควบคุม 

DEWMA-Tukey มีประสิทธิภาพในการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงดีกว่าแผนภูมิควบคุมอ่ืน ๆ สําหรับขอ้มูลมี

ลกัษณะไม่สมมาตรพบว่าแผนภูมิควบคุม DEWMA-Tukey มีประสิทธิภาพในการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงการ

กระจายของกระบวนการเหนือกวา่แผนภูมิควบคุมของ Tukey และ DEWMA ในทุกระดบัขนาดการเปล่ียนแปลง

พารามิเตอร์รูปร่าง และทุกกรณีศึกษา 

 

ตารางที ่9. แผนภูมิควบคุมท่ีเหมาะสมสาํหรับแต่ละการแจกแจง และแต่ละระดบัการเปล่ียนแปลง เม่ือ ARL0 = 370  

MR การแจกแจง 
0 370=ARL  

1 1.6δ≤ ≤  
1.6δ >  

 2 

Weibull DEWMA - Tukey  

Gamma DEWMA - Tukey  

Beta DEWMA - Tukey  

Laplace EWMA - Tukey DEWMA - Tukey 

3 

Weibull DEWMA - Tukey  

Gamma DEWMA - Tukey  

Beta DEWMA - Tukey  

Laplace DEWMA - Tukey  

10 

Weibull DEWMA - Tukey  

Gamma DEWMA - Tukey  

Beta DEWMA - Tukey  

Laplace DEWMA - Tukey  
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ตารางที ่10. แผนภูมิควบคุมท่ีเหมาะสมสาํหรับแต่ละการแจกแจง และแต่ละระดบัการเปล่ียนแปลง เม่ือ ARL0 = 500 
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บทคดัย่อ 
วณัโรคเป็นโรคติดต่อท่ีเกิดจากเช้ือไมโครแบคทีเรียทูเบอร์คูโลซิส ซ่ึงสามารถติดต่อจากคนสู่คนผ่านทาง

อากาศโดยการหายใจ ไอ จาม หรืออยู่ร่วมกบัผูป่้วยเป็นเวลานาน ในประเทศไทยนั้นมีปัญหาของการแพร่ระบาด

ของวณัโรคสูง เน่ืองจากในแต่ละปีจาํนวนผูท่ี้ป่วยเป็นวณัโรค และผูท่ี้ป่วยเป็นวณัโรคด้ือยาเพ่ิมสูงข้ึน ผูว้จิยัจึงทาํ

การสร้างตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์ของวณัโรคในประเทศไทยท่ีมีปัจจยัของการฉีดวคัซีนและการต่อตา้นการรักษา

ดว้ยยา ซ่ึงประกอบดว้ย กลุ่มประชากรท่ีเส่ียงต่อการติดเช้ือ กลุ่มประชากรท่ีฉีดวคัซีน กลุ่มประชากรท่ีเป็นโรคอยู่

ในระยะไม่แสดงอาการ กลุ่มประชากรท่ีเป็นโรคอยูใ่นระยะแสดงอาการ กลุ่มประชากรด้ือยา และกลุ่มประชากรท่ี

หายจากโรค จากนั้นทาํการวเิคราะห์ตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์ หาจุดสมดุล หาความมีเสถียรภาพของจุดสมดุลสภาวะ

ไร้โรค หาอตัราการแพร่กระจายเช้ือของวณัโรคในประเทศไทยโดยใชว้ธีิรุ่นถดัไป และวเิคราะห์ความอ่อนไหวของ

อตัราการแพร่กระจายเช้ือของวณัโรคในประเทศไทย จากนั้นทาํการหาผลเฉลยเชิงตวัเลขโดยใชว้ิธีรุงเงอ-คุททา 

อนัดบัส่ี แลว้เปรียบเทียบผลเฉลยเชิงตวัเลขกับขอ้มูลจริงของผูป่้วยวณัโรคตั้งแต่ปี พ.ศ. 2557-2560 พบว่ามีค่า

คลาดเคล่ือนร้อยละ 9.0868 นอกจากน้ีการปรับปรุงผลเฉลยเชิงตวัเลขโดยการประมาณค่าพารามิเตอร์บางค่าดว้ยการ

ถดถอยเชิงเสน้อยา่งง่ายและการถดถอยเชิงพหุนาม พบวา่มีค่าคลาดเคล่ือนลดลงประมาณร้อยละ 0.3 
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Abstract 

Tuberculosis is a contagious disease caused by Mycobacterium tuberculosis which can spread from 

person to person through the air by breathing, coughing and sneezing or staying with the patients for a long time. 

In Thailand, there is a high tuberculosis problem since each year the number of patients and resistant patients 

increased. In this research, we constructed a mathematical model of tuberculosis in Thailand with vaccination and 

anti-drug treatment. The model consisted of susceptible, vaccination, exposed, infected, resistant and recovered. 

Then, we investigated equilibrium point, the stability of disease-free equilibrium point, a basic reproduction 

number by using next-generation method and sensitivity analysis on the basic reproduction number. Next, we 

provided numerical solutions by using Fourth order Runge-Kutta. Subsequently, we compared numerical solutions 

with patient’s data from 2014 to 2017 and found that the error was 9.0868 percent. Furthermore, improving the 

numerical solution by using simple linear regression and polynomial regression on some parameters made the 

error decreasing by 0.3 percent. 

 

Keywords: tuberculosis, equilibrium point, basic reproduction number, stability 

 

บทนํา 

วณัโรค (tuberculosis) คือโรคติดต่อท่ีเกิดจากการติดเช้ือแบคทีเรียชนิด Mycobacterium tuberculosis ซ่ึง

สามารถติดต่อจากคนสู่คน ผา่นทางอากาศโดยการหายใจ ไอ จาม และมกัจะเกิดข้ึนกบัผูป่้วยท่ีติดเช้ือเอชไอวี (HIV) 

และผูป่้วยท่ีรักษาดว้ยเคมีบาํบดั อาการของวณัโรคจะแบ่งออกเป็น 2 ระยะ คือ ระยะแฝง (latent TB) และระยะแสดง

อาการ (active TB) ซ่ึงสามารถป้องกนัการติดเช้ือวณัโรคไดโ้ดยการฉีดวคัซีน BCG แต่วณัโรคยงัคงเป็นปัญหาท่ี

สาํคญั เน่ืองจากติดอนัดบั 1 ใน 10 ของการเสียชีวติของคนทัว่โลก  องคก์ารอนามยัโลกไดค้าดการณ์ในปี พ.ศ. 2560 

วา่จะมีผูป่้วยทัว่โลกทั้งหมด 10.4 ลา้นคน และมีถึง 1.7 ลา้นคนท่ีเสียชีวิตจากวณัโรค ทั้งน้ีประเทศไทยติดอนัดบั 1 

ใน 14 ประเทศท่ีพบปัญหาวณัโรคสูง ซ่ึงจาํนวนของผูป่้วยวณัโรครายใหม่ในกลุ่ม 14 ประเทศเหล่าน้ีคิดเป็นร้อยละ

กว่า 80 ของผูป่้วยทัว่โลก โดยสถิติผูป่้วยวณัโรคในประเทศไทยปี พ.ศ. 2559 มีผูป่้วยรายใหม่และกลบัมาเป็นซํ้ า 

70,114 คน เสียชีวติจากวณัโรค 5,659 คน และเป็นผูป่้วยวณัโรคด้ือยา 968 คน (Bureau of Tuberculosis, 2018) 

จากขอ้มูลทางสถิติของ Bureau of Tuberculosis (2018) พบวา่ในประเทศไทยนั้น จาํนวนผูป่้วยวณัโรคใน

แต่ละปีมีแนวโนม้เพ่ิมสูงข้ึน ผูว้จิยัจึงมีความสนใจท่ีจะศึกษาการแพร่กระจายเช้ือของผูป่้วยวณัโรคในประเทศไทย 

โดยผูว้จิยัไดท้าํการศึกษาตวัแบบ  SIR   และ SEIR    ซ่ึงเป็นตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์พ้ืนฐานของการแพร่กระจาย 

 - 117 - 



The Journal of Applied Science                           Vol. 18 No. 1: 116-134 [2019] 
วารสารวทิยาศาสตรป์ระยกุต ์          doi: 10.14416/j.appsci.2019.06.001 

 

เช้ือของโรค ตวัแบบ SIR  ไดถู้กเผยแพร่คร้ังแรกในปี พ.ศ. 2470 โดย Kermack & McKendrick (1927) ซ่ึง

แบ่งกลุ่มประชากรออกเป็น 3 กลุ่ม คือ กลุ่มประชากรท่ีเส่ียงต่อการติดเช้ือ (susceptible: S ) กลุ่มประชากรท่ีติดเช้ือ 

(infected: I ) และกลุ่มประชากรท่ีหายจากการติดเช้ือ (recovered: R ) ส่วนตวัแบบ SEIR  เป็นตวัแบบเชิง

คณิตศาสตร์ท่ีพฒันามาจากตวัแบบ SIR  โดยเพ่ิมกลุ่มประชากรท่ีติดเช้ือในระยะไม่แสดงอาการ (exposed: E ) 

จากตวัแบบ SIR  

 นอกจากน้ีผูว้ิจยัไดท้าํการศึกษาบทความวิจยัท่ีเก่ียวขอ้งกบัตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์ของการแพร่กระจาย

เช้ือของวณัโรค ดงัน้ี ในปี พ .ศ.  2548 Ssematimba และคณะ ไดส้ร้างตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์สาํหรับการแพร่ระบาด

ของวณัโรคจากความหนาแน่นประชากรของค่ายอพยพในยกูานดา (Ssematimba et al., 2005) พบวา่ควรจดัพ้ืนท่ี

อยา่งนอ้ย 0.25 ตารางกิโลเมตรต่อคน จะช่วยลดอตัราการแพร่ระบาดของวณัโรคได ้ต่อมาในปี พ.ศ. 2557 Makchay 

และคณะ ไดน้าํตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์สําหรับการแพร่ระบาดของวณัโรคของ Ssematimba และคณะ มาเป็น

พ้ืนฐานในการพฒันาตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์การแพร่ระบาดของวณัโรคของผูต้อ้งขงัในเรือนจาํในประเทศไทย 

พบวา่พ้ืนท่ีต่อประชากร อตัราการไหลเวยีนของอากาศภายในหอ้งพกัของผูต้อ้งขงั และความเร็วของการไหลเวยีน

ของอากาศภายในห้องพกัของผูต้อ้งขงั มีผลต่อการระบาดของวณัโรค (Makchay et al., 2014)  ในปี พ.ศ. 2556 

Nainggolan และคณะ ไดส้ร้างตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์เก่ียวกบัปัจจยัการกลบัมาเป็นซํ้ าของผูป่้วยท่ีหายจากโรคและผู ้

ท่ีไดรั้บวคัซีน ซ่ึงแบ่งกลุ่มประชากรออกเป็น 5 กลุ่ม โดยเพ่ิมกลุ่มประชากรท่ีฉีดวคัซีน (vaccination: V ) จากตวั

แบบ SEIR  เม่ือศึกษาบทความวจิยัทาํใหท้ราบวา่ถา้เพ่ิมอตัราการฉีดวคัซีนในกลุ่มประชากรท่ีฉีดวคัซีน จะส่งผล

ใหอ้ตัราการแพร่กระจายเช้ือลดลง (Nainggolan et al., 2013)  ในปี พ.ศ. 2559 Huo & Zou ไดส้ร้างตวัแบบเชิง

คณิตศาสตร์เก่ียวกบัผลกระทบของผูป่้วยท่ีรักษาท่ีบา้นและรักษาท่ีโรงพยาบาล พบวา่ผูป่้วยท่ีรักษาท่ีบา้นมีอิทธิพล

ต่อการแพร่กระจายเช้ือนอ้ยกวา่ผูป่้วยท่ีรักษาท่ีโรงพยาบาล (Huo & Zou, 2016)   และในปี พ.ศ. 2561 Gupta  et al. 

ได้สร้างตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์เก่ียวกับปัจจัยท่ีมีผลกระทบของผูป่้วยท่ีต่อต้านการรักษาด้วยยา ซ่ึงแบ่งกลุ่ม

ประชากรออกเป็น 6 กลุ่ม โดยเพ่ิมกลุ่มประชากรท่ีรักษาดว้ยยาแบบปกติ   (Resistant to the first line of treatment: 

1R ) กลุ่มประชากรท่ีรักษาดว้ยยาจากการด้ือยา  (Resistant to the second line of treatment: 2R ) จากตวัแบบ 

SEIR  เม่ือศึกษาบทความวจิยัน้ีทาํใหท้ราบวา่การต่อตา้นการรักษาดว้ยยามีผลต่ออตัราการแพร่กระจายเช้ือของวณั

โรค (Gupta et al., 2018) 

จากการศึกษาตวัแบบ SIR , SEIR  และบทความวิจยัท่ีเก่ียวขอ้งกบัตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์ของการ

แพร่กระจายเช้ือวณัโรคท่ีกล่าวมาขา้งตน้ ประกอบกบัในประเทศไทยมีขอ้มูลของการฉีดวคัซีนวณัโรค และขอ้มูล

ของผูป่้วยท่ีรักษาดว้ยยาจากการด้ือยา ผูว้จิยัจึงไดน้าํแนวคิดของ Nainggolan et al. และ Gupta et al. มาสร้างตวัแบบ

เชิงคณิตศาสตร์ของการแพร่กระจายเช้ือวณัโรคในประเทศไทย ท่ีมีปัจจยัการฉีดวคัซีนและการต่อตา้นการรักษาดว้ย 

ยาตั้งแต่ปี พ.ศ. 2557-2560  จากนั้นทาํการวเิคราะห์ตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์ หาจุดสมดุล หาอตัราการแพร่กระจาย

เช้ือของวณัโรค   หาความมีเสถียรภาพของจุดสมดุล   และวเิคราะห์ความอ่อนไหวของอตัราการแพร่กระจายเช้ือของ 
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วณัโรคในประเทศไทย นอกจากน้ีผูว้ิจยัยงัไดท้าํการหาผลเฉลยเชิงตวัเลขโดยใชว้ิธีรุงเงอ-คุททา อนัดบัส่ี (Fourth 

order Runge-Kutta) พร้อมทั้งเปรียบเทียบผลเฉลยเชิงตวัเลขกบัขอ้มูลจริง และปรับปรุงผลเฉลยเชิงตวัเลขใหมี้ความ

แม่นยาํมากยิง่ข้ึน  

 

วธีิการทดลอง  

1. การสร้างตวัแบบเชิงคณติศาสตร์ 

 ผูว้จิยัทาํการสร้างตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์ของการแพร่กระจายเช้ือวณัโรคในประเทศไทย โดยเกิดจากการ

นาํตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์ของการแพร่กระจายเช้ือของวณัโรคทั้ง 2 ตวัแบบ ของ Nainggolan et al. (2013) และ 

Gupta  et al. (2018) มาเป็นแนวคิดในการสร้างตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์ของการแพร่กระจายเช้ือวณัโรคในประเทศ

ไทย ท่ีมีปัจจยัของการฉีดวคัซีนและการต่อตา้นการรักษาดว้ยยา เน่ืองจากการฉีดวคัซีนนั้นเป็นปัจจยัอย่างหน่ึงท่ี

สามารถป้องกนัวณัโรคได ้โดยเป็นวคัซีนพ้ืนฐานตอ้งฉีดให้แก่ทารกแรกเกิดทุกคน ระยะเวลาการป้องกนัอยู่ได้

ประมาณ 10 ปี และมีประสิทธิภาพในการป้องกนัประมาณร้อยละ 80 ผูท่ี้เคยไดรั้บวคัซีนน้ีมาแลว้ถา้หากไปฉีดอีก

คร้ังจะไม่มีผลต่อการป้องกันโรค และอีกปัจจัยหน่ึงท่ีประชากรในประเทศไทยมกัประสบปัญหาน้ีคือ การ

รับประทานยาไม่ถูกวธีิตามท่ีแพทยส์ั่ง จึงทาํใหเ้กิดการด้ือยา ดงันั้นจึงจาํแนกประชากรในตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์

ออกเป็น 6 กลุ่ม ดงัน้ี ประชากรท่ีเส่ียงต่อการติดเช้ือ (susceptible: S ) ประชากรท่ีฉีดวคัซีน (vaccination: V ) 

ประชากรท่ีติดเช้ือในระยะไม่แสดงอาการ (exposed: E ) ประชากรท่ีติดเช้ือในระยะแสดงอาการ (infected: I ) 

ประชากรท่ีด้ือยา (resistant: esR ) และประชากรท่ีหายจากการติดเช้ือ (recovered: R ) ซ่ึงจะแสดงดงัต่อไปน้ี 

 

 
รูปที ่1. ตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์ของการแพร่กระจายเช้ือวณัโรคในประเทศไทยท่ีมีปัจจยัของการฉีดวคัซีนและการ

ต่อตา้นการรักษาดว้ยยา 

 

จากรูปท่ี 1 สามารถนาํมาจดัใหอ้ยูใ่นรูประบบสมการเชิงอนุพนัธ์แบบไม่เชิงเสน้ ไดด้งัน้ี 
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1 2
dS V f cIS f cIS S
dt

ρ β β µ= − − −                 

(1 )dV V cIV V
dt

ρ σ β µ= Λ − − − −                  

1 4 3(1 ) (1 )dE f cIS cIV f cIR f cIE kE E
dt

β σ β dβ β µ= + − + − − − −               (1) 

2 3 4 1
dI f cIS f cIE kE f cIR rI I I dI
dt

β β dβ γ µ= + + + − − − −     

1 2
es

es es es
d

rI d
d
R

R R
t

Rµ γ= − − −  

2 4 4 1(1 )es
dR f cIR f cIR I R

t
R

d
γ dβ dβ γ µ= − − − + −  

 

โดยท่ี , , , , , 0esS V E I R R ≥  

กาํหนดให ้

( )S t       แทนจาํนวนประชากรท่ีเส่ียงต่อการติดเช้ือ ณ เวลา t   

( )V t  แทนจาํนวนประชากรท่ีฉีดวคัซีน ณ เวลา t   

( )E t  แทนจาํนวนประชากรท่ีติดเช้ือในระยะไม่แสดงอาการ ณ เวลา t   

( )I t       แทนจาํนวนประชากรท่ีติดเช้ือในระยะแสดงอาการ ณ เวลา t    

( )esR t   แทนจาํนวนประชากรท่ีด้ือยา ณ เวลา t  

( )R t   แทนจาํนวนประชากรท่ีหายจากการติดเช้ือ ณ เวลา t   

การกาํหนดค่าพารามิเตอร์แต่ละตวัสามารถอธิบายไดด้งัน้ี สาํหรับพารามิเตอร์  3, ,fβ δ  และ k  เป็น

พารามิเตอร์ท่ีผูว้ิจัยไม่มีขอ้มูลสําหรับคาํนวณพารามิเตอร์ จึงสมมติว่า การเกิดข้ึนของเหตุการณ์ท่ีส่งผลต่อ

พารามิเตอร์เหล่าน้ีเป็นไปในลกัษณะเดียวกันกับงานวิจัยของ Nainggolan et al. (2013)  ผูว้ิจัยจึงอา้งอิง

ค่าพารามิเตอร์เหล่าน้ีมาจากงานวจิยัของ Nainggolan et al. (2013) ส่วนพารามิเตอร์อ่ืนสามารถคาํนวณไดจ้ากขอ้มูล

จริงของ Strategy and Planning Division (2017), Bureau of Tuberculosis, Thailand (2018), Imsamran et al. (2018), 

National AIDS Committee (2018)  และ National Cancer Institute (2018) กล่าวคือ 

Λ  เป็นค่าเฉล่ียของจาํนวนการเกิดของประชากรในประเทศไทยตั้งแต่ปี พ.ศ. 2557-2560  

µ  เป็นค่าเฉล่ียของจาํนวนการเสียชีวิตของประชากรในประเทศไทยต่อประชากรทั้งหมดตั้งแต่ปี พ.ศ. 

2557-2560 

σ  มีค่าพารามิเตอร์เท่ากบั 0.80 เน่ืองจากวคัซีนมีประสิทธิภาพประมาณร้อยละ 80  
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ρ  มีค่าพารามิเตอร์เท่ากบั 0.1 เน่ืองจากวคัซีนมีระยะเวลาป้องกนัประมาณ 10 ปี และเป็นวคัซีนพ้ืนฐาน

สาํหรับเด็กแรกเกิด จึงสมมติใหป้ระชากรแรกเกิดไดรั้บวคัซีนทุกคน ดงันั้นผูท่ี้มีภูมิคุม้กนัต่อวณัโรคจึงอยู่

ในช่วงอาย ุ0-9 ปี โดยแต่ละช่วงอายสุมมติใหมี้อตัราส่วนท่ีเท่ากนั เม่ือเวลาผ่านไปประชากรท่ีฉีดวคัซีนก็

จะกลบัมาเป็นประชากรท่ีเส่ียงต่อการติดเช้ือดว้ยอตัรา 0.1  

 1γ  เป็นค่าเฉล่ียของประชากรท่ีหายจากการติดเช้ือในระยะแสดงอาการต่อประชากรท่ีติดเช้ือในระยะ

แสดงอาการในประเทศไทยตั้งแต่ปี พ.ศ. 2557-2560 

2γ เป็นค่าเฉล่ียของประชากรท่ีหายจากการด้ือยาต่อประชากรท่ีด้ือยาในประเทศไทยตั้งแต่ปี พ.ศ. 2557-

2560  

4f  เป็นค่าเฉล่ียของประชากรท่ีกลบัมาเป็นวณัโรคซํ้ าต่อประชากรท่ีหายจากการด้ือยาและหายจากการติด

เช้ือในประเทศไทยตั้งแต่ปี พ.ศ. 2557-2560 

d  เป็นค่าเฉล่ียของประชากรท่ีเสียชีวติจากการติดเช้ือในระยะแสดงอาการต่อประชากรท่ีติดเช้ือในระยะ

แสดงอาการตั้งแต่ปี พ.ศ. 2557-2560 

1d  เป็นค่าเฉล่ียของประชากรท่ีเสียชีวติจากการด้ือยาต่อประชากรท่ีด้ือยาตั้งแต่ปี พ.ศ. 2557-2560 

r  เป็นค่าเฉล่ียของประชากรท่ีต่อตา้นการรักษาดว้ยยาในระยะแสดงอาการต่อประชากรท่ีติดเช้ือในระยะ

แสดงอาการตั้งแต่ปี พ.ศ. 2557-2560 

เน่ืองจากผูท่ี้ติดเช้ือเอชไอว ีและผูป่้วยโรคมะเร็ง เป็นกลุ่มประชากรท่ีมีภูมิคุม้กนัของร่างกายตํ่า ผูว้จิยัจึง

สมมติวา่หากประชากรกลุ่มน้ีไดรั้บเช้ือวณัโรค จะพฒันาเช้ือไปเป็นกลุ่มประชากรท่ีติดเช้ือในระยะแสดงอาการ โดย

ไม่ผา่นการเป็นกลุ่มประชากรท่ีติดเช้ือในระยะไม่แสดงอาการ โดยมีวธีิการคาํนวณพารามิเตอร์ดงัน้ี 

1f  เป็นค่าเฉล่ียของประชากรท่ีไม่ไดติ้ดเช้ือเอชไอวีและไม่ไดเ้ป็นโรคมะเร็งต่อประชากรทั้งหมดใน

ประเทศไทยท่ีอายมุากกวา่ 9 ปี ตั้งแต่ปี พ.ศ. 2557-2560 

2f  เป็นค่าเฉล่ียของประชากรท่ีติดเช้ือเอชไอวีและเป็นโรคมะเร็งต่อประชากรทั้งหมดในประเทศไทยท่ี

อายมุากกวา่ 9 ปี ตั้งแต่ปี พ.ศ. 2557-2560 

ค่าพารามิเตอร์แต่ละตวัแสดงไดด้งัตารางต่อไปน้ี 

 

ตารางที ่1. ค่าพารามิเตอร์ของตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์ของการแพร่กระจายเช้ือวณัโรค  
พารามเิตอร์ ความหมายของพารามเิตอร์ ค่าพารามเิตอร์ 

Λ   
จาํนวนการเกิดของประชากร(ต่อปี)  678521 

c  อตัราการพบผูท่ี้ติดเช้ือ (ต่อปี) 0.000004469 

σ  ประสิทธิภาพของวคัซีน  0.8 

ρ   อตัราการเส่ือมสภาพของการฉีดวคัซีน (ต่อปี) 0.1 
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ตารางที ่1. (ต่อ) ค่าพารามิเตอร์ของตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์ของการแพร่กระจายเช้ือวณัโรค  
พารามเิตอร์ ความหมายของพารามเิตอร์ ค่าพารามเิตอร์ 

µ   อตัราการตายธรรมชาติ (ต่อปี) 0.007 

β   ความน่าจะเป็นของการแพร่เช้ือ 0.17 

1f  
ความน่าจะเป็นของประชากรท่ีเส่ียงต่อการติดเช้ือกลายเป็น

ประชากรท่ีติดเช้ือในระยะไม่แสดงอาการ 

0.9899 

2f  
ความน่าจะเป็นของประชากรท่ีเส่ียงต่อการติดเช้ือกลายเป็น

ประชากรท่ีติดเช้ือในระยะแสดงอาการ 
0.0101 

3f  
ความน่าจะเป็นของประชากรท่ีติดเช้ือในระยะไม่แสดงอาการ

กลายเป็นประชากรท่ีติดเช้ือในระยะแสดงอาการ โดยไดรั้บ

เช้ือจากประชากรท่ีติดเช้ือในระยะแสดงอาการอีกคร้ัง 
0.2 

4f  
ความน่าจะเป็นของประชากรท่ีหายจากการติดเช้ือกลายเป็น

ประชากรท่ีติดเช้ือในระยะแสดงอาการ 
0.0427 

1γ  อตัราการหายจากการติดเช้ือในระยะแสดงอาการ (ต่อปี) 0.8129 

2γ  อตัราการหายจากการต่อตา้นการรักษาดว้ยยา (ต่อปี) 0.208 

δ  ความน่าจะเป็นของประชากรท่ีหายจากการติดเช้ือกลบัมาเป็น

ประชากรท่ีติดเช้ือ 

0.15 

d  อตัราการเสียชีวติท่ีเกิดจากการติดเช้ือในระยะแสดงอาการ 

(ต่อปี) 

0.0788 

1d  อตัราการเสียชีวติท่ีเกิดจากการด้ือยา (ต่อปี) 0.2351 

r
 

อตัราการต่อตา้นการรักษาดว้ยยา (ต่อปี) 0.005 

k  การพฒันาเช้ือไปเป็นประชากรท่ีติดเช้ือในระยะแสดงอาการ

โดยธรรมชาติ (ต่อปี) 

0.00013 

 

2. การหาอตัราการแพร่กระจายเช้ือ  

 อตัราการแพร่กระจายเช้ือ (basic reproduction number) เขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ 0R  ซ่ึงเป็นค่าเฉล่ียท่ี

ผูป่้วย 1 คน จะแพร่กระจายเช้ือให้แก่ผูท่ี้เส่ียงต่อการติดเช้ือไดก่ี้คน ถา้ค่า 0 1R <  แสดงวา่ มีแนวโนม้ของการ

แพร่กระจายเช้ือในกลุ่มประชากรลดลง แต่ถา้ค่า 0 1R >  แสดงว่า มีแนวโนม้ของการแพร่กระจายเช้ือในกลุ่ม

ประชากรเพ่ิมข้ึน   ในงานวจิยัน้ีจะทาํการหาอตัราการแพร่กระจายเช้ือโดยใชว้ธีิรุ่นถดัไป (next  generation  method)  
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ซ่ึงถูกเผยแพร่คร้ังแรกโดย Diekmanm et al. (1990) และนาํมาเรียบเรียงใหม่โดย Van den Driessche & Watmough 

(2002) โดยจะเร่ิมจากการหาจุดสมดุลสภาวะไร้โรค  

กาํหนดให ้  

 

0======
dt
dR

dt
dR

dt
dI

dt
dE

dt
dV

dt
dS es  

 

และ 0=== RIE   เม่ือแทนในระบบสมการ (1) จะไดจุ้ดสมดุลสภาวะไร้โรค 0( )E  คือ 

 

0 0 0
0 0

0 0 0( , , , , , ) , ,0,0,0,0
( )esE S V E I R ER ρ

µ ρ µ ρ µ
 Λ Λ

=  + + 
 

 

นาํระบบสมการ (1) มาจดัใหอ้ยูใ่นรูปเมทริกซ์ (x) (x)F V−  โดยท่ี (x)F  คือ อตัราการเกิดผูท่ี้ติดเช้ือ

ใหม่ในกลุ่มประชากร และ (x)V  คือ อตัราการเปล่ียนแปลงท่ีออกจากกลุ่มประชากรไปยงักลุ่มประชากรอ่ืนลบ

อตัราการเปล่ียนแปลงท่ีเพ่ิมเขา้มายงักลุ่มประชากร จะได ้
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และ 

1 2
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คาํนวณเมทริกซ์จาโคเบียนของ (x)F  และ (x)V  ท่ีจุดสมดุลสภาวะไร้โรค โดยจะพิจารณาเฉพาะกลุ่ม

ประชากรท่ีติดเช้ือในระบบ ไดแ้ก่ , , esE I R  กาํหนดเมทริกซ์ยอ่ยของเมทริกซ์จาโคเบียนของ (x)F  และ (x)V  

ดงัต่อไปน้ี 

 1 0
(x)

( )i

j

F
F E

x
 ∂

=  
∂  

 และ 1 0
(x)

( )i

j

V
V E

x
 ∂

=  
∂  

 

 

โดยท่ี (x)iF  และ (x)iV  คือแถวท่ี i  ของเมทริกซ์ (x)F  และ (x)V  ตามลาํดบั เม่ือ  { }, 3, 4,5i j∈   

ดงันั้นจะไดเ้มทริกซ์ 1F  และ 1V  ดงัน้ี 
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และ 1 1

1 2

0 0
0

0

k
V k r d

r d

µ
γ µ

γ µ

+ 
 = − + + + 
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จากนั้นทาํการคาํนวณค่าเฉพาะ (eigenvalues) ของเมทริกซ์ 1
1 1FV −  จะไดค้่าเฉพาะ 3 ค่า ดงัน้ี 

 

1 20, 0λ λ= =  และ 
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เน่ืองจากค่าอตัราการแพร่กระจายเช้ือ 0 1,2,3
max( )ii

R λ
=

=  ดงันั้น 
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สุดทา้ยทาํการตรวจสอบความมีเสถียรภาพเชิงเสน้กาํกบัเฉพาะท่ีของจุดสมดุลสภาวะไร้โรค 0( )E  
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เน่ืองจากระบบสมการ (1) และจุดสมดุลสภาวะไร้โรค 0( )E  สอดคลอ้งกบัทฤษฎีบทท่ี 2 ของ Van den Driessche 

& Watmough (2002) จึงสรุปไดว้า่ถา้ 0 1R <  แลว้ 0E  จะมีเสถียรภาพเชิงเสน้กาํกบัเฉพาะท่ี (local asymptotically  

stable) แต่ถา้ 0 1R >  แลว้ 0E  จะไม่มีเสถียรภาพ (unstable) 

3. จุดสมดุลสภาวะระบาดเรื้อรัง 

 ต่อไปจะทาํการหาจุดสมดุลสภาวะระบาดเร้ือรัง กาํหนดให ้ 

0======
dt
dR

dt
dR

dt
dI

dt
dE

dt
dV

dt
dS es  

และ  ในระบบสมการ (1) จะไดจุ้ดสมดุลสภาวะระบาดเร้ือรัง  
*

1( , , , , , )esE S V E I R R* * * * *  อยูใ่นรูปดงัต่อไปน้ี 

*
* *

1 2( ( ) )( (1 ) )
S

f f cI cI
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µ β ρ µ σ β
Λ

=
+ + + + −

 

*
*(1 )
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cIρ µ σ β

Λ
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+ + −
 

* *
1 2

*

*

*
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*

*
* 2
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1 2
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*
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r II
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k f cI

f I
c I d
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σ β
r µ σ β

β
µ β

γγ
µ β d
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d
γ µ
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+ + − 
 
 =

Λ
+ + +

+
+ +  

 
− +  

+ −

 
+ + + + 

 

*
*

* * *
1 2 3 4

kEI
r d f cS f cE f cRγ µ β β dβ

=
+ + + − − −

 

*
*

1 2
es

rIR
d γ µ

=
+ +

 

*
* 2

1
1 2*

*

r I
I

d
R

c I

γ
γ

γ µ
µ β d

 
+ + + =
+

 

 

ผลการทดลอง  

1. การเปรียบเทยีบผลเฉลยเชิงตวัเลขกบัข้อมูลผู้ป่วยวณัโรค 

ผูว้ิจยัทาํการเปรียบเทียบผลเฉลยเชิงตวัเลขของตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์กบัขอ้มูลจริง ซ่ึงหาผลเฉลยเชิง

ตวัเลขของตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์ดว้ยวธีิรุงเงอ-คุททา อนัดบัส่ี   โดยใชโ้ปรแกรม  MATLAB  (version 8.6,  release  
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R2015b+, license number 1115471) ดว้ยคาํสัง่ ode45  ซ่ึงทาํการกาํหนดค่าเร่ิมตน้โดยใชข้อ้มูลจาํนวนประชากรใน

ประเทศไทยและจาํนวนผูป่้วยในปี พ.ศ. 2557 จาก Strategy and Planning Division (2017) และ Bureau of 

Tuberculosis (2018) ตามลาํดบั ซ่ึงค่าเร่ิมตน้ของกลุ่มประชากรแต่ละกลุ่มเป็นดงัน้ี 

 

57089513, 7675688, 67722, 67722, , 54490178esS V E I R R= = = = = =  

 

 
รูปที ่2. กราฟแสดงการเปรียบเทียบผลเฉลยเชิงตวัเลขของตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์กบัขอ้มูลจริง 

 

เม่ือทาํการหาอตัราการแพร่กระจายเช้ือ พบวา่ 0 2.1 1632R = >  แสดงว่าแนวโนม้การแพร่กระจาย

เช้ือของวณัโรคจะเพ่ิมข้ึนในกลุ่มประชากร ดงันั้นเช้ือโรคยงัคงระบาดอยูใ่นประเทศไทยในปี พ.ศ. 2557-2560 และ

จากทฤษฎีบทท่ี 2 ของ Van den Driessche & Watmough (2002) จะไดว้า่ จุดสมดุลสภาวะไร้โรคไม่มีเสถียรภาพ 

เน่ืองจาก 0 1R >   จากรูปท่ี 2  เม่ือนาํผลเฉลยเชิงตวัเลขของตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์มาตรวจสอบความแม่นยาํกบั

ขอ้มูลจริง โดยใชค้่า MAPE พบวา่มีค่าคลาดเคล่ือนร้อยละ 9.0868 

2. วเิคราะห์ความอ่อนไหวของอตัราการแพร่กระจายเช้ือ  

 ในปี พ.ศ. 2551 Chitnis และคณะ (Chitnis et al., 2008) ไดท้าํการวเิคราะห์ความอ่อนไหวของพารามิเตอร์

ของอตัราการแพร่กระจายเช้ือของโรควา่พารามิเตอร์ตวัใดจะส่งผลใหอ้ตัราการแพร่กระจายเช้ือเพ่ิมข้ึนหรือลดลง 

โดยสามารถคาํนวณค่าความอ่อนไหวไดจ้ากสูตร ดงัน้ี  

 0 0

0

R
p

R p
p R

γ ∂
= ×
∂

    (2) 
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โดยท่ี p  คือ พารามิเตอร์ของอตัราการแพร่กระจายเช้ือ 

เม่ือแทนค่าพารามิเตอร์จากตารางท่ี 1 ในสูตรท่ีกล่าวมาขา้งตน้จะไดค้่าความอ่อนไหวของพารามิเตอร์ของ

อตัราการแพร่กระจายเช้ือแต่ละตวั ไดด้งัน้ี 

 

ตารางที ่2. ค่าความอ่อนไหวของอตัราการแพร่กระจายเช้ือของพารามิเตอร์แต่ละตวั  

พารามเิตอร์ ( )p  ค่าความอ่อนไหวของอตัราการแพร่กระจายเช้ือ 0( )R
pγ  

Λ   1  

β   1  

c  1  

1f  0.6354  

k  0.6327  

2f  0.3556  

ρ  0.0564  

µ  -1.6968  

1γ  -0.8995  

d  -0.0872  

σ  -0.0359  

r  -0.0055  

 

จากตารางท่ี 2 จะเห็นว่าพารามิเตอร์ท่ีมีค่าความอ่อนไหวของอตัราการแพร่กระจายเช้ือเป็นบวก ไดแ้ก่ 

1 2, , , , , ,c f k fβ ρΛ  ส่วนพารามิเตอร์ท่ีมีค่าความอ่อนไหวของอัตราการแพร่กระจายเช้ือเป็นลบ ได้แก่ 

1, , , ,d rµ γ σ   นั่นคือเม่ือเพ่ิมค่าพารามิเตอร์ 1 2, , , , , ,c f k fβ ρΛ   จะส่งผลให้อตัราการแพร่กระจายเช้ือ

เพ่ิมข้ึน และเม่ือเพ่ิมค่าพารามิเตอร์ 1, , , ,d rµ γ σ  จะส่งผลใหอ้ตัราการแพร่กระจายเช้ือลดลง แสดงดงัรูปท่ี 3 

 

3. การปรับปรุงผลเฉลยเชิงตวัเลขด้วยการถดถอยเชิงเส้นอย่างง่ายและการถดถอยเชิงพหุนาม 

จากการกาํหนดพารามิเตอร์ของตวัแบบในตารางท่ี 1 จะเห็นวา่พารามิเตอร์แต่ละค่านั้นเป็นค่าคงท่ี ซ่ึงใน

ความเป็นจริงค่าพารามิเตอร์บางค่าอาจไม่เท่ากันในแต่ละปี ในหัวขอ้น้ี ผูว้ิจัยจึงสนใจท่ีจะประมาณค่าของ

พารามิเตอร์ท่ีไดจ้ากขอ้มูลจริงดว้ยการถดถอยเชิงเสน้อยา่งง่ายและการถดถอยเชิงพหุนาม  

 - 127 - 



The Journal of Applied Science                           Vol. 18 No. 1: 116-134 [2019] 
วารสารวทิยาศาสตรป์ระยกุต ์          doi: 10.14416/j.appsci.2019.06.001 

 

 

 

 
รูปที ่3. กราฟแสดงอตัราการแพร่กระจายเช้ือ 0( )R  เทียบกบัค่าพารามิเตอร์แต่ละตวัในตารางท่ี 2 
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(ก) (ข) 

 

 พิจารณากราฟขอ้มูลจริงของพารามิเตอร์แต่ละตวัท่ีคาํนวณไดต้ามหวัขอ้ 2 จะสามารถแสดงไดด้งัต่อไปน้ี 

 

 
รูปที ่4. กราฟแสดงขอ้มูลจริงของพารามิเตอร์แต่ละตวัตั้งแต่ปี พ.ศ. 2557-2560 

 

จากรูปท่ี 4 จะเห็นวา่ พารามิเตอร์ 1 2,γ γ  และ µ  มีแนวโนม้เป็นเสน้โคง้ จึงทาํการสร้างสมการถดถอย

เชิงพหุนาม ดว้ยโปรแกรม MATLAB จะไดส้มการดงัน้ี 
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2

1
2

2
2

0.807774999999995-0.014214999999993 0.00542499999999918

0.151050000000002+0.113529999999998 0.0302499999999995

0.00614999999999998+0.000620000000000035 0.000100000000000002

t t
t t

t t

γ

µ

γ

+

-

=

=

=

-

 

ส่วนพารามิเตอร์ตวัอ่ืน ๆ  มีแนวโนม้เป็นเส้นตรง จึงทาํการสร้างสมการถดถอยเชิงเส้นอย่างง่าย ดว้ยโปรแกรม 

MATLAB จะไดส้มการดงัน้ี 

4

1

2

1

723271 17899.9999999999
0.98925+0.000240000000000129
0.01075 0.000239999999999998
0.0149+0.01111

0.00175+0.00131
0.07+0.00350000000000001
0.30825 0.02924

f t
f t

t
r t
f

t
d t

t

d

−
=
= −

=
=
= −

Λ =

=  

เพ่ือใหเ้ห็นความสัมพนัธ์ระหวา่งพารามิเตอร์แต่ละตวัท่ีคาํนวณไดจ้ากขอ้มูลจริงกบัพารามิเตอร์แต่ละตวัท่ีไดจ้าก

การสร้างสมการถดถอยเชิงเสน้อยา่งง่ายเม่ือเทียบกบัเวลา แสดงใหเ้ห็นดงัรูปท่ี 5 

เม่ือนาํพารามิเตอร์แต่ละตวัท่ีไดจ้ากการประมาณค่าดว้ยการถดถอยเชิงเสน้อยา่งง่ายและการถดถอยเชิงพหุ

นามไปแทนในตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์แลว้ทาํการหาผลเฉลยเชิงตวัเลข และเม่ือนาํผลเฉลยเชิงตวัเลขของตวัแบบเชิง

คณิตศาสตร์มาตรวจสอบความแม่นยาํกบัขอ้มูลจริง โดยใชค้่า MAPE พบวา่ผลเฉลยนั้นมีค่าคลาดเคล่ือนร้อยละ 

8.7825 โดยแสดงกราฟการเปรียบเทียบของผลเฉลยเชิงตวัเลขกบัขอ้มูลจริงไดด้งัรูปท่ี 6 

 

วจิารณ์และสรุปผลการทดลอง  

ผูว้จิยัไดส้ร้างตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์ของการแพร่กระจายเช้ือของวณัโรคในประเทศไทยท่ีมีปัจจยัของการ

ฉีดวคัซีนและการต่อตา้นการรักษาดว้ยยา ผลการวิจยัพบวา่ มีค่าอตัราการแพร่กระจายเช้ือ 0 2.1 1632R = >  

แสดงว่าแนวโน้มการแพร่กระจายเช้ือของวณัโรคจะเพ่ิมข้ึนในกลุ่มประชากร ดงันั้นเช้ือโรคยงัคงระบาดอยู่ใน

ประเทศไทยในปี พ.ศ.  2557 ถึง พ.ศ. 2560  และจะไดว้า่จุดสมดุลสภาวะไร้โรคไม่มีเสถียรภาพเน่ืองจาก 0 1R >  

จากการเปรียบเทียบผลเฉลยเชิงตวัเลขของตวัแบบเชิงคณิตสาสตร์กบัขอ้มูลจริง มีค่าคลาดเคล่ือนร้อยละ 9.0868 อนั

เน่ืองมาจากพารามิเตอร์ท่ีนาํมาใชใ้นการหาผลเฉลยเชิงตวัเลขของตวัแบบเชิงคณิตศาสตร์ไม่ไดเ้ป็นพารามิเตอร์ท่ี

ไดม้าจากขอ้มูลจริงทั้งหมด และในแต่ละปีมีค่าจริงของพารามิเตอร์แต่ละตวัท่ีเปล่ียนแปลงไป จากนั้นเม่ือทาํการ

ประมาณค่าพารามิเตอร์บางค่าโดยใชก้ารถดถอยเชิงเสน้อยา่งง่ายและการถดถอยเชิงพหุนาม พบวา่มีค่าคลาดเคล่ือน

ร้อยละ 8.7825 จะเห็นว่ามีค่าคลาดเคล่ือนน้อยลง ดังนั้นการประมาณค่าพารามิเตอร์ด้วยฟังก์ชนัท่ีประมาณค่า

ใกลเ้คียงกบัขอ้มูลจริงจะทาํใหผ้ลเฉลยเชิงตวัเลขมีความแม่นยาํมากข้ึน 
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พารามิเตอร์ท่ีคาํนวณไดจ้ากขอ้มูลจริง     พารามิเตอร์ท่ีคาํนวณไดจ้ากการสร้างสมการถดอย 

 

รูปที ่5. กราฟแสดงความสมัพนัธ์ระหวา่งพารามิเตอร์แต่ละตวัท่ีคาํนวณไดจ้ากขอ้มูลจริงกบัพารามิเตอร์ท่ีไดจ้ากการ 

สร้างสมการถดถอยเชิงเสน้อยา่งง่ายตั้งแต่ปี พ.ศ. 2557-2560 
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รูปที่  6. กราฟแสดงการเปรียบเทียบผลเฉลยเชิงตวัเลขและผลเฉลยเชิงตวัเลขท่ีทาํการปรับปรุงดว้ยการถดถอยเชิง

เสน้อยา่งง่ายและการถดถอยเชิงพหุนามกบัขอ้มูลจริง 

 

เม่ือวเิคราะห์ค่าความอ่อนไหวของพารามิเตอร์พบวา่ พารามิเตอร์ท่ีทาํใหอ้ตัราการแพร่กระจายเช้ือเพ่ิมข้ึน 

ไดแ้ก่ 1 2, , , , , ,c f k fβ ρΛ   และพารามิเตอร์ท่ีทาํให้อตัราการแพร่กระจายเช้ือลดลง ได้แก่ 1, , , ,d rµ γ σ  

โดยอาจกล่าวสรุปเป็นนโยบายสาํหรับป้องกนัและควบคุมโรค หากภาครัฐมีนโนบายรณรงคใ์ห้ผูป่้วยท่ีติดเช้ือ

หลีกเล่ียงการอยู่ในท่ีท่ีมีผูค้นแออัด เช่น การใช้บริการรถเมล์สาธารณะ หรือ งานแสดงคอนเสิร์ต หรืองาน

นิทรรศการต่าง ๆ เป็นตน้ จะช่วยลดอตัราการแพร่กระจายเช้ือได ้ นอกจากน้ี  หากภาครัฐคิดคน้งานวิจยัท่ีสามารถ

ลดอตัราเส่ือมสภาพของวคัซีน ท่ีเดิมวคัซีนมีระยะเวลาในการป้องกนัเพียงประมาณ 10 ปี ใหย้าวนานข้ึน พร้อมทั้ง

วจิยัการเพ่ิมประสิทธิภาพการป้องกนัของวคัซีนใหดี้ข้ึน จะช่วยใหอ้ตัราการแพร่กระจายเช้ือของวณัโรคลดลงได ้

 เน่ืองจากในประเทศไทยนั้นมีการฉีดวคัซีนสาํหรับป้องกนัวณัโรค และมีผูป่้วยท่ีรักษาดว้ยยาจากการด้ือยา 

หากใชเ้พียงตวัแบบของ Nainggolan et al. (2013) ซ่ึงพิจารณาปัจจยัของการฉีดวคัซีน หรือตวัแบบของ Gupta et al. 

(2018) ซ่ึงพิจารณาปัจจยัของผูป่้วยท่ีรักษาดว้ยยาจากการด้ือยา จะทาํใหว้ิเคราะห์การแพร่กระจายเช้ือวณัโรคใน

ประเทศไทยไดไ้ม่ครอบคลุม แต่ในงานวิจยัน้ีไดน้ําปัจจยัทั้งสองมาสร้างตวัแบบ  ดงันั้นตวัแบบท่ีไดจึ้งมีความ

เหมาะสมกบัการใชใ้นประเทศไทยมากกวา่ตวัแบบของ Nainggolan et al. (2013) และ Gupta et al. (2018) 
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บทคดัย่อ 
บทความน้ีตอ้งการท่ีจะนาํเสนอมุมมองทางดา้นวิทยาศาสตร์กายภาพของสมการกฎการอนุรักษ ์ซ่ึงเป็น

พ้ืนฐานในการวเิคราะห์ปัญหาเชิงวศิวกรรม โดยกล่าวถึงท่ีมาของกฎการอนุรักษม์วล โมเมนตมั และพลงังานท่ีใช้

ในกลศาสตร์ของไหล ดว้ยมุมมองทางกลศาสตร์ความต่อเน่ือง (continuum mechanics) จากการพิจารณากอ้นของ

ไหลท่ีถูกพดัพาไปในระบบแกนและมีการไหลผา่นปริมาตรควบคุม (control volume) ท่ีเวลา 0t  ใด ๆ โดยในท่ีน้ีเรา

ใชร้ะบบแกนพิกดัฉากเป็นพิกดัอา้งอิง ดว้ยกฎการอนุรักษม์วลท่ีกล่าววา่อตัราการเปล่ียนแปลงของมวลในปริมาตร

ควบคุมมีค่าเท่ากบัอตัราของมวลท่ีไหลเขา้ปริมาตรควบคุมลบดว้ยอตัราของมวลท่ีไหลออกจากปริมาตรควบคุม 

และในทาํนองเดียวกนัจากกฎขอ้ท่ี 2 ของนิวตนัท่ีวา่ผลรวมของแรง F∑


 ท่ีกระทาํกบัปริมาตรควบคุมของกลุ่ม

อนุภาคของไหลท่ีมีมวล mδ  ใหเ้คล่ือนท่ี ณ ช่วงเวลา 0t  ใด ๆ จะแปรผนัตรงกบัความเร่งทาํใหเ้ราสามารถสรุปกฎ

การอนุรักษโ์มเมนตมัได ้ทา้ยสุดกฎการอนุรักษพ์ลงังานไดจ้ากกฎขอ้ท่ี 1 ของเทอร์โมไดนามิกส์ ท่ีกล่าวไวว้า่อตัรา

การเปล่ียนแปลงของพลงังานในปริมาตรควบคุมจะมีค่าเท่ากบัผลรวมของการถ่ายเทความร้อนเน่ืองจากการนาํความ

ร้อนผ่านพ้ืนผิวของปริมาตรควบคุมรวมกบังานท่ีออกมาจากปริมาตรควบคุมทาํให้เราสามารถสรุปออกมาเป็นกฎ

การอนุรักษพ์ลงังานได ้

 

คาํสําคญั: กฎการอนุรักษม์วล, กฎการอนุรักษโ์มเมนตมั, กฎการอนุรักษพ์ลงังาน, ระบบแกนพิกดัฉาก 
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Abstract 

The objective of this article is to show physical perspective interpretation of conservative laws normally 

used in engineering problems by illustrated how to derive those conservative laws in fluid mechanics; mass, 

momentum and energy conservation from continuum mechanics perspective.  Here, we use Cartesian coordinates 

to show that, at any time 0t , mass flowing through a control volume is conserved.  By the fact that mass in a 

system is always constant, we could gain the mass conservation equation in a control volume by proving that the 

rate of change of mass in the control volume equals to the mass balance between the in- and out-mass fluxes.  In 

the meantime, by the 2nd Newton’s law applied at any time 0t , the total forces F∑


 acting on a control volume 

that has its mass mδ  are proportional to the fluid mass acceleration, we can deduce the momentum conservation 

equations.  Finally, by using the fact, from the 1st law of thermodynamics, that rate of energy changed in a control 

volume equals to rate of heat combined with rate of work changed in and out of the control volume. 

 

Keywords: conservation of mass, conservation of momentum, conservation of energy, Cartesian coordinates 

 

บทนํา 

กฎการอนุรักษเ์กิดจากความเป็นจริงทางธรรมชาติ นกัฟิสิกส์ไดเ้ฝ้าสังเกตความเป็นจริงตามธรรมชาติ   

นั้น ๆ แลว้นาํมาตั้งเป็นกฎการอนุรักษท์ั้ งหลาย ยกตวัอย่างความจริงตามธรรมชาติท่ีว่ามวล (พลงังาน) จะไม่สูญ

หายไปไหน แต่อาจจะมีการเปล่ียนรูปหรือเปล่ียนสถานะ อนัเป็นท่ีมาของกฎการอนุรักษม์วล (พลงังาน) ทางฟิสิกส์ 

หรือความจริงตามธรรมชาติท่ีกล่าววา่ผลรวมของแรงกระทาํต่อวตัถุจะเท่ากบัมวลคูณความเร่งของวตัถุ อนัเป็นท่ีมา

ของกฎขอ้ท่ีสองของนิวตนั (Newton’s second law) ซ่ึงเป็นท่ีมาของกฎการอนุรักษโ์มเมนตมั (conservation of 

momentum) เป็นตน้ กฎการอนุรักษ์มวล โมเมนตมั และพลงังานซ่ึงสามารถเรียกรวม ๆ กนัว่าสมการควบคุม 

(governing equations) ถูกนาํมาประยุกต์ใชท้างวิศวกรรมอย่างกวา้งขวาง ดว้ยมุมมองทางดา้นกลศาสตร์ความ

ต่อเน่ือง (continuum mechanics) เราจะไม่มองสสารในระดบัอะตอมแต่จะมองสสารเป็นกลุ่มกอ้นของไหล (fluid 

element) ท่ีมีสมบติัท่ีเป็นฟังก์ชนัต่อเน่ืองกนัไปตลอดทั้งกอ้นวตัถุ ดงันั้นเม่ือกอ้นของไหลถูกแรงจากภายนอกมา

กระทาํจะทาํใหเ้กิดการเสียรูปเชิงเสน้ (linear deformation) การเสียรูปเชิงมุม (angular deformation) ไปพร้อม ๆ กนั

ดงัแสดงในรูปท่ี 1 ซ่ึงแสดงกอ้นของไหลเกิดการเคล่ือนท่ีทาํให้กอ้นของไหลมีการเสียรูปเชิงเสน้ เช่น การยืดดึง 

และการเสียรูปเชิงมุม เช่น การบิดเบ้ียวไปพร้อม ๆ กนั โดยกอ้นของไหลท่ีเวลา 0t  ยงัไม่มีการเปล่ียนแปลงรูปร่าง 

ในขณะท่ีกอ้นของไหลเดิมท่ีเวลา 0t t+ ∆  เกิดการเปล่ียนแปลงรูปร่างไปจากเดิม (Lai  et al., 2010) บทความน้ีจะ

ไม่รวมถึงกฎการอนุรักษท่ี์ใชใ้นฟิสิกส์สมยัใหม่ (modern physics) ท่ีสามารถใชง้านไดต้ั้งแต่ในระดบัอุนภาคมูลฐาน

ท่ีมีขนาดเลก็ เช่น อะตอม นิวตรอน อิเลก็ตรอน และอนุภาคฮิกส์ (Higgs)  ซ่ึงเป็นการพิสูจนก์ฎการอนุรักษเ์ฉพาะจุด 
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(local gauge conservative law) (Anco & Bluman, 2002; Kosmann-Schwarzbach, 2011) จนถึงระดบักอ้นของไหล

ในกลศาสตร์ของไหล (traditional fluid mechanics) 

 

 
 

รูปที ่1. แสดงกอ้นของไหลเกิดการเสียรูปเชิงเสน้ เช่น การยดืดึง และการเสียรูปเชิงมุม เช่น การบิดเบ้ียวไปพร้อม ๆ 

กนั โดยกอ้นของไหลท่ีเวลา 0t  ยงัไม่มีการเปล่ียนแปลงรูปร่าง ในขณะท่ีกอ้นของไหลเดิมท่ีเวลา 0t t+ ∆  เกิดการ

เปล่ียนแปลงรูปร่างไปจากเดิม 

 

การประยกุตใ์ชก้ฎการอนุรักษ์มวล โมเมนตมั และพลงังานในเชิงวิศวกรรมอย่างหลากหลายข้ึนอยู่กับ

รูปแบบการไหล (type of flow) วา่เป็นการไหลแบบราบเรียบ (laminar) หรือเป็นการไหลแบบป่ันป่วน (turbulent) 

และรูปทรงของช่องทางไหล (flow channel) ถา้รูปทรงของช่องทางไหลเป็นรูปเรขาคณิตง่าย ๆ เช่น ทรงกระบอก 

(cylinder) ทรงเหล่ียม (slit) เราสามารถเลือกใชส้มการควบคุม (governing equations) ในระบบแกนพ้ืนฐานทัว่ไป 

(Bird et al., 1960; Bird et al., 2002) เช่น ระบบแกนพิกดัฉาก (Cartesian coordinates) ระบบแกนทรงกระบอก 

(cylindrical coordinates) และระบบแกนทรงกลม (spherical coordinates) หรือในระบบแกนพิกดัอ่ืน ๆ (Moon & 

Spencer, 1988) เช่น eccentric cylindrical (Gilbert et al., 2017) หรือ bispherical (Gilbert & Giacomin, 2019) โดย

ในการไหลแบบราบเรียบเราสามารถใชส้มมุติฐานการไหลแบบคลาน (stoke flows) เพ่ือลดรูปสมการควบคุมและ

สามารถหาคาํตอบแม่นตรง (exact solutions) หรือคาํตอบประมาณค่า (approximate solutions) ได้ แต่การ

ประยกุตใ์ชง้านทางวศิวกรรมโดยทัว่ไปแลว้ช่องทางไหลจะมีรูปทรงท่ีซบัซอ้น เช่น การไหลของพอลิเมอร์หลอม

เหลวในแม่พิมพฉี์ดพลาสติกหรือยาง (plastics or rubber injection molding) เพ่ือผลิตช้ินส่วนยานยนตแ์ละ

อิเลก็ทรอนิกส์ ซ่ึงตอ้งวเิคราะห์สมการควบคุมเหล่านั้นดว้ยการคาํนวณเชิงตวัเลข (numerical methods) เป็นตน้ 
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การแกส้มการอนุรักษม์วล โมเมนตมั และพลงังานร่วมกบัค่าขอบของปัญหา (boundary conditions) เพ่ือ

หาคาํตอบสามารถทาํไดเ้ม่ือใชร่้วมกบัการตั้งสมมุติฐานในเชิงวศิวกรรมเพ่ือหาคาํตอบแม่นตรง (exact solutions) ซ่ึง

เป็นคาํตอบเชิงวิเคราะห์ (analytical solutions) และคาํตอบประมาณค่า (approximate solutions) ซ่ึงอาจจะแสดงอยู่

ในรูปคาํตอบเชิงวิเคราะห์ หรือคาํตอบเชิงตวัเลข (numerical methods) ก็ได ้ปัจจุบนัการการแกส้มการควบคุม 

(governing equations) ใหอ้ยูใ่นรูปสมการคาํตอบท่ีเป็นฟังกช์นัเชิงเสน้หรือไม่เป็นเชิงเสน้ซ่ึงเป็นการแกส้มการแบบ

ในรูปของตวัแปร (symbolic solvers) เราสามารถใชโ้ปรแกรมคอมพิวเตอร์ เช่น Maple และ Mathematica ช่วยแก้

สมการไดเ้ป็นอยา่งดี ในขณะท่ีเราสามารถใชค้อมพิวเตอร์ช่วยในการคาํนวณเชิงตวัเลขเพ่ือหาคาํตอบของระบบได ้

ตวัอย่างโปรแกรมคาํนวณเชิงตวัเลขสําเร็จรูปท่ีใชใ้นงานวิศวกรรมพอลิเมอร์หลอมเหลว เช่น PolyFlow หรือ 

OpenFoam ใชใ้นการคาํนวณเชิงตวัเลขสาํหรับการไหลภายใน (internal flow) หรือใชโ้ปรแกรม Moldex หรือ 

Moldflow สาํหรับการไหลเขา้แม่พิมพฉี์ดพลาสติก เป็นตน้ สาํหรับโปรแกรมท่ีประยกุตใ์ชส้มการอนุรักษม์วล โม

เมนตมั และพลงังานในการแกปั้ญหาทางวศิวกรรมของไหลอ่ืน ๆ ยงัมีอีกมากมายแต่จะไม่ขอกล่าวถึงในท่ีน้ี 

บทความน้ีตอ้งการท่ีจะนาํเสนอมุมมองทางดา้นวทิยาศาสตร์กายภาพ (physical perspective interpretation)

ของสมการกฎการอนุรักษท่ี์นาํมาประยกุตใ์ชใ้นเชิงวศิวกรรมเพ่ือนาํไปใชใ้นการหาคาํตอบเชิงวเิคราะห์ (analytical 

solutions) เช่น คาํตอบแม่นตรง (exact solutions) และคาํตอบประมาณค่า (approximate solutions) ไม่ได้มี

วตัถุประสงคท่ี์จะวพิากษห์รือคน้หาทฤษฎีใหม่ดว้ยมุมมองทางดา้นคณิตศาสตร์ ( Ertel & Rossby, 1949; Naz et al., 

2008; Cheviakov & Jean, 2015) และถึงแมว้า่ความสามารถของคอมพิวเตอร์ในปัจจุบนัทาํให้การหาคาํตอบเชิง

ตวัเลข (numerical solutions) มีความสาํคญัเพ่ิมมากข้ึนและมีการนาํไปใชอ้ยา่งแพร่หลาย แต่ความเขา้ใจในสมการ

กฎการอนุรักษ์ก็ยงัเป็นหัวใจสาํคญัในการตีความหมายของคาํตอบท่ีไดจ้ากการคาํนวณไม่ว่าจะเป็นคาํตอบเชิง

วเิคราะห์หรือการหาคาํตอบเชิงตวัเลข 

กฎอนุรักษ์มวล 

ถา้พิจารณากอ้นของไหล (fluid element) มวล M  ไหลในระบบ (system) จากวธีิการแบบลากรางค ์

(Lagrangian approach) จะพบว่ามวลในระบบจะไม่เปล่ียนแปลงไปตามกาลเวลา (มวลคงท่ีทุกขณะ) ซ่ึงเป็น

หลกัการของการอนุรักษม์วลแต่อยา่งไรก็ตามสมการอนุรักษม์วล (conservation of mass) ท่ีเขียนอยูใ่นรูปอนุพนัธ์

สามารถอธิบายไดง่้ายกวา่ดว้ยวธีิการแบบออยเลอร์ (Euler approach) โดยการใชป้ริมาตรควบคุม (control volume) 

แลว้ใชว้ิธีหดปริมาตรควบคุมให้เล็กลงจนเป็นจุดดว้ยการพิจารณากอ้นของไหลในปริมาตรควบคุมขนาดเล็ก ๆ 

x y z∆ ∆ ∆  ท่ีมีหัวมุมหน่ึงอยูท่ี่ตาํแหน่ง ( )1 , ,P x y z  ใด ๆ บนระบบแกนท่ีหยดุน่ิง (inertia frame) การเคล่ือนท่ี

ของ ๆ ไหลในแนวแกน x  พามวลไหลเขา้ปริมาตรควบคุมขนาดเล็ก ๆ x y z∆ ∆ ∆  ผ่านระนาบท่ีมีหวัมุมหน่ึงอยูท่ี่

ตาํแหน่ง   ( )1 , ,P x y z      ดว้ยอตัราไหลของมวล    ( )x x
v y zρ ∆ ∆      และไหลออกปริมาตรควบคุมขนาดเลก็ ๆ 
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x y z∆ ∆ ∆   ผ่านระนาบท่ีมีอีกหวัมุมหน่ึงอยูท่ี่ตาํแหน่ง ( )2 , ,P x x y y z z+ ∆ + ∆ + ∆  ดว้ยอตัราไหลของมวล 

( )x x x
v y zρ

+∆
∆ ∆  ดงัรูปท่ี 2  

 

(x, y, z)

(x+∆x , y+∆y, z+∆z)

∆x 
∆y 

∆z 

(ρvx)x (ρvx)x+∆x

x 

y

z

(ρvz)z

(ρvz)z+∆z

(ρvy)y+∆y

(ρvy)y

 
รูปที่ 2. แสดงกอ้นของไหลในปริมาตรควบคุมขนาดเล็ก ๆ x y z∆ ∆ ∆  ท่ีมีหัวมุมหน่ึงอยูท่ี่ตาํแหน่ง ( )1 , ,P x y z  

ใด ๆ บนระบบแกนท่ีหยุดน่ิง (inertia frame) การเคล่ือนท่ีของของไหลในแนวแกน x  พามวล M  ไหลเขา้

ปริมาตรควบคุมขนาดเลก็ ๆ x y z∆ ∆ ∆  ผา่นระนาบท่ีมีหวัมุมหน่ึงอยูท่ี่ตาํแหน่ง ( )1 , ,P x y z  

 

 ในทาํนองเดียวกนัการเคล่ือนท่ีของ ๆ ไหลในแนวแกน y  พามวลไหลเขา้ปริมาตรควบคุมขนาดเลก็ ๆ 

x y z∆ ∆ ∆  ผ่านระนาบท่ีมีหวัมุมหน่ึงอยูท่ี่ตาํแหน่ง ( )1 , ,P x y z  ดว้ยอตัราไหลของมวล ( )y y
v x zρ ∆ ∆  และ

ไห ล ออ ก ปริ ม า ตร ค วบ คุ ม ขน า ดเ ล็ก  ๆ  x y z∆ ∆ ∆  ผ่ านร ะ น าบ ท่ี มี อี ก หัว มุ ม หน่ึ ง อ ยู่ ท่ี ต ําแ ห น่ ง 

( )2 , ,P x x y y z z+ ∆ + ∆ + ∆  ดว้ยอตัราไหลของมวล ( )y y y
v x zρ

+∆
∆ ∆  และการเคล่ือนท่ีของ ๆ ไหลใน

แนวแกน z  พามวลไหลเขา้ปริมาตรควบคุมขนาดเล็ก ๆ x y z∆ ∆ ∆   ผ่านระนาบท่ีมีหวัมุมหน่ึงอยู่ท่ีตาํแหน่ง 

( )1 , ,P x y z  ดว้ยอตัราไหลของมวล ( )z z
v x yρ ∆ ∆ และไหลออกปริมาตรควบคุมขนาดเล็ก ๆ x y z∆ ∆ ∆   ผ่าน

ร ะ น าบ ท่ี มี อี ก หั ว มุ ม ห น่ึ ง อ ยู่ ท่ี ต ําแ ห น่ ง  ( )2 , ,P x x y y z z+ ∆ + ∆ + ∆  ด้วย อัต ร า ไ ห ล ข อ ง ม ว ล 

( )z z z
v x yρ

+∆
∆ ∆  จากกฎการอนุรักษ์มวล ท่ีกล่าวว่าอตัราการเปล่ียนแปลงของมวลในปริมาตรควบคุมมีค่า

เท่ากบัอตัราของมวลท่ีไหลเขา้ปริมาตรควบคุมลบดว้ยอตัราของมวลท่ีไหลออกจากปริมาตรควบคุม ดงันั้น 

( ) ( )x xx x x
x y z v v y z

t
ρ ρ ρ

+∆

∂
∆ ∆ ∆ = − ∆ ∆

∂
 

( ) ( )y y z zz z zy y y
v v x z v v x yρ ρ ρ ρ

+∆+∆
+ − ∆ ∆ + − ∆ ∆  (1) 

หารตลอดดว้ย x y z∆ ∆ ∆  แลว้ใส่ลิมิตใหป้ริมาตรควบคุมเลก็ลงจนเขา้ใกลศู้นย ์
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0
lim

y yx x z zy y yx x x z z z
V

v vv v v v
t x y z

ρ ρρ ρ ρ ρρ +∆+∆ +∆

∆ →

 −− −∂ = − − − ∂ ∆ ∆ ∆  
 (2) 

จะไดรู้ปสมการอนุพนัธ์ทัว่ไปของกฎการอนุรักษม์วลหรือสมการความต่อเน่ือง (mass conservation or continuity 

equation) 

( ) ( ) ( ) 0yx zvv v
t x y z

ρρ ρρ ∂∂ ∂∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂
 (3) 

สมการท่ี (3) เขียนในรูปสมการเวคเตอร์จะได ้

0v
t
ρ ρ∂
+∇⋅ =

∂

 
 (4) 

เม่ือเวคเตอร์ความเร็วของของไหล 

x x y y z zv v v vδ δ δ= + +
  

 (5) 

โดย xδ


 yδ


 และ zδ


 เป็นเวคเตอร์หน่ึงหน่วยท่ีมีทิศทางไปในแนว x , y  และ z  ตามลาํดบั และเวคเตอร์เกร

เดียนตใ์นระบบแกนพิกดัฉากคือ 

x y zx y z
δ δ δ∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

  
 (6) 

เวคเตอร์ความเร็วและเวคเตอร์เกรเดียนตใ์นระบบแกนอ่ืน ๆ สามารถหาดูไดจ้ากหัวขอ้ 3.1 ในเอกสาร Bird et al., 

1960 และ Bird et al., 2002 ในท่ีน้ีจะแสดงการลดรูปเฉพาะในระบบแกนพิกดัฉากเท่านั้นซ่ึงจากสมการ (4) ถา้เป็น

การไหลคงตวัของของไหล (steady flow of compressible or incompressible fluids) สมการ (4) จะลดรูปเป็น 

0vρ∇⋅ =
 

 (7) 

นัน่คือ 

( ) ( ) ( ) 0yx zvv v
x y z

ρρ ρ∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 (8) 

แต่ถา้เป็นการไหลของของไหลแบบอดัตวัไม่ได ้(steady or unsteady flow of incompressible fluid) สมการ (4) จะ

ลดรูปเป็น 

0v∇⋅ =
 

 (9) 

นัน่คือ 

0yx zvv v
x y z

∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 (10) 
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สมการอนุรักษ์มวลสําหรับการไหลแบบอดัตวัไม่ได้น้ีจะแสดงถึงการเปล่ียนแปลงรูปทรงในแนวแกนหน่ึงจะ

กระทบกบัการเปล่ียนรูปทรงในอีกสองแนวแกนเน่ืองจากปริมาตรของกอ้นวตัถุจะตอ้งเท่าเดิมตลอดเวลา หรือเรียก

อีกอยา่งหน่ึงวา่อตัราการเปล่ียนแปลงปริมาตรต่อหน่ึงหน่วยปริมาตรคงท่ี (volumetric dilatation rate) สาํหรับของ

ไหลท่ีอดัตวัไม่ไดน้ัน่เอง 

กฎอนุรักษ์โมเมนตมั 

กฎการอนุรักษโ์มเมนตมัมีท่ีมาจากกฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนั (Newton’s law of motion) ท่ีเรารู้จกั ในท่ีน้ี

จะกล่าวถึงกฎขอ้ท่ี 2 ของนิวตนัท่ีกล่าววา่ผลรวมของแรงเกิดจากมวลคูณกบัความเร่งของวตัถุ ซ่ึงจะเป็นท่ีมาของ

สมการอนุรักษโ์มเมนตมัในท่ีสุด โดยก่อนท่ีจะทราบท่ีมาท่ีไปของสมการอนุรักษโ์มเมนตมั เราจะตอ้งทาํความรู้จกั

กบัวธีิกาํหนดแรงบนพ้ืนผวิ และจะตอ้งรู้จกักบัแรงกระทาํกบัวตัถุหรือกลุ่มอนุภาคของไหล (fluid particle) ซ่ึงแบ่ง

ออกเป็นแรงภายใน และแรงภายนอกดว้ย 

วธีิกาํหนดแรงบนพืน้ผวิ 

พิจารณาแรงขนาด δFs ท่ีกระทาํบนพ้ืนผิว δA ใด ๆ ออกสู่ภายนอก แรง δFs สามารถแตกออกเป็นแรง

ท่ีตั้งฉากกบัพ้ืนผิว δA ได ้1 แรงคือ δFn และแตกออกเป็นแรงท่ีขนานกบัพ้ืนผิว δA ไดอี้ก 2 แรงคือ δF1 และ δF2 

ดงัรูปท่ี 3 (ดูหวัขอ้ 6.3 ใน Munson et al., 2002) 

 

δFs

δFn

δF1
δA

δF2 พื�นผิวใดๆ

 
 

รูปที ่ 3. แสดงแรงขนาด δFs ท่ีกระทาํบนพ้ืนผิว δA ใด ๆ ออกสู่ภายนอก แรง δFs สามารถแตกออกเป็นแรงท่ีตั้ง

ฉากกบัพ้ืนผิว δA ได ้1 แรงคือ δFn และแตกออกเป็นแรงท่ีขนานกบัพ้ืนผิว δA ไดอี้ก 2 แรงคือ δF1 และ δF2 

 

ดงันั้นความเคน้ตั้งฉาก (normal stress, nπ ) คือ 

0
lim n

n A

F
Aδ

δπ
δ→

= nd F
dA

=  (11) 

ความเคน้เฉือนในแนวแกนท่ี 1 (shearing stresses in 1st direction, 1π ) และความเคน้เฉือนในแนวแกนท่ี 2 (shearing 

stresses in 2nd direction, 2π ) คือ 
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1
1 0

lim
A

F
Aδ

δπ
δ→

= 1d F
dA

=  (12) 

และ 

2
2 0

lim
A

F
Aδ

δπ
δ→

= 2d F
dA

=  (13) 

 

x

y

z

σxx

σxy

σxz

σyy

σyz
σyx

σzz

σzy

σzx

∆x

∆y

∆z

 
รูปที ่4. แสดงความเคน้รวมทั้งเกา้ (9) ท่ีประกอบกนัเป็นเทนเซอร์ความเคน้รวมในทิศทางท่ีเป็นบวก (+) ซ่ึงอยูบ่น

หน้าตดัด้านบน ด้านขวา และด้านหน้า บนปริมาตรควบคุม ในทางกลบักันความเคน้ท่ีอยู่บนหน้าตดัด้านล่าง 

ดา้นซา้ย และดา้นหลงัของปริมาตรควบคุมจะมีค่าเป็นลบ (-) 

 

ในการใหส้ญัลกัษณ์ความเคน้ (stress notation) นั้นตวัหอ้ยตวัแรกจะแสดงถึงระนาบท่ีมีทิศทางตั้งฉากกบั

ตวัห้อยนั้น (ทิศทางของพ้ืนท่ี) ตวัห้อยตวัท่ีสองแสดงถึงทิศทางของความเคน้นั้น ๆ (ทิศทางของแรงท่ีกระทาํบน

พ้ืนท่ีนั้น ๆ) ยกตวัอยา่ง เช่น xyσ  คือความเคน้บนระนาบท่ีตั้งฉากกบัแกน x  และมีทิศทางพุ่งไปทางแกน y  จาก

การให้สัญลกัษณ์ความเคน้ในลกัษณะน้ีเราสามารถรวบรวมความเคน้ในแต่ละแนวแกนมาเขียนให้อยู่ในรูปเทน

เซอร์ความเคน้รวม (total stress tensor, σ ) ไดด้งัน้ี 

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

σ σ σ
σ σ σ σ

σ σ σ

 
 

=  
 
 

 (14) 

ในท่ีน้ีแรงท่ีกระทาํออกจากพ้ืนผวิมีค่าเป็นบวกทาํใหค้วามเคน้ดึงมีค่าเป็นบวก (+) และความเคน้กดมีค่าเป็นลบ (-) 

ไปดว้ย  และในทาํนองเดียวกนัแรงดนัจะมีคา่นอ้ยกวา่ศูนย ์ หรือติดลบ (-)  ดงัแสดงในรูปท่ี 4  ดงันั้นในท่ีน้ี σ  เป็น 
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เทนเซอร์ความเคน้รวมท่ีเกิดจากกลุ่มอนุภาคของไหลกระทาํต่อของไหลภายนอกนัน่เอง ในขณะท่ีเทนเซอร์ความ

เคน้รวม (total stress tensor, π ) ท่ีเกิดจากแรงภายนอกกระทาํต่อกลุ่มอนุภาคของไหลจะนิยามโดย 

xx yx zx

xy yy zy

xz yz zz

π π π
π π π π

π π π

 
 

=  
 
 

 (15) 

เม่ือ 
Tσπ −=  ในท่ีน้ีเราจะใชเ้ทนเซอร์ความเคน้รวม (total stress tensor, π ) ในสมการท่ี (15) ในการคาํนวณ

ต่อไป (ดูหวัขอ้ 3.2.1 ใน Morrison, 2001) 

แรงภายนอกและแรงภายใน 

ในท่ีน้ีแทนวตัถุท่ีถูกแรงกระทาํเป็นกลุ่มอนุภาคของไหล (forces on the differential element) มี 2 ชนิด

ไดแ้ก่ (1) แรงภายนอกหรือแรงท่ีพ้ืนผิว (surface forces, sF


) และ (2) แรงภายใน (body forces, bF


) แรงภายนอก

หรือแรงท่ีพ้ืนผิวคือแรงท่ีกระทาํมาจากภายนอกโดยจะกระทาํบนพ้ืนผิวของวตัถุ ซ่ึงในท่ีน้ีแทนดว้ยกลุ่มอนุภาคของ

ไหล เช่น แรงดนั แรงเฉือน และแรงดึง เป็นตน้ ส่วนแรงภายในคือแรงท่ีเกิดข้ึนภายในกลุ่มอนุภาคของไหล ซ่ึงจะ

กระจายตวัทัว่ทั้งกลุ่มอนุภาคของไหล เช่น แรงจากนํ้ าหนกัท่ีกดทบัหรือแรงจากสนามแม่เหล็ก เป็นตน้ ดงันั้นแรงท่ี

เกิดข้ึนกบักลุ่มอนุภาคของไหลจะเป็นผลรวมของแรงภายในและแรงท่ีพ้ืนผวินัน่เอง 

F =∑


bF∑


sF+∑


  (16) 

พิจารณากลุ่มอนุภาคของไหลปริมาตรควบคุมขนาดเล็ก ๆ (infinitestimal fluid element) Δ Δ Δx y z  ท่ีมีหัวมุมหน่ึง

อยูท่ี่ตาํแหน่ง ( )1 , ,P x y z  ใด ๆ บนระบบแกนเฉ่ือยท่ีหยดุน่ิง (inertia frame) ในรูปท่ี 5 โดยทัว่ไปแลว้ความเคน้จะ

เปล่ียนแปลงไปตามกระแสการไหลของ ๆ เหลว ดงันั้นถา้การไหลในแนวแกน x  ของระบบก่อให้เกิดความเคน้ตั้ง

ฉาก xx x
π บนพ้ืนท่ี Δ Δy z  อนัเน่ืองมาจากกลุ่มอนุภาคของไหลท่ีอยูติ่ดกนั ในทาํนองเดียวกนัจะมีความเคน้เฉือน 

yx y
π บนพ้ืนท่ี Δ Δx z  และความเคน้เฉือน zx z

π  บนพ้ืนท่ี Δ Δx y  ซ่ึงเป็นระนาบท่ีผ่านตาํแหน่ง ( )1 , ,P x y z  

และเกิดความเคน้ตั้งฉาก xx x x
π

+∆
บนพ้ืนท่ี Δ Δy z   ความเคน้เฉือน yx y y

π
+∆

บนพ้ืนท่ี Δ Δx z  และความเคน้

เฉือน zx z z
π

+∆
 บนพ้ืนท่ี Δ Δx y  ซ่ึงเป็นระนาบท่ีผ่านตาํแหน่ง ( )2 , ,P x x y y z z+ ∆ + ∆ + ∆  โดยผลรวมของ

แรงท่ีเกิดจากความเคน้ในทิศทาง x  เกิดจากผลรวมของแรงตั้งฉากและแรงเฉือนโดยกาํหนดใหแ้รงท่ีพุ่งไปในทิศ

ทางบวก (+)  ของเสน้จาํนวนมีค่าเป็นบวก (+)  และแรงท่ีพุง่ไปในทิศทางลบ (-)  ของเสน้จาํนวนมีค่าติดลบ (-)  โดย

แรงเฉือนสามารถหาไดใ้นทาํนองคลา้ย ๆ กนัน้ี (ดูหนา้ 2-7 ของ Bird et al., 1977 หรือดูหนา้ 3-11 ของ Bird et al., 

1987) 
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,x sF∆ = ( )xx xxx x x
y zπ π

+∆
− − ∆ ∆  

 ( )yx yxy y y
x zπ π

+∆
− − ∆ ∆ ( )zx zxz z z

x yπ π
+∆

− − ∆ ∆  (17) 

หารตลอดสมการ (17) ดว้ยปริมาตรของกลุ่มอนุภาคของไหล V x y z∆ = ∆ ∆ ∆  แลว้ใส่ลิมิตให้ V∆ เล็กจนเขา้

ใกลศู้นยด์งันั้น 

,

0
lim

yx yx yxx xx zx zxx x z zy yx s x z
V

F
V x y z

π ππ π π π
+∆ +∆+∆

∆ →

 −− −∆ = − − − ∆ ∆ ∆ ∆  
 (18) 

ดงันั้นตามนิยามของการอนุพนัธ์สมการท่ี (18) ผลรวมของแรงท่ีเกิดจากความเคน้ในทิศทาง x  เขียนไดด้งัน้ี 

,x sFδ =∑ ,x s yxxx zxdF
dV x y z

ππ π∂ ∂ ∂
= − + + ∂ ∂ ∂ 

 (19) 

ในทาํนองเดียวกนัแรงท่ีเกิดจากความเคน้ในทิศทาง y  เกิดจากการไหลในแนวแกน y  ของระบบก่อให้เกิดความ

เคน้เฉือน xy x
π บนพ้ืนท่ี Δ Δy z  ความเคน้ตั้งฉาก yy y

π บนพ้ืนท่ี Δ Δx z  และความเคน้เฉือน zy z
π  บนพ้ืนท่ี 

Δ Δx y  ซ่ึงเป็นระนาบท่ีผา่นตาํแหน่ง ( )1 , ,P x y z  และเกิดความเคน้เฉือน xy x x
π

+∆
บนพ้ืนท่ี Δ Δy z  ความเคน้

ตั้งฉาก yy y y
π

+∆
บนพ้ืนท่ี Δ Δx z  และความเคน้เฉือน zy z z

π
+∆

 บนพ้ืนท่ี Δ Δx y  ซ่ึงเป็นระนาบท่ีผ่านตาํแหน่ง 

( )2 , ,P x x y y z z+ ∆ + ∆ + ∆   ผลรวมของแรงท่ีเกิดจากความเคน้ในทิศทาง y  คือ 

,y sFδ =∑ ,y s xy yy zydF
dV x y z

π π π∂ ∂ ∂ 
= − + + ∂ ∂ ∂ 

 (20) 

และแรงท่ีเกิดจากความเคน้ในทิศทาง z  เกิดจากการไหลในแนวแกน z  ของระบบก่อให้เกิดความเคน้เฉือน 

xz x
π บนพ้ืนท่ี Δ Δy z  ความเคน้เฉือน yz y

π  บนพ้ืนท่ี Δ Δx z   และความเคน้ตั้งฉาก zz z
π บนพ้ืนท่ี Δ Δx y  ซ่ึง

เป็นระนาบท่ีผ่านตาํแหน่ง ( )1 , ,P x y z  และเกิดความเคน้เฉือน xz x x
π

+∆
บนพ้ืนท่ี Δ Δy z  ความเคน้เฉือน 

yz y y
π

+∆
 บนพ้ืนท่ี Δ Δx z  และความเคน้ตั้ งฉาก zz z z

π
+∆

บนพ้ืนท่ี Δ Δx y  ซ่ึงเป็นระนาบท่ีผ่านตาํแหน่ง 

( )2 , ,P x x y y z z+ ∆ + ∆ + ∆  ผลรวมของแรงท่ีเกิดจากความเคน้ในทิศทาง z  คือ 

,z sFδ =∑ ,z s yzxz zz
dF
dV x y z

ππ π∂ ∂ ∂
= − + + ∂ ∂ ∂ 

 (21) 

โดยมีเวคเตอร์ผลรวมแรงบนพ้ืนผิวของปริมาตรควบคุมต่อหน่วยปริมาตรคือ 

sFδ =∑


, , ,x s x y s y z s zF F Fδ δ δ δ δ δ+ +∑ ∑ ∑
  

 (22) 
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(x, y, z)

(x+∆x , y+∆y, z+∆z)

∆x 
∆y 

∆z 

πxxx πxxx+∆x

x 

y

z

πzxz

πzxz+∆z

πyxy

πyxy+∆y

 
รูปที่ 5. แสดงกลุ่มอนุภาคของไหลในปริมาตรควบคุมขนาดเล็ก ๆ Δ Δ Δx y z  ท่ีมีหัวมุมหน่ึงอยู่ท่ีตาํแหน่ง 

( )1 , ,P x y z  ใด ๆ บนระบบแกนท่ีหยดุน่ิง (inertia frame) ท่ีมีความเคน้ตั้งฉากและความเคน้เฉือนบนพ้ืนผิว

ปริมาตรควบคุมท่ีเกิดจากโดยการไหลในแนวแกน x , y , และ z  

 

ในท่ีน้ีแรงภายใน bF


 ท่ีเราสนใจคือนํ้ าหนกัของกลุ่มอนุภาคของไหลนัน่เอง พิจารณากลุ่มอนุภาคของไหลปริมาตร

ควบคุมขนาดเลก็ ๆ Δ Δ Δx y z  อยูใ่นสนามแรงโนม้ถ่วง g  ดงัรูปท่ี 6 ดงันั้นผลรวมของแรงภายใน bF


 ท่ีเกิดจาก

นํ้ าหนกัของกลุ่มอนุภาคของไหลคือ (ดูหวัขอ้ 6-3 และ 9-6 ใน Cengel & Cimbala, 2006) 

b gravityF F mgδ= =∑
  

 (23) 

โดย g  คือเวคเตอร์แรงโนม้ถ่วง (gravity vector) โดย 

x x y y z zg g g gδ δ δ= + +
  

 (24) 

และมวลของกลุ่มอนุภาคของไหลคือผลคูณของความหนาแน่นและปริมาตรของกลุ่มอนุภาคของไหล 

m x y zδ ρ= ∆ ∆ ∆  (25) 

ดงันั้นเราสามารถเขียนแรงภายใน bF


 ในแต่ละแนวแกนไดด้งัน้ี 

,x bF =∑ xg x y zρ ∆ ∆ ∆  (26) 

,y bF =∑ yg x y zρ ∆ ∆ ∆  (27) 

,z bF =∑ zg x y zρ ∆ ∆ ∆  (28) 

หารตลอดสมการท่ี (26) – (28) ดว้ย Δ Δ Δx y z  จะได ้

,x b xF gδ ρ=∑  (29) 

,y b yF gδ ρ=∑  (30) 

,z b zF gδ ρ=∑  (31) 

และมีเวคเตอร์ผลรวมของแรงภายในรวมต่อหน่วยปริมาตรท่ีเขียนในแกน x , y  และ z  คือ 

bFδ =∑


, , ,x b x y b y z b zF F Fδ δ δ δ δ δ+ +∑ ∑ ∑
  

 (32) 
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z

g

∆x

Fgravity

∆y

∆z

 
 

รูปที ่6. กลุ่มอนุภาคของไหลปริมาตรควบคุมขนาดเลก็ ๆ Δ Δ Δx y z  อยูใ่นสนามแรงโนม้ถ่วง g  

สมการอนุรักษ์โมเมนตมัเชิงเส้น 

ในการสงัเกตการเคล่ือนท่ีของกลุ่มอนุภาคของไหลแบบลากรางค ์(Lagrangian approach) เราใชก้ฎขอ้ท่ี 2 

ของนิวตนัท่ีว่าผลรวมของแรง F∑


 ท่ีกระทาํกบัปริมาตรควบคุมของกลุ่มอนุภาคของไหลท่ีมีมวล mδ  ให้

เคล่ือนท่ี ณ ช่วงเวลา 0t  ใด ๆ จะแปรผนัตรงกบัความเร่ง 

F∑


( )D mv
Dt

δ= 
 (33) 

เม่ือโอเปอเรเตอร์อนุพนัธ์รวม (total or material derivative) นิยามโดย 

( ) ( ) { }( )D
v

Dt t
⋅ ∂ ⋅
= + ⋅∇ ⋅

∂


 (34) 

เม่ือ v  คือความเร็วของของไหลแสดงในสมการท่ี (5) และ ∇


 คือเวคเตอร์เกรเดียนตแ์สดงในสมการท่ี (6) สมการ

ท่ี (33) มีความหมายวา่ผลรวมของแรง F∑


 ท่ีกระทาํกบัปริมาตรควบคุมของกลุ่มอนุภาคของไหลท่ีมีมวล mδ  

มีค่าเท่ากบัอตัราการเปล่ียนแปลงโมเมนตมัหรือการเปล่ียนแปลงโมเมนตมัจะก่อให้เกิดแรงนัน่คือสมการอนุรักษ์

โมเมนตมั (conservation of linear momentum) นัน่เอง ถา้โดยปริมาตรควบคุมของกลุ่มอนุภาคของไหลมีปริมาตร 

V x y z∆ = ∆ ∆ ∆  และมีความหนาแน่น ρ  ดงันั้น 

F∑


( )D x y z v
Dt

ρ= DDD   
 (35) 

หารตลอดด้วยปริมาตรของกลุ่มอนุภาคของไหล V x y z∆ = ∆ ∆ ∆ จะได้ผลรวมของแรงต่อหน่วยปริมาตร 

Fδ∑


 

( )D v F
Dt

ρ δ=∑


 (36) 
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โดยผลรวมของแรงต่อหน่วยปริมาตรท่ีกระทาํบนปริมาตรควบคุมจะเท่ากับผลรวมของแรงท่ีพ้ืนผิวต่อหน่วย

ปริมาตรรวมกบัผลรวมของแรงภายในต่อหน่วยปริมาตรนัน่คือ 

Fδ =∑


bFδ∑


sFδ+∑


 (37) 

โดยผลรวมของแรงท่ีพ้ืนผิวต่อหน่วยปริมาตร sFδ∑


 แสดงในสมการท่ี (22) และผลรวมของแรงภายในต่อหน่วย

ปริมาตร bFδ∑


 แสดงในสมการท่ี (32) แทนค่าเวคเตอร์ความเร็วในสมการท่ี (5) และแทนค่าเวคเตอร์ผลรวม

ของแรงจากสมการท่ี (37) ลงในสมการท่ี (36) จะไดส้มการอนุรักษโ์มเมนตมัเชิงเส้น (conservation of linear 

momentum or Cauchy’s equation) ในแนว x , y  และ z  ดงัน้ี 

( ) yxxx zx
x x

D v g
Dt x y z

ππ πρ ρ
∂ ∂ ∂

= − + + ∂ ∂ ∂ 
 (38) 

( ) xy yy zy
y y

D v g
Dt x y z

π π π
ρ ρ

∂ ∂ ∂ 
= − + + ∂ ∂ ∂ 

 (39) 

( ) yzxz zz
z z

D v g
Dt x y z

ππ πρ ρ
∂ ∂ ∂

= − + + ∂ ∂ ∂ 
 (40) 

สมการท่ี (38) – (40) เป็นสมการอนุรักษโ์มเมนตมัเชิงเสน้ท่ีแสดงในแนวแกน x , y  และ z  หรือเรียกช่ือตามผูท่ี้

คิดคน้ข้ึนมาคือสมการของควอซช่ี (Cauchy’s equation) สมการของควอซช่ีน้ีมีตวัแปรอยูท่ั้ งหมด 12 ตวั นัน่คือ

ความเคน้ทั้ง 9 ตวัรวมกบัความเร็วในแนวแกน x , y  และ z  อีก 3 ตวั ( ), ,x y zv v v  แต่สมการอนุรักษโ์มเมนตมั

เชิงเสน้มีอยูแ่ค่ 3 สมการเม่ือรวมกบัสมการอนุรักษม์วลอีก 1 สมการก็ยงัไม่สามารถแกส้มการได ้

สมการการเคลือ่นที ่

ในบทก่อนหนา้น้ีสมการของควอซช่ียงัไม่สามารถใชแ้กส้มการไดเ้ราจึงจะตอ้งลดทอนตวัแปรลงให้เหลือ

แค่ 4 ตวั ซ่ึงเราจะเรียกวา่สมการการเคล่ือนท่ี (the equation of motion) แต่ก่อนอ่ืนใหพิ้จารณาของไหลในบ่อท่ีไม่มี

การเคล่ือนท่ี (fluid at rest) ดงันั้นกลุ่มอนุภาคของไหลจะไม่มีความเคน้เฉือนแต่ยงัคงมีแรงดนัของของไหลในทุก

ทิศทุกทางท่ีเกิดจากแรงภายนอกดงัรูปท่ี 7 โดยแรงดนัเหล่าน้ีเกิดจากนํ้ าหนกัของของเหลวท่ีทบัถมลงมานั่นเอง 

ดงันั้นเทนเซอร์ความเคน้รวม (total stress tensor, π ) สาํหรับของไหลไม่มีการเคล่ือนท่ี (fluid at rest) จะมีแต่ความ

เคน้ตั้งฉากท่ีพุง่เขา้หาปริมาตรควบคุมทุกทิศทุกทางและมีค่าเท่ากบัความดนั P  

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

π π π
π π π π

π π π

 
 

=  
 
 

0 0
0 0
0 0

P
P

P

 
 =  
 
 

 (41) 

ดงันั้นค่าเฉล่ียของความดนัสามารถหาไดจ้ากผลรวมของความเคน้ตั้งฉากในขณะท่ีของไหลหยดุน่ิงนัน่คือ 
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(ก) 

 

P

P P
P

P

P∆x
x

y

z

∆z

∆y

 
(ข) 

 
รูปที่ 7. (ก) แสดงของไหลในบ่อท่ีไม่มีการเคล่ือนท่ี (fluid at rest) และ (ข) ความเคน้ตั้งฉากท่ีพุ่งเขา้หาปริมาตร

ควบคุมทุกทิศทุกทางและมีค่าเท่ากบัความดนั P  

 

( )1
3 xx yy zzP π π π= + +  (42) 

แต่ถา้ของไหลมีการเคล่ือนท่ี (moving fluid) นอกจากกลุ่มของไหลจะถูกกระทาํโดยความเคน้เฉือนดงัแสดงในรูปท่ี 

8 แลว้ยงัมีแรงดนัของของไหลในทุกทิศทุกทางอีกดว้ย ดงันั้นเทนเซอร์ความเคน้รวม (total stress tensor, π ) 

สาํหรับของไหลมีการเคล่ือนท่ี (moving fluid) จะมีทั้งความเคน้ตั้งฉาก (จากแรงดนั) และความเคน้ท่ีเกิดข้ึนขณะ

กลุ่มอนุภาคของไหลเคล่ือนท่ี (จากแรงเสียดทานหรือโมเมนตมั) นัน่คือ 

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

π π π
π π π π

π π π

 
 

=  
 
 

0 0
0 0
0 0

P
P

P

 
 =  
 
 

xx xy xz

yx yy yz

xz zy zz

τ τ τ
τ τ τ
τ τ τ

 
 

+ 
 
 

 (43) 

 

x

y

z

τyx

−τyx

 
 

รูปที ่8. แสดงตวัอยา่งของไหลท่ีมีการเคล่ือนท่ี (moving fluid) โดยในท่ีน้ีกอ้นอนุภาคของไหลจะมีความเคน้เฉือน 

yxτ  ท่ีพ้ืนผิวดา้นบนเน่ืองจากกอ้นอนุภาคของไหลขา้งบน ซ่ึงมีความเร็วท่ีสูงกวา่ในทางกลบักนัท่ีพ้ืนผิวดา้นล่าง

กอ้นอนุภาคของไหลจะมีความเคน้เฉือน yxτ−  จากกอ้นอนุภาคของไหลขา้งล่างท่ีมีความเร็วท่ีชา้กวา่ 
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เราเรียกเทอมท่ี 2 ทางขวามือของสมการท่ี (43) วา่เทนเซอร์ความเคน้เสียดทาน หรือเทนเซอร์ความเคน้เฉือน หรือ

เทนเซอร์โมเมนตมัฟลกัส์ (viscous stress tensor or deviatoric stress tensor or momentum flux tensor, τ ) โดย

ความเคน้เสียดทานเน่ืองจากการเคล่ือนท่ีจะประกอบไปดว้ยความเคน้ตั้งฉาก 3 ตวัในแนวทแยงมุม และความเคน้

เฉือนอีก 6 ตวัท่ีเหลือ โดยความเคน้ตั้งฉากทั้ง 3 ตวัน้ีอาจจะเกิดจากการท่ีกลุ่มอนุภาคของไหลขา้ง ๆ ปริมาตร

ควบคุมบีบหรือดึงก็ได ้และความเคน้เฉือนทั้ง 6 ตวัอาจจะเกิดจากการท่ีกลุ่มอนุภาคของไหลขา้ง ๆ ปริมาตรควบคุม

เสียดสีในแนวต่าง ๆ กนัดงันั้นเราสามารถเขียนสมการ (43) ดว้ยสัญลกัษณ์เทนเซอร์ไดด้งัน้ี (ดูตาราง 1.2.2 ใน Bird 

et al., 2015) 

Pπ δ τ= +  (44) 

โดยเทนเซอร์เอกลกัษณ์ δ  นิยามโดย 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

δ
 
 =  
 
 

 (45) 

แทนค่าความเคน้รวมลงในสมการของควอซช่ีสมการท่ี (38) – (40) ยกตวัอยา่ง เช่น นาํค่าความเคน้ตั้งฉาก และความ

เคน้เฉือนท่ีกระทาํในแนวแกน x  จากสมการท่ี (43) 

xx xxPπ τ= +  (46) 

yx yxπ τ=  (47) 

zx zxπ τ=  (48) 

แทนลงในสมการของควอซช่ีในแนว x  สมการท่ี (38) จะได ้

( ) ( ) yx zx
x x xx

D v g P
Dt x y z

t tρ ρ t
∂ ∂∂

= − + + + ∂ ∂ ∂ 
 (49) 

จดัรูปสมการท่ี (49) ใหม่จะได ้

( ) yxxx zx
x x

D Pv g
Dt x x y z

ttt ρ ρ
∂ ∂ ∂∂

= − − + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
 (50) 

ในทาํนองเดียวกนันาํค่าความเคน้ตั้งฉากและความเคน้เฉือนท่ีกระทาํในแนวแกน y  จากสมการท่ี (43) แทนลงใน

สมการของควอซช่ีในแกน y  [สมการท่ี (39)] และนาํค่าความเคน้ตั้งฉากและความเคน้เฉือนท่ีกระทาํในแนวแกน 

z  จากสมการท่ี (43) แทนลงในสมการของควอซช่ีในแกน z  [สมการท่ี (40)] จะได ้

( ) xy yy zy
y y

D Pv g
Dt y x y z

ttt 
ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂
= − − + + ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (51) 

และ 
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( ) yzxz zz
z z

D Pv g
Dt z x y z

tt tρ ρ
∂ ∂ ∂∂

= − − + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
 (52) 

เขียนสมการการเคล่ือนท่ี (50) – (52) ใหอ้ยูใ่นรูปเวคเตอร์-เทนเซอร์ ไดคื้อ 

( )D v P g
Dt

ρ t ρ = −∇ − ∇⋅ + 
  

 (53) 

โดยเวคเตอร์ความเร็วและเวคเตอร์เกรเดียนต์ในระบบแกนพิกัดฉากแสดงในสมการท่ี  (5) และ (6) ส่วน

โอเปอเรเตอร์อนุพนัธ์รวมแสดงในสมการท่ี (34) เม่ือแทนค่าอนุพนัธ์รวมลงในสมการท่ี (51) ทาํให้สมการการ

เคล่ือนในแนวแกน x  เขียนไดด้งัน้ี 

yxx x x x xx zx
x y z x

v v v v Pv v v g
t x y z x y z x

ttt ρ ρ
∂  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = − + + − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 (54) 

ในทาํนองเดียวกนัสมการการเคล่ือนในแนวแกน y  

y y y y xy yy zy
x y z y

v v v v Pv v v g
t x y z x y z y

ttt 
ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    ∂
+ + + = − + + − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 (55) 

และสมการการเคล่ือนในแนวแกน z  

yzxzz z z z zz
x y z z

v v v v Pv v v g
t x y z x y z z

tt tρ ρ
∂   ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = − + + − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 (56) 

ในการไหลท่ีไม่สามารถกดอดัได ้(incompressible) และมีอุณหภูมิคงท่ี (isothermal) ของไหลแบบนิวทรอเนียนจะมี

พฤติกรรมการไหลท่ีความเคน้เฉือนจะแปรผนัตรงกบัอตัราความเครียดเฉือนนัน่คือ 

γµτ −=  (57) 

เม่ือ µ  คือค่าความหนืดนิวทรอเนียน ซ่ึงเป็นค่าคงท่ีและ γ  คือเทนเซอร์อตัราการเปล่ียนแปลงรูปร่างเชิงมุมนิยาม

โดย 

( ) ( )Tvv 
 ∇+∇=γ  (58) 

ดงันั้นจากสมการท่ี (57) เทนเซอร์ความเคน้เสียดทาน τ  จะเขียนไดด้งัน้ี 

xx xy xz

yx yy yz

xz zy zz

τ τ τ
τ τ τ τ

τ τ τ

 
 

=  
 
 

2

2

2

yx x x z

y y yx z

yxz z z

vv v v v
x y x z x

v v vv v
x y y z y

vvv v v
x z y z z

µ µ µ

µ µ µ

µ µ µ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − − + − +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 ∂ ∂ ∂   ∂ ∂ = − + − − +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 

∂ ∂∂ ∂ ∂  − + − + −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

 (59) 

เม่ือแทนค่า 
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2 x
xx

v
x

τ µ ∂
= −

∂
 (60) 

y x
yx

v v
x y

τ µ
∂ ∂

= − + ∂ ∂ 
 (61) 

xz
zx

vv
x z

τ µ ∂∂ = − + ∂ ∂ 
 (62) 

ลงในสมการการเคล่ือนท่ี (equation of motion) ในแนว x  ในสมการท่ี (54) และใชค้วามสัมพนัธ์ของสมการ

อนุรักษม์วลสาํหรับของไหลท่ีกดอดัไม่ไดใ้นสมการท่ี (10) จะได ้
2 2 2

2 2 2
x x x x x x x

x y z x
v v v v v v v Pv v v g
t x y z x y z x

ρ µ ρ
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = − + + − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 (63) 

ในทาํนองเดียวกนัในแนวแกน y  และ z  จะได ้
2 2 2

2 2 2
y y y y y y y

x y z y

v v v v v v v Pv v v g
t x y z x y z y

ρ µ ρ
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  ∂

+ + + = − + + − +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 (64) 

และ 
2 2 2

2 2 2
z z z z z z z

x y z z
v v v v v v v Pv v v g
t x y z x y z z

ρ µ ρ
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = − + + − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 (65) 

กาํหนดใหล้าปลาสโอเปอเรเตอร์ (Laplace operator) ในระบบแกนพิกดัฉากคือ 
2 2 2

2
2 2 2x y z

∂ ∂ ∂
∇ = ∇⋅∇ = + +

∂ ∂ ∂

 
 (66) 

ดงันั้นเขียนสมการท่ี (63) - (65) ในรูปเวคเตอร์ไดว้า่ 

2Dv P g v
Dt

ρ ρ µ= −∇ + − ∇
   

 (67) 

เราเรียกสมการท่ี (67) วา่สมการนาเวยีร์-สโตก (Navier-Stokes equation) ซ่ึงใชแ้กปั้ญหาการไหลสาํหรับของไหล

ชนิดนิวทรอเนียนโดยมีสมการควบคุมสาํหรับของไหลท่ีอดัตวัไม่ไดใ้นระบบแกนพิกดัฉากคือสมการอนุรักษม์วล 1 

สมการ [สมการท่ี (10)] และมีสมการนาเวยีร์-สโตกในแนวแกน x , แนวแกน y , และแนวแกน z  อีก 3 สมการ 

[(63) - (65)] ส่วนตวัแปรทั้ง 4 ตวัท่ีเป็นสมการคาํตอบคือ xv , yv , zv  และ P   

กฎอนุรักษ์พลงังาน 

พิจารณากลุ่มอนุภาคของไหลปริมาตรควบคุมขนาดเล็ก ๆ Δ Δ Δx y z  ท่ีมีของไหลไหลผ่านดว้ยความเร็ว 

xv ในแนวแกน x , yv ในแนวแกน y  และ zv  ในแนวแกน z  ตามลาํดบั (ดูรูปท่ี 9) ในกรณีท่ีปริมาตรควบคุมน้ี

ไม่มีการเคล่ือนไหวใด  ๆ   ท่ีก่อใหเ้กิดการเปล่ียนแปลงพลงังานจลน์    และพลงังานศกัย ์ดงันั้นจากกฎขอ้ท่ี  1   ของ 
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เทอร์โมไดนามิกส์ ท่ีกล่าวไวว้า่อตัราการเปล่ียนแปลงของพลงังานในปริมาตรควบคุมจะมีค่าเท่ากบัผลรวมของการ

ถ่ายเทความร้อนเน่ืองจากการนาํความร้อนผ่านพ้ืนผิวของปริมาตรควบคุม บวกกับความร้อนท่ีเกิดจากงานท่ี

เน่ืองมาจากการเสียดสีกนัเองของโมเลกลุของของไหล (viscous dissipation) ภายในปริมาตรควบคุม โดยความร้อน

ท่ีไหลเขา้ปริมาตรควบคุมมีค่าเป็นบวก (+) และปริมาณความร้อนท่ีไหลออกจากปริมาตรควบคุมมีค่าเป็นลบ (-) 

ดงันั้น (ดูหวัขอ้ 5.1.4 ของ Osswald & Hernandez-Ortiz, 2006) 

 

(x, y, z)

(x+∆x , y+∆y, z+∆z)

∆x 
∆y 

∆z 

qxx qxx+∆x

x 

y

z

qzz

qzz+∆z

qyy+∆y

qyy

 
 

รูปที ่9. แสดงการถ่ายเทความร้อนของกลุ่มอนุภาคของไหลผา่นปริมาตรควบคุมขนาดเลก็ ๆ Δ Δ Δx y z   

 

( )p x xx x x

DTc x y z q q y z
Dt

ρ
+D

DDD   = − DD   

 ( ) ( )ΔΔ
Δ Δ Δ Δ Δ Δ Δy y z zz z zy y y

q q x z q q x y x y z
++

+ − + − +Φ  (68) 

โดยค่าความจุความร้อนท่ีความดนัคงท่ี (heat capacity) pc อาจจะข้ึนอยู่กบัอุณหภูมิ โอเปอเรเตอร์ 
( )D

Dt
⋅

 เป็น

อนุพนัธ์รวมถูกนิยามไวใ้นสมการท่ี (34) xq  เป็นการนาํความร้อนในแนวแกน x ผ่านหนา้ตดั Δ Δy z  ในขณะท่ี 

yq  เป็นการนาํความร้อนในแนวแกน y ผา่นหนา้ตดั Δ Δx z   และ zq  เป็นการนาํความร้อนในแนวแกน z ผ่านหนา้

ตดั Δ Δx y  ตามลาํดบั Φ  เป็นอตัราการเกิดความร้อนต่อหน่วยปริมาตรท่ีเกิดจากการเสียดสีกนัเองของโมเลกลุของ

ของไหล (viscous dissipation) หารตลอดสมการท่ี (68) ดว้ย Δ Δ Δx y z  แลว้ใส่ลิมิตให้ปริมาตรควบคุมเล็กลงจน

เขา้ใกลศู้นย ์

0
lim

y yx x z zy y yx x x z z z
pV

q qq q q qDTc
Dt x y z

ρ +D+D +D

D →

 −− − = − − − +Φ DDD    
 (69) 
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จะไดรู้ปสมการอนุพนัธ์ทัว่ไปของกฎการอนุรักษพ์ลงังาน (conservation of energy) ในระบบแกนพิกดัฉากสาํหรับ

ของไหลท่ีไม่มีปฎิกิริยาเคมีใด ๆ 

yx z
p

qq qDTc
Dt x y z

ρ
∂∂ ∂

= − − − +Φ
∂ ∂ ∂

 (70) 

โดยกฎการนาํความร้อนของฟริูเยร์ (Fourier’s law of heat conduction) ในระบบแกนพิกดัฉากคือ 

x x
Tq k
x

∂
= −

∂
, y y

Tq k
y

∂
= −

∂
, z z

Tq k
z

∂
= −

∂
 (71), (72),(73) 

โดย xk , yk  และ zk  เป็นค่าการนาํความร้อน (thermal conductivity) ในแนวแกน x, y และ z ตามลาํดบั และใน

กรณีท่ีของไหลมีความเป็นเน้ือเดียวกนั (homogeneous) ค่าการนาํความร้อนจะมีค่าคงท่ีโดย x y zk k k k= = =  

สมการอนุรักษพ์ลงังาน (70) สามารถเขียนไดด้งัน้ี 
2 2 2

2 2 2p
DT T T Tc k
Dt x y z

ρ
 ∂ ∂ ∂

= + − +Φ ∂ ∂ ∂ 
 (74) 

สมการท่ี (74) เขียนในรูปสมการเวคเตอร์จะได ้(Bird et al., 1960 และ Bird et al., 1987) 

2
p

DTc k T
Dt

ρ = ∇ +Φ  (75) 

โดย 2∇  คือลาปราสโอเปอเรเตอร์ (Laplace operator) แสดงในสมการท่ี (66) โดยสมการอนุรักษพ์ลงังานในระบบ

แกนพิกดัฉาก แกนทรงกระบอก และแกนทรงกลมถูกแสดงไวใ้นตารางท่ี 10.2.2-3 ใน Bird et al., 1960 หรือใน

หวัขอ้ B.9 ใน Bird et al., 2002 และกฎการนาํความร้อนของฟริูเยร์ ท่ีเขียนอยูใ่นระบบแกนต่าง ๆ แสดงในตารางท่ี 

10.2.1 ใน Bird et al., 1960 หรือในหวัขอ้ B.2 ใน Bird et al., 2002 และอตัราการเกิดความร้อนต่อหน่วยปริมาตรท่ี

เกิดจากการเสียดสีกนัเองของโมเลกลุของของไหล (viscous dissipation) สามารถเขียนอยูใ่นระบบแกนพิกดัฉากคือ 

(Denn, 2008) 

( )1 :
2
τ γΦ = −  y yx xz

xx yy zz xy

v vv vv
x y z y x

τ τ τ τ
∂ ∂ ∂ ∂∂

= − − − − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 

 yx z z
xz yz

vv v v
z x z y

τ τ
∂ ∂ ∂ ∂ − + − +  ∂ ∂ ∂ ∂   

 (76) 

อตัราการเกิดความร้อนต่อหน่วยปริมาตรท่ีเกิดจากการเสียดสีกนัเองของโมเลกุลของของไหลหาไดจ้ากสมการท่ี 

(76) สามารถเขียนอยูใ่นรูปสมการเวคเตอร์ไดคื้อ 

( )1 :
2
τ γΦ = −   (77) 

โดยเทนเซอร์อตัราความเครียด γ  ถูกนิยามไวใ้นสมการท่ี (58) และเทนเซอร์ความเคน้เสียดทานของของไหลนิว-

ทรอเนียนถูกนิยามไวใ้นสมการท่ี (59) โดยสมการท่ี (77) สามารถเขียนในรูปอินเดก็ซ์ไดด้งัน้ี 
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3 3

1 1

1
2 ij ji

i j
τ γ

= =

Φ = − ∑∑   (78) 

ถา้เป็นของไหลอดัตวัไม่ไดช้นิดนิวทรอเนียนอตัราการเกิดความร้อนต่อหน่วยปริมาตรท่ีเกิดจากการเสียดสีกนัเอง

ของโมเลกลุของของไหลสามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปของเทนเซอร์อตัราเครียดดบัเบิลดอทกบัตวัมนัเอง ดงันั้น 

( : )
2
µ γ γΦ =    (79) 

และเขียนอยูใ่นรูปอินเดก็ซ์ไดคื้อ 
3 3

1 1
( )

2 ij ji
i j

µ γ γ
= =

Φ = ∑∑    (80) 

โดยอตัราการเกิดความร้อนต่อหน่วยปริมาตรท่ีเกิดจากการเสียดสีกนัเองของโมเลกุลของของไหล Φ  (viscous 

dissipation) ในพิกดัทรงกระบอกและพิกดัทรงกลมถูกแสดงไวใ้นตารางท่ี 3.4.8 ใน Bird et al., 1960 หรือในหวัขอ้ 

B7 ใน Bird et al., 2002 

 

บทสรุป 

ดว้ยมุมมองทางกลศาสตร์ความต่อเน่ือง (continuum mechanics) การไดม้าของกฎการอนุรักษต่์าง ๆ จึง

ตอ้งเร่ิมจากการพิจารณากอ้นของไหลท่ีถูกพดัพาไปในระบบแกนและมีการไหลผ่านปริมาตรควบคุม (control 

volume) ท่ีเวลา 0t  ใด ๆ โดยในท่ีน้ีแมว้า่เราจะใชร้ะบบแกนพิกดัฉากเป็นพิกดัอา้งอิงในการอธิบายสมการกฎการ

อนุรักษข์องไหลเน่ืองจากเป็นระบบแกนท่ีเขา้ใจไดง่้าย (intuitive) แต่อยา่งไรก็ตามสมการกฎการอนุรักษท์ั้งหมดได้

ถูกเขียนใหอ้ยูใ่นรูปสมการเวคเตอร์ ซ่ึงไม่ข้ึนอยูก่บัระบบแกนพิกดัใด ๆ  และสามารถนาํไปประยกุตใ์ชง้านไดใ้นทุก

ระบบแกนข้ึนอยูก่บัรูปทรงของช่องทางไหล (flow channel) 

โดยสรุปแลว้สมการกฎการอนุรักษม์วลกล่าวว่าอตัราการเปล่ียนแปลงของมวลในปริมาตรควบคุมมีค่า

เท่ากับอตัราของมวลท่ีไหลเขา้ปริมาตรควบคุมลบดว้ยอตัราของมวลท่ีไหลออกจากปริมาตรควบคุมทาํให้เรา

สามารถเขียนสมการอนุรัษม์วลไดใ้นสมการท่ี (4) ในทาํนองเดียวกนัจากกฎขอ้ท่ี 2 ของนิวตนัท่ีวา่ผลรวมของแรง 

F∑


 ท่ีกระทาํกบัปริมาตรควบคุมของกลุ่มอนุภาคของไหลท่ีมีมวล mδ  ให้เคล่ือนท่ี ณ ช่วงเวลา 0t  ใด ๆ จะ

แปรผนัตรงกบัความเร่งทาํให้เราสามารถสรุปกฎการอนุรักษโ์มเมนตมัออกมาเป็นสมการท่ี (53) ซ่ึงเป็นสมการ

เวคเตอร์ท่ีไม่เป็นเชิงเส้น โดยเทอมท่ีทาํให้สมการน้ีไม่เป็นเชิงเส้นคือเทอมทางซา้ยมือของสมการท่ี (53) นั่นเอง 

ทา้ยสุดกฎการอนุรักษพ์ลงังานได้จากกฎขอ้ท่ี 1 ของเทอร์โมไดนามิกส์ ท่ีกล่าวไวว้่าอตัราการเปล่ียนแปลงของ

พลงังานในปริมาตรควบคุมจะมีค่าเท่ากบัผลรวมของการถ่ายเทความร้อนเน่ืองจากการนาํความร้อนผ่านพ้ืนผิวของ

ปริมาตรควบคุม บวกกบัความร้อนท่ีเกิดจากงานท่ีเน่ืองมาจากการเสียดสีกนัเองของโมเลกลุของของไหล (viscous 

dissipation) ภายในปริมาตรควบคุม ทาํใหเ้ราสามารถสรุปออกมาเป็นสมการอนุรักษพ์ลงังานได ้[ดูสมการท่ี (75)] 
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