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บทคัดย่อ  

 บทความนี้นำเสนอแนวคิดเชิงนวัตกรรมทางพีชคณิตที่เรียกว่า  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับโดยมุ่งศึกษาสมบัติและโครงสร้าง

ลักษณะเฉพาะของ  -TA-กรุปพอยด์เปลี่ยนหมู่ปรกติ ผลการศึกษาชี้ให้เห็นว่า  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้ายเป็น  -กึ่งกรุปเสมอ อีกทั้งยัง

พิสูจน์ได้ว่าทุก  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้ายเป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับขวาและในทางกลับกัน  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับขวา

เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้าย เช่นเดียวกัน ผลลัพธ์ดังกล่าวสะท้อนถึงความสัมพันธ์ระหว่างสมบัติของ  -กรุปพอยด์ทั้งสองลักษณะและ

ช่วยขยายขอบเขตความเข้าใจในโครงสร้างของ  -TA-กรุปพอยด์ให้ลึกซ้ึงยิ่งขึ้น  
 

ค าส าคัญ:  -TA-กรุปพอยด์,  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้าย,  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับขวา, กรุปพอยด์,  -กรุปพอยด์ 
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ABSTRACT  

This paper introduces an innovative algebraic concept called the transposition regular  - TA-groupoid. The study 

focuses on investigating the fundamental properties and structural characteristics of the regular associative  - TA-groupoid. 

The results demonstrate that every left transposition regular  - TA-groupoid is always a  - semigroup. Furthermore, it is 

proved that every left transposition regular  - TA-groupoid is also a right transposition regular  - TA-groupoid, and 

conversely, every right transposition regular  - TA-groupoid is a left transposition regular  - TA-groupoid. These findings 

reveal a relationship between the two forms of  - TA-groupoids and provide deeper insight into the structural behavior of 

 -TA-groupoids within the framework of algebraic regularity. 
 

KEYWORDS:  -TA-groupoid, Left transposition regular  -TA-groupoid, Right transposition regular  -TA-groupoid, Groupoid, 

 -Groupoid 
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1. บทน า 
 การศึกษาความสัมพันธ์โครงสร้างพีชคณิตไม่เปลี่ยนหมู่

เช ่น กร ุปพอยด์ (groupoid) และ   -กร ุปพอยด์ (  -
groupoid) เป็นหัวข้อสำคัญในพีชคณิตสมัยใหม่ เนื่องจาก
ขยายแนวคิดพื้นฐานเพื่อนำไปสู่การค้นพบสมบัติโครงสร้าง
ใหม่ ๆ อย่างต่อเนื ่อง เช่น ในปี ค.ศ. 2006, ผลงานของ 
Mushtaq และ Khan (Mushtaq & Khan, 2006) ได้อธิบาย
ของไอดีลเฉพาะ (prime ideal) ใน AG*-กรุปพอยด์ (AG*-
groupoid) โดยอาศัยเงื่อนไขนิจพล (idempotent) ต่อมา
ในปี ค.ศ. 2013, ผลลัพธ์ของ Ahmad และคณะ (Ahmad 
et al., 2013) ที ่พิสูจน์ว่า AG*-กรุปพอยด์เป็น Bol*-AG-
กร ุปพอยด ์  (Bol*-AG-groupoid) ได ้ แสดงให ้ เห ็นถ ึ ง
ความสัมพันธ์เชิงโครงสร้างที่กว้างมากขึ้น ขณะที่ในปี ค.ศ. 
2014, Rashad และคณะ (Rashad et al., 2014) ได้แสดง
ว่าคลาสของ AG-กรุปพอยด์ถ่ายทอดซ้าย (left transitive 

AG-groupoid) สอดคล้องกับคลาสของ 2
T -AG-กรุปพอยด์ 

( 2
T -AG-groupoid) ผลงานในช่วงปี ค.ศ. 2020-2023, ได้

เพิ่มแนวความคิดใหม่ เช่น กรุปพอยด์เปลี่ยนหมู่วัฏจักรชนิด
ที่ 2 (type-2 cyclic associative groupoid) หรือ T2CA-
กรุปพอยด์ (T2CA-groupoid) ที่นำเสนอโดย Zhang และ
คณะ  (Zhang et al., 2020a), การศ ึ กษาการต ัดออก 
(cancellation) ใน CA-กรุปพอยด์ (CA-groupoid) โดย Ma 
และคณะ (Ma et al., 2020) และนอกจากนี้ Zhang และ
คณะ (Zhang et al., 2020b) ยังได้เสนอกรุปพอยด์เปลี่ยน
หมู่ทาร์สกี (Tarski associative groupoid) หรือ TA-กรุป
พอยด์ (TA-groupoid) พร้อมการวิเคราะห์สมบัติพื ้นฐาน
และความสัมพันธ์เชิงโครงสร้าง, การพัฒนาต่อเนื ่องของ
โครงสร้าง TA-กรุปพอยด์โดย An และคณะ (An et al., 
2022a) พิสูจน์ว่า TA-NET-กรุปพอยด์ (TA-NET-groupoid) 
ทุกตัวเป็นกึ่งกรุป (semigroup) และต่อมา An และคณะ 
(An et al., 2022b) ได้พิสูจน์ว่าความสัมพันธ์การตัดออก 
( cancellativity) แ ล ะ ค ว อ ซ ี - ก า ร ต ั ด อ อ ก  ( quasi-
cancellativity) ใน CA-กรุปพอยด์ , ผลงานของ Zhang 
และ Du (Zhang & Du, 2022) ได้ขยายแนวความคิดสู่กึ ่ง
กร ุปปรกติค ู ่สลับ (transposition regular semigroups) 
โดยการแปลงตำแหน่ง  (transforming positions) ของ
สมาชิกในเงื่อนไขปรกติ, การนำเสนอ AG-กรุปพอยด์ปรกติคู่
สลับ (transposition regular AG-groupoid) และ L1-กรุป
พอยด์ปรกติคู่สลับ (transposition regular L1-groupoid) 

โดย Du และคณะ. (Du et al., 2022) นอกจากนี ้ Chen 
และคณะ (Chen et al., 2023) ยังขยายแนวความคิดของ 
TA-กรุปพอยด์สู่โครงสร้าง TA-กรุป (TA-group) โดยผ่าน
กรุปพอยด์สามสิ ่งขยายนิวโทรโซฟิกเปลี ่ยนหมู ่ทาร์สกี 
( Tarski associative neutrosophic extended triplet 
groupoid) 
 ในการศ ึกษาโครงสร ้างทางคณิตศาสตร ์ได ้ขยาย

แนวความคิดไปสู ่    ซึ ่งม ีบทบาทสำคัญในการพัฒนา
โครงสร้างดังกล่าวอย่างต่อเนื ่อง เช่น ในปี ค.ศ. 2010, 
Chattopadhyay (Chattopadhyay, 2010) ได้ศึกษาสมบัติ

ของกึ ่งไฮเพอร์กรุปที ่ส ัมพันธ์กับ  -กึ ่งกรุปเปลี ่ยนหมู ่ 

(associated  -semigroup) ในปีเดียวกันนั้น Singh และ 

Khan (Singh & Khan, 2010) ได้ศึกษาสมบัติของควอซี-
-ดูดซับปรกติ (regular quasi- -absorbent) ใน  -กรุป

พอยด์-แลตทิช ( -groupoid-lattices) ต่อมา Shah และ 
Rehman (Shah & Rehman, 2010) ได้นำเสนอการวางนัย

ทั่วไปของ  -ไอดีล ( -ideal) และ  -ไบ-ไอดีล ( -bi-

ideal) ใน  -AG-กรุปพอยด์ ( -AG–groupoid) ซึ่งขยาย
ผลลัพธ์มาจาก AG–กรุปพอยด์ ในปี ค.ศ. 2012, Faisal และ

คณะ (Faisal et al., 2012) ได้พิสูจน์ว่า  -ไอดีลสองด้าน

วิภัชนัย (fuzzy  -two-sided ideal) ของ  -AG**-กรุป

พอยด์อันดับ (2, 2)-ปรกติ ((2, 2)-regular ordered  –
AG**-groupoid) เ ป ็ น ก ึ ่ ง แ ลตท ิ ซ  ( semilattice) ท ี ่ ม ี
เอกลักษณ์ ต่อมาในปี ค.ศ.2013, Sabri (Sabri, 2013) ได้

ศึกษาลักษณะเฉพาะของ −กึ่งกรุปนิจพล (idempotent 

−semigroup) และในปีเดียวกันนั้น Shah และ Rehman 

(Shah & Rehman, 2013) ศ ึกษาเกี ่ยวกับ  -AG-กรุป

พอยด์เปลี ่ยนหมู ่เฉพาะที ่ (locally associative  -AG–
groupoid) ที ่มีเอกลักษณ์ซ้าย (left identity) ในปี ค.ศ. 
2020 , Bhargavi และคณะ (Bhargavi et al., 2020) ได ้

เสนอแนวความคิด  -กึ ่งกรุปไตรภาควิภัชนัย (fuzzy 

ternary  -semigroup) พ ิส ูจน ์สมบ ัต ิของ  -กึ ่ งกร ุป

อันดับที ่บรรจุฐานสองด้าน (  -semigroup containing 
two-sided base) โดย Jantanan และคณะ (Jantanan et 
al., 2021) นอกจากน ี ้ ในป ี  ค.ศ.  2021 , Smisha. และ 
Romeo (Smisha & Romeo, 2021) ได้ขยายแนวความคิด
ของอะมัลแกมกึ่งกรุป (semigroup amalgam) ไปยังอะมัล

แกม  -กึ่งกรุป (  -semigroup amalgam) และสุดท้าย
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ในปี ค.ศ. 2023, Chuphan และ Yiarayong (Chuphan & 

Yiarayong, 2023) ได้นำเสนอแนวความคิด  -RA-กึ่งกรุป 

( -RA-semigroup)  
 ในบทความนี้ได้ขยายแนวความคิดของ TA-กรุปพอยด์
ป ร ก ต ิ ค ู ่ ส ล ั บ ซ ้ า ย  ( left transposition regular TA-
groupoid) (An & Zhang, 2022) เพ ื ่อศ ึกษาโครงสร ้าง
สมบัติพื้นฐานของ  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู ่สลับซ้าย (left 
transposition regular  -TA-groupoid) รวมทั้งพิสูจน์ว่า 
 -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้ายสมมูลกันกับ  -TA-กรุป
พอยด์ปรกติคู ่สลับขวา (right transposition regular  -
TA-groupoid) 
 

2. ความรู้พื้นฐาน 
 เพื่อให้การศึกษาสมบัติในบทความนี้มีความชัดเจนและ
เป็นระบบ จึงกำหนดความรู้พื้นฐานท่ีเกี่ยวข้องกับกรุปพอยด์ 
TA-กรุปพอยด์ TA-กรุปพอยด์ปรกติคู ่สลับซ้าย  -กรุป
พอยด์  -AG-กรุปพอยด์ปรกติและ  -กึ่งกรุป ดังต่อไปนี ้ 
 

บทนิยาม 2.1 (Yiarayong, 2022) กำหนดให ้ S  เป็นเซตท่ี

ไม่ใช่เซตว่าง จะเรียก S  ภายใต้การดำเนินการ   ว่า กรุป

พอย ด์  (groupoid) ก ็ ต ่ อ เม ื ่ อ  : S S S  →  โ ดยท ี ่ 

( ),x y xy  สำหรับทุก ,x y S  
 

บทนิยาม 2.2 (Zhang et al., 2020b) กำหนดให้ S  เป็น

กรุปพอยด์ จะเรียก S  ว่า กรุปพอยด์เปลี่ยนหมู่ทาร์สกี 

(Tarski associative groupoid) ถ ้ า  ( ) ( )xy z x zy=  

สำหรับทุก , ,x y z S  
 

บทนิยาม 2.3 (An & Zhang, 2022) กำหนดให้ S  เป็น 

TA-กรุปพอยด์และ x S  จะกล่าวว่า 

 1. x  เป ็น ปรกติคู่ สลับซ้าย (left transposition 

regular) ถ้ามี a S  ซึ่ง ( )ax x x=  และจะเรียก S  ว่า 

TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้าย ( left transposition 

regular TA-groupoid) ถ ้าสมาช ิกท ุกต ัวของ S  เป ็น

ปรกติคู่สลับซ้าย 
 

บทนิยาม 2.4 (Kehayopulu, 2009) กำหนดให้ S  และ 

  เป็นเซตที่ไม่ใช่เซตว่าง จะเรียก S  ภายใต้การดำเนินการ 

  ว่า  -กรุปพอยด์ ( -groupoid) ถ้า ,x y S  และ 

   แล้ว : S S S  →  ซึ่ง ( ), ,x y x y   
 

บทนิยาม 2.5 (Shah & Rehman, 2010) กำหนดให้ S  
เป็น  -กรุปพอยด์และ x S   

1 .  จะ เ ร ี ยก  S  ว ่ า   -AG-กร ุ ปพอยด ์  (  -AG-

groupoid) ถ้า , ,x y z S  และ ,    แล้วสมการ 

( ) ( )x y z z y x   =  เป็นจริง 

2. จะเรียก x  ว่า ปรกติ (regular) ถ้ามี a S  และ

,    โดยที่ ( )x x a x =  

3. จะเรียก S  ว่า  -AG-กรุปพอยด์ปรกติ (regular 

 -AG-groupoid) ถ้าสมาชิกทุกตัวเป็นปรกติ 
 

บทนิยาม 2.6 (Sen & Saha, 1986) กำหนดให้ S  เป็น 

-กรุปพอยด์ เรียก S  ว่า  -กึ่งกรุป ( -semigroup) ถ้า 

, ,x y z S  และ ,    แล้ว ( ) ( )x y z x y z   =  

 

3.  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้าย 
กำหนดให้ S  เป็น  -กรุปพอยด์โดยที่ x S  และ 

m  เป็นจำนวนเต็มที ่มากกว่า 0 จะเรียก m
x  ว่า x  ยก

กำลัง m  ถ้า ( )( )( )...
m

m

x x x x x  =  สำหรับทุก     

 

 -TA-กรุปพอยด์พัฒนามาจากการขยายแนวความคิดของ

โครงสร้างพีชคณิตสองโครงสร้าง ได้แก่ กรุปพอยด์เปลี่ยน

หมู่ทาร์สกีกับ  -กรุปพอยด์ ดังบทนิยามต่อไปนี้ 
 

บทนิยาม 3.1 กำหนดให้ S  เป็น  -กรุปพอยด์ จะเรียก 

S  ว ่ า   - TA-ก รุ ป พ อ ย ด์  (  - TA-groupoid) ถ ้ า 

, ,x y z S  และ ,    แล้ว ( ) ( )x y z x z y   =  
 

ช ั ด เ จ น ว ่ า ใ น   - TA-ก ร ุ ป พ อ ย ด ์ ม ี ส ม บ ั ต ิ 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 3 3 4 1 1 4 3 3 22 2x x x x x x x x    =  ส ำ ห ร ั บ ท ุ ก 

1 2 3 4, , ,x x x x S  และ 
1 2 3, ,     โดยปกติแล้ว  -

TA-กรุปพอยด์จะไม่มีสมบัติเปลี่ยนหมู่ทั่วไปบทตั้งต่อไปนี้จะ

นำเสนอเงื่อนไขที่ทำให้  -TA-กรุปพอยด์มีสมบัติเปลี่ยนหมู่ 
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บทต้ัง 3.2 กำหนดให ้ S  เป ็น  -TA-กร ุปพอยด ์ ถ ้า 

x S  และ ,    แล้ว  

1. ( ) ( )x x x xx x x x x    = =  

2. ( ) ( )x x x xx x x x x    = =  

การพิสูจน์ 2. กำหนดให้ S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์และ 

, ,x S     โดยบทนิยาม 3.1 จะได้ว่า 

( )x x x  ( )x xx =  

สำหรับทุก x S  และ ,    ด ังน ั ้น  -TA-กรุป

พอยด์มีสมบัติเปลี่ยนหมู่เมื่อใช้เงื่อนไขของบทนิยาม 3.1 โดย

ข้อ 2 จะได้ว่า ( ) ( )x x x xx x x x x    = =  ทำให้ได้ว่า 

( )x xx  = x x x   เป็นจริง 
 

ข้อสังเกต จากบทตั้ง 3.2 จะได้ว่า 

1. ( )( )( )...
m

x x x x x x x x x     = =  สำหรับทุก 

x S  และ    

2. จากข้อ 1 จะได้ m m
x x x x =  สำหรับทุก x S  

และ    
 

บทนิยามต่อไปนี้ได้นำเสนอแนวคิดของสมาชิกปรกติใน 
 -TA-กรุปพอยด์ เพื่อใช้เป็นพื้นฐานในการศึกษาสมบัติที่
เกี่ยวข้องในทฤษฎีบทต่อไป ดังนี ้
 

บทนิยาม 3.3 กำหนดให้ S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์และ 

x S  จะเรียก x  ว่า ปรกติ (regular) ถ้ามี a S  และ 

,    ซึ่ง ( )x x a x =  และจะเรียก S  ว่า  -TA-

กรุปพอยด์ปรกติ (regular  -TA-groupoid) ถ้าสมาชิก

ทุกตัวเป็นปรกติ 
 

จากบทนิยามของ  -TA-กรุปพอยด์ปรกติ สามารถ
ขยายผลไปสู ่การอธิบายสมบัติยกกำลัง เพื ่อให้เห็นถึง
โครงสร้าง ดังนี ้
 

ทฤษฎีบท 3.4 กำหนดให้ S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติ

และ m  เป ็นจำนวนนับ ถ้า x S  จะมี a S  และ 

,    ซึ่ง m m
x a x a =   

การพิสูจน์  จะพิส ูจน์โดยการอ ุปน ัยทางคณิตศาสตร ์ 

กำหนดให้ x S  เนื ่องจาก S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์

ปรกต ิจะได ้  ( )x x a x =  สำหร ับบาง a S  และ 

,    พิจารณา 
2 2

x a ( ) ( )x x a a  =  [เลขยกกำลัง] 

( )( )x x a a  =  [บทนิยาม 3.1] 

( )( )x a x a  =   [บทนิยาม 3.1] 

x a=      [สมมติฐาน.....(1)] 

ดังนั ้น 2 2
x a x a =  ต ่อไปกำหนดให้ k k

x a x a =  
สำหรับ k  เป็นจำนวนเต็มที่มากกว่า 0 เพราะว่า 

1 1k k
x a

+ + ( ) ( )k kx x a a  =  [เลขยกกำลัง] 

( ) ( )k kx x a a  =  [บทตั้ง 3.2] 

( ) ( )k kx a a x  =  [ทฤษฎีบท 3.6] 

( ) ( )x a a x  =   [สมมติฐาน] 
( ) ( )x x a a  =   [บทนิยาม 3.1] 

2 2
x a=     [เลขยกกำลัง] 

x a=      [จาก (1)] 

ดังนั้น 1 1k k
x a x a 

+ +
=  จากท่ีกล่าวมาจึงสรุปได้ว่า 

m m
x a x a =  

 

ในการศึกษาโครงสร้างของ  -TA-กรุปพอยด์ สมบัติ

ของการสลับซ้ายและสลับขวาเป็นปัจจัยสำคัญที ่ใช้ใน

การศึกษาความเป็นปรกติขององค์ประกอบภายในระบบ 

เพื่อความชัดเจนและได้ให้คำจำกัดความของสมบัติ ดังนี้ 
 

บทนิยาม 3.5 กำหนดให้ S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์และ 

x S  จะกล่าวว่า 

 1. x  เป ็น ปรกติคู่ สลับซ้าย (left transposition 

regular) ถ้ามี a S  และ ,    ซึ ่ง ( )a x x x  =  

และจะเรียก S  ว่า  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้าย 

( left transposition regular  - TA-groupoid) ถ ้ า

สมาชิกทุกตัวของ S  เป็น ปรกติคู่สลับซ้าย 

 2. x  เป ็น ปรกติคู่สลับขวา (right transposition 

regular) ถ้ามี a S  และ ,    ซึ ่ง ( )x x a x  =  

และจะเรียก S  ว่า  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับขวา 
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( right transposition regular  -TA-groupoid) ถ ้ า

สมาชิกทุกตัวของ S  เป็น ปรกติคู่สลับขวา 
 

 ต่อไปตัวอย่างแสดง S  ภายใต้การดำเนินการ  เป็น 

TA-กรุปพอยด์แต่ไม่เป็น TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้าย S  

เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้าย 
 

ตัวอย่าง 3.6 กำหนดให้    1,2,3,4,5,6 , ,S  =  =  

และ  เป็นการดำเนินการทวิภาคบน S  ดังตารางต่อไปนี้ 

ตารางที่ 1 ตารางแสดงการดำเนินการทวิภาคบน S  

 1  2  3  4  5  6  

1  1  2  2  1  3  1  

2  2  1  1  3  1  2  

3  2  1  1  3  1  2  

4  4  5  5  4  5  4  

5  5  4  4  5  4  5  

6  1  2  2  1  3  6  
 

ตารางที่ 2 ตารางแสดง  -TA-กรุปพอยด์ 

  1  2  3  4  5  6  

1  1  2  3  1  1  1  

2  2  3  1  2  2  2  

3  3  1  2  3  3  3  

4  1  2  3  4  4  4  

5  1  2  3  5  5  5  

6  1  2  3  5  5  6  
 

ตารางที่ 3 ตารางแสดง  -TA-กรุปพอยด์ 

  1  2  3  4  5  6  

1  1  2  3  1  3  2  

2  2  3  1  2  1  3  

3  3  1  2  3  2  1  

4  4  6  5  4  5  6  

5  5  4  6  5  6  4  

6  6  5  4  6  4  5  
 

เห็นได้ชัดเจนว่า S  ภายใต้การดำเนินการ  เป็น TA-กรุป

พอยด์แต่ไม่เป็น TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้าย เนื่องจากมี 

3 S  ดังนั้นจึงได้ ( )1 3 3 2 3 1= = , ( )2 3 3 1 3 2= = , 

( ) ( ) ( )3 3 3 1 3 2, 4 3 3 5 3 4 , 5 3 3 4 3 5,= = = = = =  
( )6 3 3 2 3 1= =  ชัดเจนว่า S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์

ปรกติคู่สลับซ้ายเพราะว่า 

สำหรับ 1 S  มี 1 ,S    ที่ซึ่ง ( )1 1 1 1 1 1  = =  

สำหรับ 2 S  มี 3 ,S    ที่ซึ่ง ( )3 2 2 1 2 2  = =  

สำหรับ 3 S  มี 2 ,S    ที่ซึ่ง ( )2 3 3 1 3 3  = =  

สำหรับ 4 S  มี 4 ,S    ที่ซึ่ง ( )4 4 4 4 4 4  = =  

สำหรับ 5 S  มี 5 ,S    ที่ซึ่ง ( )5 5 5 5 5 5  = =  

สำหรับ 6 S  มี 6 ,S    ที่ซึ่ง ( )6 6 6 6 6 6  = =  
 

ทฤษฎีบทต่อไปนี้แสดงสมบัติพื้นฐานของ  -TA-กรุป

พอยด์ปรกติคู่สลับซ้าย ดังนี ้
 

ทฤษฎีบท 3.7 ถ้า S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับ

ซ้ายและ x S  แล้วสมบัติต่อไปนี้เป็นจริง 

1 .  ถ ้ า  ( )x b x x =  สำหร ับบาง  ,    แล ้ว 

a x x a =  โดยที่ a b x=  

 2. มี a S  ซึ่ง 2
a a=  

 3. มี a S  ในสมบัติข้อ 1 ได้เพียงตัวเดียวเท่านั้น 

การพิสูจน์ 1. กำหนดให้ S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่

สลับซ้ายและ ( )x b x x =  สำหรับบาง ,    ซึ ่ง 

โดยที ่ a b x=  พิจารณา 

   a x ( )b x x =  [สมมติฐาน] 

     x=    [บทนิยาม 3.5  ….(1)] 

และ 

   x a ( )( )b x x a  =  [สมมติฐาน] 

     ( ) ( )b x a x =  [บทนิยาม 3.1] 

     a x=    [สมมติฐาน (1)] 

     x=     [(1) ….(2)] 

จาก (1) และ (2) จะสรุปได้ว่า a x x x a = =  ต่อไปจะ

แสดงว่า b x x b a = =  พิจารณา ( )b x x x  =  
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   x b ( )( )b x x b  =  [สมมติฐาน] 

     ( ) ( )b x b x =  [บทนิยาม 3.1] 

     ( )( )b x xb  =  [บทนิยาม 3.1] 

     b x=    [บทนิยาม 3.5] 

     a=     [สมมติฐาน ….(3)] 

จาก (3) จะสร ุปได ้ว ่า x b a =  ส ุดท้ายนี ้จะแสดงว่า 

( )
2

b x b x =  พิจารณา 

   ( )2b x  ( ) ( )b x b x =  [ยกกำลังสอง] 

     ( )( )b x xb  =  [บทนิยาม 3.5] 

     ( )a xb =   [สมมติฐาน] 

     b x=     [(1)] 

ดังนั้นสรุปได้ว่า ( )
2

b x b x =  

2. กำหนดให้ S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู ่สลับ

ซ ้ า ย แ ล ะ  x S  จ ะ ม ี  c S  แ ล ะ  ,    ซ ึ ่ ง 

( )c x x x  =  ให ้ a c x=  พิจารณา 
2

a a a=     [ยกกำลังสอง] 

     ( ) ( )c x c x =  [สมมติฐาน] 

     ( )( )c x xc  =  [บทนิยาม 3.1] 

     c x=    [บทนิยาม 3.5] 

     a=     [สมมติฐาน] 

ดงันั้น 2
a a=  

 3. จากข้อ 1 สมมติมี 1 1, , ,a a b b S  และ ,    

ท ี ่  ,a x x a x = = b x x b a = = 1 1,a x x a x = =  

และ 1 1 1b x x b a = =  พิจารณา 

   1a a ( ) 1b x a =   [สมมติฐาน] 

     ( )1b a x =   [บทนิยาม 3.1] 

     b x=     [สมมติฐาน] 

     a=     [สมมติฐาน....(1)] 

และ 

   1a a ( )1a b x =   [สมมติฐาน] 

     ( ) 1a x b =   [บทนิยาม 3.1] 

     1x b=    [สมมติฐาน] 
     1a=     [สมมติฐาน….(2)] 

จาก (1) และ (2) จะได้ว่า 1a a=  จึงทำให้สรุปได้ว่ามี a  ที่

มีสมบัติตามข้อ 1 ได้เพียงตัวเดียวเท่านั้น 
 

จากทฤษฎีบท 3.4 ขยายผลไปสู ่   -TA-กรุปพอยด์
ปรกติคู่สลับซ้าย ดังทฤษฎีบทต่อไปนี ้
 

ทฤษฎีบท 3.8 กำหนดให้ S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติ

คู่สลับซ้ายและ m  ที่เป็นจำนวนนับ ถ้า x S  แล้วจะมี 

a S  และ ,    ซึ่ง m m m m
x a a x a x  = =  

การพิสูจน์ กำหนดให้ x S  เมื ่อ S  เป็น  -TA-กรุป

พอยด์ปรกติคู่สลับซ้ายและ    โดยทฤษฎีบท 3.7 ข้อ 

1 จะได้ว่ามี ,a b S  และ    โดยที่ b x x b x = =  

และ a x x a b = = เนื ่องจาก ( )a x x b x x  = =  จะ

ได้ 

   2 2
a x ( ) ( )a a x x  =  [ยกกำลังสอง] 

     ( ) ( )a x x a  =  [บทนิยาม 3.1] 

     ( )( )a x a x  =  [บทนิยาม 3.1] 

     ( )( )a a x x  =  [สมมติฐาน] 

     ( )a b x =   [สมมติฐาน] 

     a x=    [สมมติฐาน ....(1)] 

กำหนดให้ k k
a x a x =  เพราะว่า 

  1 1k k
a x

+ + ( ) ( )k ka a x x  =  [ยกกำลังสอง] 

     ( ) ( )k ka a x x  =  [บทตั้ง 3.2] 

     ( ) ( )k ka x x a  =  [บทนิยาม 3.1] 

     ( ) ( )a x x a  =   [สมมติฐาน] 

     ( ) ( )a a x x  =   [บทนิยาม 3.1] 

     2 2
a x=     [ยกกำลังสอง] 

     a x=     [จาก (1)] 

จากหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์จะได้ว่า m m
a x a x =  

และในทำนองเดียวกัน m m
x a x a a x  = =  จึงสรุปได้ว่า 

m m m m
x a a x a x  = =  

 

ทฤษฎีบทต่อไปนี้แสดงความสัมพันธ์ระหว่างโครงสร้าง
ของ  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู ่สลับขวากับ  -TA-กรุป
พอยด์ปรกติคู่สลับซ้าย 
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ทฤษฎีบท 3.9 กำหนดให้ S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติ

คู่สลับขวาก็ต่อเมื่อ S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับ

ซ้าย 

การพิสูจน์ กำหนดให้ S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่

สลับขวา จะแสดงว่า S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับ

ซ้าย ให้ x S  จาก S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู ่

สลับขวาจะมี a S  และ ,    ซึ ่ง ( )x x a x  =  

ต่อไปจะแสดงวา่ x  เป็นปรกติคู่สลับซ้าย ดังนั้นจะมี b S  

และ ,    โดยที่ ( )b x a a =  พิจารณา 

  ( )b x x  ( )( )( )x a a x x   =  [สมมติฐาน] 

     ( ) ( )( )x a x a x   =  [บทนิยาม 3.1] 

     ( ) ( )( )x a x x a   =  [บทนิยาม 3.1] 

     ( )x a x =    [บทนิยาม 3.5] 

     ( )x x a =        [บทนิยาม 3.1] 

     x=          [บทนิยาม 3.5] 

ดังนั้น S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้าย 

 สมมติให้ S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้าย จะ

แสดงว่า S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู ่สลับขวา ให้ 

x S  จาก S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้ายโดย

ทฤษฎีบท 3.5 ข้อ 1 จะได้ว่ามี ,a b S  และ    ซึ่ง 

b x x b x = = , a x x a b = =  จะได้ 

  ( )x x a  ( ) ( )b x x a  =   [สมมติฐาน] 

     ( )( )b x a x  =   [บทนิยาม 3.1] 

     ( )b b x =    [สมมติฐาน] 

     b x=     [สมมติฐาน] 

     x=      [สมมติฐาน] 

ดังนั้น S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับขวา 
 

 บทตั้งต่อไปนี้จะแสดงสมบัติพื้นฐานที่สำคัญเกี่ยวกับยก
กำลังสองใน  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้ายเพื่อนำไป
ประยุกต์ใช้ในทฤษฎีบทต่อไป ดังนี ้
 

บทต้ัง 3.10 ถ้า S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้าย

และ x S  แล้วจะมี ,a b S  และ    แล้วสมบัติ

ต่อไปนี้เป็นจริง 

1. 2 2 2
a x x a x = =  

2. 2 2 2 2
b x x b a = =  

3. ( )
2

2 22 2b x b x =  

การพิสูจน์ 1. กำหนดให้ S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่

สลับซ้ายและ x S  โดยทฤษฎีบท 3.7 ข้อ 1 จะมี a S  

และ    โดยที ่ a x x a x = =  พิจารณา 

   2
a x ( )a x x =   [เลขยกกำลัง] 

     ( )a x x =   [บทนิยาม 3.1] 

     x x=     [สมมติฐาน] 

     2
x=     [เลขยกกำลัง ….(1)] 

   2
x a ( )x x a =   [เลขยกกำลัง] 

     ( )x a x =   [บทนิยาม 3.1] 

     x x=     [สมมติฐาน] 

     2
x=     [เลขยกกำลัง ....(2)] 

ดังนั้น (1) และ (2) จะได้ 2 2 2
a x x x a = =  

 2. กำหนดให้ S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู ่สลับ

ซ้ายและ x S  โดยทฤษฎีบท 3.7 ข้อ 1 จะมี ,a b S  

และ    โดยที่ b x x b a = =  พิจารณา 

   2 2
b x ( ) ( )b b x x  =  [เลขยกกำลัง] 

     ( ) ( )b x x b  =  [บทนิยาม 3.1] 

     a a=     [สมมติฐาน] 

     2
a=     [เลขยกกำลัง] 

     ( )
2

b x=    [สมมติฐาน] 

     b x=     [สมมติฐาน] 

     a=     [สมมติฐาน ....(3)] 

และ 

   2 2
x b ( ) ( )x x b b  =  [เลขยกกำลัง] 

     ( ) ( )x b b x  =  [บทนิยาม 3.1] 

     a a=     [สมมติฐาน] 

     2
a=     [เลขยกกำลัง] 

     ( )
2

b x=    [สมมติฐาน] 

     b x=     [สมมติฐาน] 

     a=     [สมมติฐาน ....(4)] 
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ดังนั้น (3) และ (4) จะได้ 2 2 2 2
b x a x b = =  

3. กำหนดให้ S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู ่สลับ

ซ้ายและ x S  โดยทฤษฎีบท 3.7 ข้อ 1 จะมี b S  และ 

   โ ด ย ท ี ่  ( )
2

b x b x =  ต ่ อ ไ ป ก ำ ห น ด 

( )
2

2 2A b x=  จะได้ 

A ( ) ( )2 2 2 2b x b x  =      [เลขยกกำลัง] 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )b b x x b b x x      =  [เลขยกำลัง] 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )b x x b b x x b      =  [บทนิยาม 3.1] 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )b x b x b x b x      =  [สมมติฐาน] 

 ( ) ( )
2 2

b x b x  =      [เลขยกกำลัง] 

 ( ) ( )b x b x  =       [สมมติฐาน] 

 ( ) ( )b x x b =       [สมมติฐาน] 

 ( ) ( )b b x x =       [บทนิยาม 3.1] 

 2 2
b x=         [เลขยกกำลัง] 

ดังนั้น ( )
2

2 22 2b x b x =  
 

ทฤษฎีบทต่อไปนี ้ โดยหาเงื ่อนไขบางประการเพื ่อเพิ ่ม

ประสิทธิภาพของทฤษฎีบท 3.7 ข้อ 1 ดังนี ้
 

ทฤษฎีบท 3.11 S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้าย

และ ,x y S  ถ้า 2 2
x y=  แล้วจะมี , ,a b c S  และ 

   โ ด ย ท ี ่  a y y a y = =  แ ล ะ  b x x b = =

c y y c a = =  

การพิสูจน์ กำหนดให้ S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่

สล ับซ้ายและ ,x y S  โดยทฤษฎีบท 3.7 ข้อ 1 จะมี 

, , ,a b c d S  และ ,    โดยท ี ่  ,a x x a x = =  

,b x x b a = =  ( )
2

b x b x =  และ ,d y y d y = =

( )
2

,c y y c d c y c y   = = =  จะแสดงว่า d a=  โดย

บทตั้ง 3.9 ได้ว่า 2 2 2 2 2 2 2
,a x x a x b x x b a   = = = =  

และ ( )
2

2 22 2b x b x =  พิจารณา 

   2
d y ( )d y y =   [เลขยกกำลัง] 

     ( )d y y =   [บทนิยาม 3.1] 

     y y=    [สมมติฐาน] 

     2
y=     [เลขยกกำลัง ....(1)] 

   
2

y d ( )y y d =   [เลขยกกำลัง] 

     ( )y d y =   [บทนิยาม 3.1] 

     y y=    [สมมติฐาน] 

     2
y=     [เลขยกกำลัง ….(2)] 

  2 2
c y ( ) ( )c c y y  =  [เลขยกกำลัง] 

     ( ) ( )c y y c  =  [บทนิยาม 3.1] 

     d d=    [สมมติฐาน] 

     2
d=     [เลขยกกำลัง] 

     ( )
2

c y=    [สมมติฐาน] 

     c y=    [สมมติฐาน] 

     d=     [สมมติฐาน ....(3)] 

และ 

   2 2
y c ( ) ( )y y c c  =  [เลขยกกำลัง] 

     ( ) ( )y c c y  =  [บทนิยาม 3.1] 

     d d=     [สมมติฐาน] 

     2
d=      [เลขยกกำลัง] 

     ( )
2

c y=     [สมมติฐาน] 

     c y=     [สมมติฐาน] 

     d=      [สมมติฐาน ..(4)] 

สุดท้ายนี้จะแสดงว่า ( )
2

2 22 2c y c y =  ต่อไปกำหนด 

( )
2

2 2B c y=  ได้ว่า 

B ( ) ( )2 2 2 2c y c y  =      [เลขยกกำลัง] 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )c c y y c c y y     =  [เลขยกกำลัง] 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )c y y c c y y c     =  [บทนิยาม 3.1] 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )c y c y c y c y     =  [สมมติฐาน] 

 ( ) ( )
2 2

c y c y  =      [เลขยกกำลัง] 

 ( ) ( )c y c y  =       [สมมติฐาน] 

 ( ) ( )c y y c  =       [สมมติฐาน] 

 ( ) ( )c c y y  =       [บทนิยาม 3.1] 

 2 2
c y=        [เลขยกกำลัง ….(5)] 
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ดังนั้น (1), (2), (3), (4) และ (5) จะได้ 2 2 2
d y y d y = =

, 2 2 2 2
c y y c d = =  แ ล ะ  ( )

2
2 22 2c y c y =  โ ด ย

อาศัยเง ื ่อนไข 2 2
x y=  ทำให้ได ้ 2 2 2

,d x x d x = =

( )
2

2 2 2 2 2 22 2,c x x c d c x c x   = = =  โ ดยทฤษฎ ีบท 

3.7 จะได้ว่า d a=  
 

  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู ่สล ับซ้ายมีที ่เงื ่อนไขพิเศษ
เกี่ยวกับสมการกำลังสองของสมาชิกใด ๆ ใน  -TA-กรุป
พอยด์จะมีสมบัติ ดังทฤษฎีบทต่อไปนี้ 
 

ทฤษฎีบท 3.12 S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้าย 

ถ้า ,x y S  และ    โดยที ่  2 2
x x y y= =  แล้ว 

x y=  

การพิสูจน์ กำหนดให้ S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่

สลับซ้ายและ ,x y S  ซึ ่ง 2 2
x x y y= =  โดยบทตั ้ง 

3.10 และทฤษฎีบท 3.11 จะมี , ,a b c S  และ    

โ ด ย ท ี ่  ,a x x a x a y y a y   = = = =  แ ล ะ 

b x x b = = c y y c a = =  พิจารณา 

    x a x=      [เลขยกกำลัง] 

     ( )c y x =    [สมมติฐาน] 

     ( ) ( )c y a x =   [สมมติฐาน] 

     ( ) ( )c x a y =   [บทนิยาม 3.1] 

     ( )c y y =    [สมมติฐาน] 

     a y=      [สมมติฐาน] 

     y=      [สมมติฐาน] 

ดังนั้น x y=  
 

 บทตั้งต่อไปนี้แสดงถึงสมบัติพื้นฐานที่สำคัญใน  -TA-
กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้ายซึ่งเกี่ยวกับการยกกำลังสองของ
สมาชิก ดังนี ้
 

บทต้ัง 3.13 กำหนดให้ S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่

สลับซ้าย ถ้า , ,x y z S  และ ,    แล้ว ( )( )
2

x y z 

( ) ( )2 2x y x z =  

การพิสูจน์ กำหนดให้ S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่

สลับซ้าย , ,x y z S  และ ,    เนื่องจาก 

 ( )( )
2

x y z  ( )( ) ( )( )x y z x y z   =  [เลขยกกำลัง] 

    ( )( )( ) ( )x y z z x y   =  [บทนิยาม 3.1] 

    ( ) ( )( ) ( )x y z z x y   =  [บทนิยาม 3.1] 

    ( )( ) ( )2x y z x y  =   [เลขยกกำลัง] 

    ( )( ) ( )2x y y x z  =   [บทนิยาม 3.1] 

    ( )( ) ( )2x y y x z  =   [บทนิยาม 3.1] 

    ( ) ( )2 2x y x z =   [เลขยกกำลัง] 

ดังนั้น ( )( )
2

x y z  ( ) ( )2 2x y x z =  
 

ในทฤษฎีบทต่อไปนี้จะทำให้ได้ว่า  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่
สลับซ้ายเป็น  -กึ่งกรุป 
 

ทฤษฎีบท 3.14 ทุก  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้ายเป็น 

 -กึ่งกรุป 

การพิสูจน์ กำหนดให้ S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่

สลับซ้าย , ,x y z S  และ ,    เนื่องจาก 

 ( )( )
2

x y z  ( )( ) ( )( )x y z x y z   =  [เลขยกกำลัง] 

    ( )( ) ( )( )x y z y z x    =  [บทนิยาม 3.1] 

    ( ) ( )( )( )x y z y z x    =  [บทนิยาม 3.1] 

    ( )( )( )( )x y y z z x    =  [บทนิยาม 3.1] 

    ( )( )( )( )x y y z z x    =  [บทนิยาม 3.1] 

    ( )2x y y z x   
       

  
=  [เลขยกกำลัง] 

    ( )2x y y zx   
       

  
=  [บทนิยาม 3.1] 

    ( )2x y z yx   
       
  

=  [บทนิยาม 3.1] 

    ( )( )2x y z yx   
 
 
  
 

=  [บทนิยาม 3.1] 

    ( ) ( )2x y y zx   
 
 
  
 

=  [บทนิยาม 3.1] 

    ( ) ( )2x y z x y   
       
  

=  [บทนิยาม 3.1] 

    ( ) ( )2x z y x y   
       
  

=  [บทนิยาม 3.1] 

    ( ) ( )( )2x z x y y   
 
 
  
 

=  [บทนิยาม 3.1] 

    ( ) ( )( )2x z x y y   
 
 
  
 

=  [บทนิยาม 3.1] 
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    ( ) ( )2 2x z x y  
 
 
  
 

=   [เลขยกกำลัง] 

    ( ) ( )2 2x y x z =  [บทนิยาม 3.1….(1)] 

ต่อไปกำหนด ( )( ) ( )( )x y z x y zC    =  ทำให้ได้ว่า 

C ( ) ( )( ) ( )x y y z x z   =   [บทนิยาม 3.1] 

( ) ( )( ) ( )x z y y x z   =   [บทนิยาม 3.1] 

( )( ) ( )2x z y x z  =    [เลขยกกำลัง] 

( )( ) ( )2x z z x y  =    [บทนิยาม 3.1] 

( )( ) ( )2x z z x y  =    [บทนิยาม 3.1] 

( ) ( )2 2x z x y =    [เลขยกกำลัง] 

( ) ( )2 2x y x z =    [บทนิยาม 3.1 ….(2)] 

จากบทตั้ง 3.12 และสมการ (1), และ (2) จึงทำให้ได้ว่า 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2 2

x y z x y z x y z x y z       = =  โ ด ย

ทฤษฎีบท 3.11 ได้ ( ) ( )x y y zz x  =  และ S  เป็น 

-TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้ายนั่นคือ S  เป็น  -กึ่งกรุป 
 

 ทฤษฎีบทต่อไปนี้ได้แสดงให้เห็นโครงสร้างที่ซับซ้อนของ 
 -TA-กรุปพอยด์ปรกติคูส่ลับซ้าย 

 

ทฤษฎีบท 3.15 ถ้า S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับ

ซ ้ า ย  Sx  แล ้ ว จะม ี  a S  และ  ,   โ ดยท ี ่ 

( ) ( )a x x ax x x  = =   

การพิสูจน์ จากบทตั้ง 3.13 และทฤษฎีบท 3.14 จะได้ว่า S  

เป็น  -กึ ่งกรุป จาก S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู ่

สลับซ้ายโดยอาศัยทฤษฎีบท 3.7 ข้อ 1 จะได้ว่ามี ,a b S  

และ    ซ ึ ่ ง b x x b x = =  และ a x x a b = =  

จะได้ 

   ( )x a x  ( )x ax =   [บทนิยาม 3.1] 

      x b=     [บทนิยาม 3.5] 

      x=     [สมมติฐาน] 

และ 

   ( )a x x  b x=    [สมมติฐาน] 

      x=     [สมมติฐาน] 

ดังนั้น ( ) ( )a x x ax x x  = =  
 

 ในทฤษฎีบทต่อไปนี้จะแสดงว่า  -TA-กรุปพอยด์ปรกติ
ที ่มีสมบัติเปลี่ยนหมู่ทั ่วไปเป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่
สลับซ้าย 
 

ทฤษฎีบท 3.16 ถ้า S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติที ่มี

สมบัติเปลี่ยนหมู่แล้ว S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่

สลับซ้าย 

การพิสูจน์ กำหนดให้ S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติจะมี 

a S  และ ,    ซึ่ง ( )a xx x =  เนื่องจาก 

   ( )x ax  ( )x a x =   [บทนิยาม 3.1] 

      ( )a xx =   [เปลี่ยนหมู่] 

      x=     [สมมติฐาน] 

ดังนั้น S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับขวาโดยอาศัย

ทฤษฎีบท 3.8 จึงทำให้สรุปได้ว่า S  เป็น  -TA-กรุปพอยด์

ปรกติคู่สลับซ้าย 
 

4. บทสรุป 
 งานวิจัยนี้ได้เสนอแนวความคิดของ  −TA-กรุปพอยด์
ปรกติคู่สลับซ้าย โดยเริ่มจากการศึกษาโครงสร้างสมบัติของ 
 −TA-กรุปพอยด์และสมบัติยกกำลังของสมาชิก รวมทั้ง
ยกตัวอย่างประกอบ จากนั้นได้ทำการพิสูจน์สมบัติพื้นฐาน
ของ  −TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้าย นอกจากน้ียังได้หา
ความสัมพันธ์ระหว่าง  -กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้ายและ 
 -กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับขวา พร้อมทั้งได้พิสูจน์ว่าทุก 
−TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้ายเป็น  -กึ่งกรุปเสมอ ใน
ทำนองเดียวกันยังได้พิสูจน์ว่า  -TA-กรุปพอยด์ปรกติที่มี
สมบัติเปลี่ยนหมู่เป็น  −TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้าย 
นอกจากนี ้แนวทางการศึกษาต่อไปในอนาคตเกี ่ยวกับ
ความสัมพันธ์การตัดออกอ่อน การตัดออกและควอซี-การตัด
ออกใน  −TA-กรุปพอยด์ปรกติคู่สลับซ้าย 
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