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บทคดัย่อ 

บทความน้ีน าเสนอการแจกแจงเบป้รกติ (skew-normal distribution) ซ่ึงเป็นการแจกแจงรูปทัว่ไปของการ
แจกแจงปรกติ (normal distribution) โดยไดร้วบรวมสมบติัเฉพาะท่ีส าคญัและการประยกุตข์องการแจกแจงไว ้อีก
ทั้งยงัไดเ้สนอการประมาณค่าพารามิเตอร์ของการแจกแจงไวด้ว้ย 

 

ค าส าคัญ: การแจกแจงเบป้รกติ, การแจกแจงปรกติ, ความเบ,้ ตวัประมาณวิธีของโมเมนต ์
 
Abstract 

In this article, the skew-normal distribution is introduced which includes the normal distribution as a 
special case. Many characterization properties and applications of this distribution are summarized. The 
estimation of a skew-normal distribution parameter is also presented. 

 
Keywords: skew-normal distribution, normal distribution, skewness, method of moments estimator 
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บทน า 

การแจกแจงปรกติ (normal distribution) หรือท่ีมีช่ือเรียกท่ีเป็นท่ีรู้จกักนัดีอีก 2 ช่ือ คือ การแจกแจงแบบ
เกาส์เซียน (Gaussian distribution) และกราฟระฆงัคว  า่ (bell curve) เป็นการแจกแจงความน่าจะเป็นของตวัแปรสุ่ม
ต่อเน่ืองท่ีนิยมใชก้นัมากท่ีสุด และน ามาประยกุตใ์ชอ้ยา่งกวา้งขวางทางสถิติ (Thavaraputta, 2014) แมว้า่จะมีการ
แจกแจงอ่ืนท่ีมีลกัษณะเป็นรูประฆงัคว  า่ เช่น การแจกแจงโคชี (Cauchy distribution) การแจกแจงที (t-distribution) 
การแจกแจงลอจิสติก (logistic distribution) กต็าม แต่เหตุผลส าคญัท่ีการแจกแจงปรกติเป็นท่ีนิยมใชก้นั เน่ืองจาก
เป็นการแจกแจงค่าตวัอยา่งอยา่งง่ายของการประมาณค่าพารามิเตอร์และการประยกุตใ์ชข้องทฤษฎีบทขีดจ ากดั
ส่วนกลาง (central limit theorem) 

ในหลาย ๆ สถานการณ์ท่ีการแจกแจงปรกติไม่สามารถประยุกต์ใชไ้ดอ้ย่างมีประสิทธิภาพ ตวัอยา่งเช่น 
ปัญหาทางวิศวกรรม โดยเฉพาะความเช่ือถือได้ (reliability) และปัญหาการทดสอบอายุการใช้งาน (life testing 
problems) ซ่ึงโดยทัว่ไปค่าของขอ้มูลหรือค่าสังเกตจะไม่เป็นลบ และแนวโน้มของการแจกแจงมีลกัษณะเบข้วา 
ขอ้มูลลกัษณะน้ี การแจกแจงปรกติไม่สามารถประยุกต์ใชไ้ดอ้ย่างเหมาะสม การแจกแจงเบข้วาท่ีเป็นท่ีรู้จกักนัดี 
ไดแ้ก่ การแจกแจงไวบูล (Weibull distribution) แจกแจงแกมมา (gamma distribution) และการแจกแจงลอ็กนอร์มลั 
(log-normal distribution) มีประสิทธิภาพมากกว่าการแจกแจงปรกติในการศึกษาความเช่ือถือไดแ้ละปัญหาการ
ทดสอบอายกุารใชง้าน อยา่งไรกต็าม การแจกแจงเบข้วาท่ีกล่าวมายงัมีขอ้จ ากดัในตวัเอง เช่น จ ากดัแค่เพียงค่าสังเกต
ท่ีเป็นค่าบวก และไม่สามารถประยกุตใ์ชไ้ดห้ากขอ้มูลมีลกัษณะเบซ้้าย ดงันั้นการแจกแจงท่ีสามารถนิยามค่าสังเกต
บนเส้นจ านวนจริงไดท้ั้งค่าท่ีเป็นบวกและลบ และยงัสามารถรองรับขอ้มูลท่ีมีลกัษณะเบข้วาหรือเบซ้้ายไดด้ว้ย คือ 
การแจกแจงเบ้ปรกติ (skew-normal distribution; SND) ซ่ึงมีความเหมาะสมและเป็นการแจกแจงท่ีสามารถ
ครอบคลุมลกัษณะของขอ้มูลไดดี้กวา่ 

การแจกแจงเบป้รกติ เป็นการแจกแจงรูปทัว่ไปของการแจกแจงปรกติ กล่าวอีกนัยหน่ึงคือ การแจกแจง
ปรกติเป็นกรณีเฉพาะของการแจกแจงเบป้รกตินัน่เอง ถา้ X  เป็นตวัแปรสุ่มต่อเน่ืองท่ีมีการแจกแจงเบป้รกติ ท่ีมี
พารามิเตอร์บ่งต าแหน่ง   (location parameter) พารามิเตอร์บ่งขนาด   (scale parameter) และพารามิเตอร์บ่ง
รูปร่าง   (shape parameter) หรือเขียนแทนดว้ย ~ ( , , )X SND    โดยมีฟังก์ชนัความหนาแน่นความน่าจะ
เป็น (probability density function; pdf) ของ X  (Azzalini, 1985) คือ 

 

( ) ( )( ) ( )( )( )( ) 2 ,f x x x      = −  −  ,x−     (1) 
 

ส าหรับ ,−     ,−    และ 0   โดยท่ี   เป็นฟังกช์นัความหนาแน่นความน่าจะเป็นปรกติ
มาตรฐาน (standard normal pdf) และ   เป็นฟังก์ชันการแจกแจงสะสมปรกติมาตรฐาน (standard normal 
cumulatively distribution function; standard normal cdf) โดยท่ี 
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และ 

( ) ( )
x

x t dt
−

 =       (3) 
 

สมการ (1) ไดม้าจากรูปแบบทัว่ไปของฟังกช์นัความหนาแน่น (Azzalini, 2014)  
 

0 0( ) 2 ( ) ( )f z f z G z=      (4) 
 

ส าหรับ ( )z x  = − โดยท่ี 
0f  เป็นฟังก์ชันสมมาตรรอบ 0 และ 

0G  เป็นฟังก์ชันการแจกแจงต่อเน่ืองท่ี
สอดคล้องกับเง่ือนไขความสมมาตร 

0 0( ) ( ) 1G x G x+ − =  ส าหรับทุกค่า x  ซ่ึงสมการ (1) เป็นกรณีเม่ือ 

0f =  และ 
0G =  

จากสมการ (1) จะเห็นว่า   เป็นพารามิเตอร์ท่ีควบคุมลกัษณะรูปร่างของการแจกแจง ซ่ึงท าให้การแจก
แจงเบป้รกติมีความยืดหยุน่มากกว่าการแจกแจงปรกติ เม่ือ 0 =  เป็นกรณีของการแจกแจงปรกติ เม่ือ 0   
เป็นกรณีของการแจกแจงเบข้วา (positively skewed distribution) และเม่ือ 0   เป็นกรณีของการแจกแจงเบซ้้าย 
(negatively skewed distribution) ดงัรูปท่ี 1 เม่ือค่าของ   เพ่ิมข้ึน ความเบข้องการแจกแจงก็จะเพ่ิมข้ึน ดงัรูปท่ี 2 
และเม่ือเคร่ืองหมายของ   เปล่ียน กราฟแสดงฟังกช์นัความหนาแน่นความน่าจะเป็นของการแจกแจง จะสมมาตร
ท่ีดา้นตรงขา้มตามแนวแกนตั้ง ดงัแสดงในรูปท่ี 3 

 

 
รูปท่ี 1 กราฟแสดงลกัษณะการกระจายของการแจกแจงเบป้รกติ กรณี 3 =  และ 3 =  

เม่ือ   มีค่าเป็นลบ ศูนย ์และบวก 
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รูปที่ 2 กราฟแสดงลกัษณะการกระจายของการแจกแจงเบป้รกติ กรณี 3 =  และ 3 = เม่ือเพ่ิมความเบห้รือ
ขนาดของ   

 

 
รูปที่ 3 กราฟแสดงความสมมาตรของการแจกแจงเบป้รกติ กรณี 3 =  และ 3 = เม่ือเคร่ืองหมายของ   
เปล่ียน 

 
การแจกแจงเบป้รกติ ไดป้รากฏเป็นคร้ังแรกในปี ค. ศ. 1966 ในบทความวิจยัของ Roberts (Roberts, 1966) 

และต่อมาในงานของนักวิจยัอีกหลาย ๆ คน เช่น งานวิจยัของ O'Hagan และ Leonard (O'Hagan & Leonard, 1976) 
และ Aigner และ Lovell (Aigner & Lovell, 1977) แต่ช่ือการแจกแจงเบป้รกติและสมการ (1) ไดถู้กท าให้เป็นท่ีรู้จกั
โดย Azzalini (Azzalini, 1985) ซ่ึง Azzalini ไดศึ้กษาและรวบรวมเก่ียวกบัสมบติัเฉพาะของการแจกแจงเบป้รกติไว้
มากมาย 
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สมบตัิเฉพาะทีส่ าคัญของการแจกแจงเบ้ปรกต ิ
1. X  เป็นตวัแปรสุ่มต่อเน่ืองท่ีมีการแจกแจงเบป้รกติท่ีมีพารามิเตอร์ ,   และ ( )( )~ , ,X SND     ก็

ต่อเม่ือ  ( )Z X  = −  เป็นตัวแปรสุ่มต่อเน่ืองท่ี มีการแจกแจงเบ้ปรกติ ท่ี มี  0 =  และ 1 =   

( )( )~ 0,1,Z SND  ซ่ึงเรียกวา่ การแจกแจงเบป้รกติมาตรฐาน (standard skew-normal distribution; SSND) 
2. ถา้ ( )~ , ,X SND     แลว้ ( )~ , ,X SND   − − −  
3. ถา้  →  แล้วการแจกแจงเบ้ปรกติมาตรฐาน ( )( )0,1,SND   จะลู่เข้าสู่การแจกแจงฮาล์ฟนอร์มัล 

(half-normal distribution) นัน่คือ การแจกแจงของ U  โดยท่ี ( )~ 0,1U N  (ดูรูปท่ี 2 ประกอบ) 

4. ( )
22 2Z X  = −  มี ก ารแ จก แ จ งไค ก าลั งส อ ง ท่ี มี อ งศ า เส รี เท่ ากับ  1  ( )2 2

1~Z   ส าห รับ 

( )~ , ,X SND     
5. การแทนค่าเพ่ิมเติม (additive representation)  

ถา้ U  และ V  มีการแจกแจงปรกติมาตรฐานและเป็นอิสระต่อกนั ( )
. . .

, ~ 0,1
i i d

U V N
 
 
 

   แลว้ 

 

( )
2 2

1
~ 0,1,

1 1
U V SND




 

 
+ 

+ + 
   (5) 

 

สมบติัขอ้น้ีใชใ้นการสร้างขอ้มูลท่ีมีแจกแจงเบป้รกติ (SND) ในการศึกษาดว้ยการจ าลอง (simulation study) หรือ
ใชซ้อฟตแ์วร์ช่วยจดัการ สามารถติดตั้งชุดค าสั่ง sn ในโปรแกรม R ไดท่ี้ http://cran.r-project.org/package=sn 

6. ฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่มท่ีมีการแจกแจงเบป้รกติ คือ 
 

( ) ( )
2

2
1

M t t t


 


 
=  

+ 
   (6) 

 

โดยท่ี ( )
2 2 2t tt e  +=  ซ่ึงคือ ฟังกช์นัก่อก าเนิดโมเมนตข์องตวัแปรสุ่มท่ีมีการแจกแจงปรกตินัน่เอง 

7. ถา้ U  และ V  มีการแจกแจงปรกติมาตรฐานและเป็นอิสระต่อกนั ( )
. . .

, ~ 0,1
i i d

U V N
 
 
 

 แลว้การแจกแจงมี

เง่ือนไข (conditional distribution) ของตวัแปรสุ่ม U  ก าหนด V U  คือ 
 

( ) ( )~ 0,1,U V U SND      (7) 
 

8. ให ้ ( )~ , ,X SND     จะไดว้า่ โมเมนตอ์นัดบั 1 ของ X  คือ 
 

http://cran.r-project.org/package=sn
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( )
2

2

1
E X


 

 

 
= +  

+ 
    (8) 

โมเมนตอ์นัดบั 2 ของ X  คือ 

( )( )
2

2 2

2

2
1

1
E X E X




 

  
− = −  

+  
   (9) 

โมเมนตอ์นัดบั 3 ของ X  คือ 

( )( )
3

3 3

2

2 4
1

1
E X E X




  

  
− = −   

  + 
   (10) 

 

9. ถา้ ( )~ 0,1U N  เป็นอิสระต่อ ( )~ 0,1,Z SND   แลว้ 
 

( )2 2 2 2 2
~ 0,1,

1

aU bZ b
SND

a b a b





 
 +  
   +  + + 

 

   (11) 

 

ส าหรับทุกจ านวนจริง a  และ b  
10.  เมทริกซ์สารสนเทศของฟิชเชอร์ (Fisher’s information matrix) ส าหรับพารามิเตอร์ท่ีไม่ทราบค่า    และ   

  

( )

( ) ( )

( )

( )
( )

( )

22 2

0 1
13 2 3 22 22 2 2

2 2
21 2

23 2 2 22 2

2
1 23 2

2

1 21 1

1 1

1 2 1
1

1

1

1

ba a b
a

b a a
I a

ab
a a

  


    

   


   




 

  ++  + −  + +  
 

+ 
= + + − 

+ 
 

  
 − − 
  +
  

 (12) 

 

โดยท่ี 2 ,b =  ( )

( )

2

k

k

Z
a E Z

Z

 



  
 =      

 เม่ือ ( )
( )~ 0,1,

X
Z SND






− 
=  
 

 และ 

0,1,2k =    
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เมทริกซ์สารสนเทศของฟิชเชอร์สำหรับพารามิเตอร์ทั้งสามของการแจกแจงนี้ เป็นเมทริกซ์เอกฐาน (singular matrix) 
ที่ 0 =  (Azzalini, 1985; Chiogna, 1998; Pewsey, 2000) และ 3.5191 =   (Thiuthad & Pal, 2019) 
11.  เอกลักษณ์สำหรับการแจกแจงเบ้ปรกติ (Pal et al., 2008) ถ้า g  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้บนเซตของจำนวน

จริง โดยท่ี ( ) ( ) 0g u u →  เมื่อ u →   แล้ว 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )

2

0 0 22

~ , , ~ , ,

2
                                                            ~ ,

11

E X g X X SND E g X X SND

E g X X N

       

 
 

 

− =

    
+     

+ +   

 

(13) 
 ส าหรับสมบัติอ่ืน ๆ สามารถอ่านเพ่ิมเติมได้ในงานวิจัยของ Henze (Henze, 1986) Arnold และ Lin 
(Arnold & Lin, 2004) Gupta, Nguyen และ Sanqui (Gupta et al., 2004) Azzalini (Azzalini, 2005) 
 
การประมาณค่าพารามิเตอร์ของการแจกแจงเบ้ปรกติ 

งานวจิยัเก่ียวกบัการแจกแจงเบป้รกติท่ีพบส่วนใหญ่ เป็นงานวิจยัท่ีศึกษาเก่ียวกบัสมบติัของการแจกแจง มี
งานวิจยัไม่มากนกัท่ีศึกษาเก่ียวกบัการอนุมานทางสถิติ ซ่ึงส่วนใหญ่จะกล่าวถึงการประมาณค่าพารามิเตอร์ของการ
แจกแจงเบป้รกติ และพิจารณาในกรณีท่ีขนาดของตวัอย่างมีขนาดใหญ่ ซ่ึงไม่สามารถประยุกต์ใชเ้ม่ือตวัอย่างมี
ขนาดกลางหรือเล็กได ้ทั้งน้ีเน่ืองจากเม่ือเทียบการแจกแจงเบป้รกติกบัการแจกแจงเบอ่ื้น ๆ ท่ีเป็นท่ีนิยมแลว้ การ
อนุมานบนพารามิเตอร์ของการแจกแจงน้ี กระท าไดไ้ม่ง่าย สืบเน่ืองจากความซับซ้อนของการแจกแจงค่าตวัอยา่ง 
(sampling distribution) และความซบัซอ้นในการค านวณ  

การประมาณค่าพารามิเตอร์ของการแจกแจงเบป้รกติในกรณีทัว่ไปจึงเป็นปัญหาท่ีทา้ทาย นกัวิจยัส่วนใหญ่
เพ่งความสนใจไปท่ีการประมาณค่าพารามิเตอร์   เน่ืองจากถือวา่มีความส าคญัมากท่ีสุดในบรรดาพารามิเตอร์ทั้ง
สามตวั อยา่งไรก็ตาม ในหัวขอ้น้ีเราจะน าเสนอการประมาณค่าแบบจุดส าหรับพารามิเตอร์ทั้งสาม ซ่ึงสัมพนัธ์กนั
ดว้ยวธีิของโมเมนต ์(method of moments) 

ตัวประมาณวิธีของโมเมนต์ (method of moments estimator; MME)  

ก าหนดให้ 
. . .

1,..., ~ ( , , )
i i d

nX X SND     เราใชโ้มเมนตข์องตวัอยา่งแทนโมเมนตข์องประชากรเพ่ือ
ใชส้ร้างตวัประมาณค่าท่ีตอ้งการไดด้งัน้ี 

โมเมนตอ์นัดบั 1 

1
2

1

2 1
:

1

n

i

i

X m
n


 

  =

 
+ = = 

+ 
     (14) 
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โมเมนตอ์นัดบั 2  
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


  =
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โมเมนตอ์นัดบั 3  
3

3 3

3
2

1

2 4 1
1 ( ) :

1

n

i

i

X X m
n




   =

  
− = − =  

  + 
    (16) 

 

หมายเหตุ เน่ืองจากค่าต่าง ๆ ของนิพจน์ทางดา้นซ้ายของสมการ (16) มีค่าเป็นบวก ยกเวน้ค่าของ   ท่ีสามารถเป็น
ค่าบวกหรือค่าลบกไ็ด ้ดงันั้นตวัประมาณวธีิของโมเมนตส์ าหรับพารามิเตอร์   จะมีค่าเป็นบวกหรือลบข้ึนอยูก่บัค่า
ของ 

3m  นัน่คือ มีเคร่ืองหมายเดียวกบัค่าของ 
3m  นัน่เอง 

 

บทแทรก 1 (Thiuthad & Pal, 2019) ให้ ~ ( , , )X SND    และสัมประสิทธ์ิความเบ ้(coefficient of skewness) 

( )( )

( )( )

3

3 2
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E X E X

E X E X


−

=
 −
 

 จะไดว้า่ 
( )

3 2

2(4 )
0.995271746...

2






−
 =

−
 

 

ส่วนตวัประมาณวิธีของโมเมนตส์ าหรับพารามิเตอร์     และ   หาไดจ้ากการแกส้มการ (14) – (16) โดยท่ีตวั
ประมาณวธีิของโมเมนตส์ าหรับพารามิเตอร์   จะสามารถหาค่าได ้เม่ืออสมการ 
 

3

3/2

2

ˆ 0.995271746...
m

m
 =        (17) 

 

เป็นจริง ดงันั้นตวัประมาณวธีิของโมเมนตส์ าหรับพารามิเตอร์     และ    คือ 
 

1
2

ˆ2
ˆ ˆ

ˆ1
m


 

 

 
= −  

 
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    เม่ืออสมการ (17) เป็นจริง   (18) 

 

1

2
ˆ ˆm 


= −              เม่ืออสมการ (17) ไม่เป็นจริง   (19) 
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−    
+    

   เม่ืออสมการ (17) เป็นจริง   (20) 
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
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− 

 

             เม่ืออสมการ (17) ไม่เป็นจริง   (21) 

 

เม่ือ ̂  เป็นค าตอบของสมการ  
1/3

2 32

2

22
3

ˆ1 2 2 4
1

ˆ

m

m



  

 +   
= + −  

   

       (22) 

 
โดย ̂  มีเคร่ืองหมายเดียวกับเคร่ืองหมายของ 

3m  และจะหาค่าได้เม่ืออสมการ (17) เป็นจริง และในกรณีท่ี
อสมการ (17) ไม่เป็นจริง ค่าประมาณของ   จะเท่ากบั   ซ่ึงการแจกแจงเบป้รกติจะเขา้สู่การแจกแจงฮาลฟ์นอร์
มลั ตามท่ีไดก้ล่าวไวใ้นสมบติัเฉพาะขอ้ 3. ของการแจกแจงเบป้รกติ กรณีท่ี  →  

ส่วนในการประมาณค่าดว้ยวิธีภาวะน่าจะเป็นสูงสุด (maximum likelihood method) ถา้ทุกค่าสังเกตมีค่า
มากกวา่   และ 0   แลว้ฟังกช์นัภาวะน่าจะเป็น (likelihood function)  

 

( ) ( )( ) ( )( )( )
1

( , , | ) 2
n

i i

i

L x x x         
=

= −  −    (23) 

 

เป็นฟังก์ชันเพ่ิมอย่างต่อเน่ือง (monotonically increasing function) บน   ซ่ึงท าให้ตวัประมาณภาวะน่าจะเป็น
สูงสุด MLE ส าหรับพารามิเตอร์   มีค่าเป็น   ซ่ึงหาค่าไม่ได ้และในท านองเดียวกนั เม่ือทุกค่าสังเกตมีค่าน้อย
กวา่   แลว้ตวัประมาณภาวะน่าจะเป็นสูงสุด MLE ส าหรับพารามิเตอร์   จะมีค่าเป็น −  ซ่ึงหาค่าไม่ไดเ้ช่นกนั 
หรือแมว้่าตวัประมาณภาวะน่าจะเป็นสูงสุด MLE ส าหรับพารามิเตอร์   ของการแจกแจงเบป้รกติน้ีจะหาค่าไดก้็
ตาม แต่ก็ไม่มีรูปแบบปิด (closed-form expression) ซ่ึงท าให้การไดม้าของการแจกแจงค่าตวัอยา่งเป็นไปไดย้าก อีก
ทั้งความคลาดเคล่ือนมาตรฐาน (standard error)  และช่วงความเช่ือมัน่ส าหรับตวัประมาณค่าพารามิเตอร์ MLE ก็มี
ความซับซ้อนและเป็นไปไดย้ากในการค านวณ (Liseo & Loperfido, 2006) ดว้ยเหตุท่ีกล่าวมาน้ี การใชต้วัประมาณ
ภาวะน่าจะเป็นสูงสุด MLE อาจไม่ใช่ทางเลือกท่ีดี มีงานวิจยัท่ีใชต้วัประมาณภาวะน่าจะเป็นสูงสุด MLE เป็นตวั
ประมาณแบบจุดส าหรับพารามิเตอร์    เช่น  ในงานของ Gupta  และ  Brown  (Gupta  &  Brown,  2001) ไดศึ้กษา 
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ขอ้มูล IQ ด้วยการแจกแจงเบ้ปรกติมาตรฐาน และใช้ตัวประมาณภาวะน่าจะเป็นสูงสุด MLE ในการประมาณ
ค่าพารามิเตอร์   แต่ไม่ไดอ้ธิบายไวอ้ยา่งชดัเจนวา่ ตวัประมาณภาวะน่าจะเป็นสูงสุด MLE ไดม้าอยา่งไร  

อยา่งไรกต็าม แมว้า่ตวัประมาณภาวะน่าจะเป็นสูงสุดของการแจกแจงน้ี จะไม่มีรูปแบบปิด แต่กย็งัสามารถ
หาตวัประมาณได้ดว้ยวิธีอ่ืน เช่น ในงานวิจัยของ Gui และ Guo (Gui & Guo, 2018) ใช้วิธีเชิงตวัเลข (Numerical 
method) ในการหาตวัประมาณภาวะน่าจะเป็นสูงสุดโดยประมาณ (approximated maximum likelihood estimator; 
AMLE) ส าหรับพารามิเตอร์   และ   โดยใชก้ารกระจายของอนุกรมเทยเ์ลอร์ (Taylor series expansion) ในการ
ประมาณ และการประมาณค่าพารามิเตอร์ทั้งสองตวัน้ีจะข้ึนอยู่กบัค่าพารามิเตอร์   ซ่ึงหากพารามิเตอร์   ไม่
ทราบค่า สามารถประมาณไดด้ว้ยตวัประมาณท่ี Gui และ Guo ไดเ้สนอไว ้นัน่คือ ตวัประมาณภาวะน่าจะเป็นแบบ
โพรไฟล์สูงสุด (maximum profile likelihood estimator) และต่อมาในปี ค.ศ. 2019 Thiuthad และ Pal (Thiuthad & 
Pal, 2019) ไดเ้สนอฟังกช์นัภาวะน่าจะเป็นแบบพีนอลไลซ์ (penalized likelihood function) และไดต้วัประมาณภาวะ
น่าจะเป็นแบบพีนอลไลซ์สูงสุด (maximum penalized likelihood estimator; MPLE) ส าหรับประมาณค่าพารามิเตอร์ 
  กรณีไม่ทราบค่า   และ   ทั้ งยงัได้เปรียบเทียบไวก้ับตัวประมาณวิธีของโมเมนต์ (method of moments 
estimator) อีกดว้ย 

ในบริบทของการอนุมานแบบเบส์ (Baysian inference) การแจกแจงเบป้รกติปรากฏข้ึนเม่ือค่าเฉล่ียของตวั
แปรสุ่มท่ีมีการแจกแจงปรกติ มีการแจกแจงความน่าจะเป็นก่อน (prior distribution) ดว้ยค่าเฉล่ียท่ีมีการแจกแจงท่ี
ไดจ้ากการตดัทอนของการแจกแจงปรกติ ซ่ึงสัมพนัธ์กบัสมบติัเฉพาะของการแจกแจงเบป้รกติในขอ้ 5. การแทนค่า
เพ่ิมเติม (additive representation) ท่ีไดก้ล่าวไวข้า้งตน้ 

 
การประยุกต์ของการแจกแจงเบ้ปรกต ิ

ในการประยุกต์กับขอ้มูลจริง มีขอ้สังเกตว่า การประยุกต์ใช้อย่างไม่จ ากัดของการแจกแจงปรกติเพื่อ
ประมาณค่าพารามิเตอร์ อาจท าให้ไดผ้ลลพัธ์มีความเคล่ือนคลาดได ้ในงานวิจยัของ Gupta และ Brown (Gupta & 
Brown, 2001) มีการวิเคราะห์ขอ้มูลของ Roberts (Roberts, 1988) ซ่ึงเป็นคะแนน IQ ของชายผิวขาว (whites) 87 คน
และชายผิวไม่ขาว (non-whites) 52 คน หากประมาณค่าพารามิเตอร์ดว้ยการแจกแจงปรกติ จะส่งผลให้คะแนน IQ 
เฉล่ียสูงเกินไป ดงันั้นการประยกุตใ์ชก้ารแจกแจงเบป้รกติมาตรฐาน นัน่คือ เม่ือ 0 =  และ 1 =  และพฒันาตวั
ประมาณค่าท่ีมีความเหมาะสมเพื่อศึกษาความเช่ือถือไดข้องแบบจ าลอง strength-stress ซ่ึงตวัแปรท่ีเก่ียวขอ้งมีการ
แจกแจงเบ้ปรกติ จึงมีความเหมาะสมและประมาณค่าไดมี้ประสิทธิภาพมากกว่า ต่อมา Figueiredo และ Gomes 
(Figueiredo & Gomes, 2013) ใชก้ารแจกแจงเบป้รกติสร้างแบบจ าลองและใชใ้นการตรวจสอบขอ้มูล ซ่ึงเป็นขอ้มูล
จริงในกระบวนการผลิตจุกไมก๊้อก ในปี ค.ศ. 2014 Ngunkeng และ Ning (Ngunkeng & Ning, 2014) ไดเ้สนอวิธีการ
ทางขอ้มูล (information approach) ในการตรวจจบัการเปล่ียนแปลงของพารามิเตอร์ทั้งสามของการแจกแจงเบป้รกติ 
และไดใ้ชว้ธีิการดงักล่าวศึกษาวเิคราะห์ขอ้มูลตลาดหุน้ของประเทศบราซิลและชิลี 
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สรุป 
การแจกแจงเบ้ปรกติมีความยืดหยุ่นมากกว่าการแจกแจงปรกติและไม่จ ากดัแค่บนค่าสังเกตท่ีเป็นบวก

เหมือนกบัการแจกแจงเบล้กัษณะอ่ืน ๆ ท่ีเป็นท่ีนิยมโดยทัว่ไป ดงันั้นการศึกษาขอ้มูลท่ีมีความหลากหลายหรือมี
ความเหมาะสมกบัการแจกแจงเบป้รกตินั้น อาจใชก้ารแจกแจงเบป้รกติช่วยในการสร้างแบบจ าลองหรือประมาณ
ค่าพารามิเตอร์ได ้แต่อยา่งไรก็ตาม ในบทความน้ีน าเสนอสมบติัเฉพาะท่ีส าคญัและการประมาณค่าของการแจกแจง
เบป้รกติไวเ้ท่านั้น และการอนุมานทางสถิติเก่ียวกบัพารามิเตอร์ของการแจกแจงน้ี กระท าไดไ้ม่ง่ายนัก ตามท่ีได้
กล่าวมาแลว้ขา้งตน้ เน่ืองจากความซบัซ้อนของการแจกแจงค่าตวัอยา่งและความซบัซอ้นของการค านวณ อีกทั้งการ
ทดสอบสมมุติฐานเก่ียวกบัพารามิเตอร์ของการแจกแจงเบป้รกตินั้น ยงัเป็นเร่ืองท่ีนกัวจิยัยงัตอ้งท าการศึกษาต่อไป 
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