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บทคดัย่อ 

ก าหนดให ้a  เป็นสมาชิกใด ๆ ในก่ึงกรุปเกือบซา้ย ( ),S   จะเรียก a  เป็นสมาชิกรักษาปรกติใน S  ถา้ 

( ), aS  เป็นก่ึงกรุปเกือบซา้ยปรกติ ในบทความน้ีไดน้ าเสนอแนวคิดของสมาชิกรักษาปรกติในก่ึงกรุปเกือบซา้ย
และมีการตรวจสอบสมบติัต่าง ๆ ของส่ิงท่ีกล่าวมาขา้งตน้ นอกจากน้ีไดพิ้สูจน์วา่ถา้ ( ),S   เป็น **LA -ก่ึงกรุป
ปรกติและ a S  แลว้เง่ือนไขต่อไปน้ีสมมูลกนั 
 1. a  เป็นสมาชิกรักษาปรกติใน S  
 2. ( )b a S S b  =   ส าหรับทุกสมาชิก  b S  
 3  ( )a SR  
สุดทา้ยน้ีไดห้าลกัษณะเฉพาะของสมาชิกรักษาปรกติใน **LA -ก่ึงกรุปปรกติ  
 

ค าส าคญั: ก่ึงกรุปเกือบซา้ย, **LA -ก่ึงกรุป, สมาชิกรักษาปรกติ, ตวัผกผนัซา้ย, ก่ึงกรุปเกือบซา้ยปรกติ  
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Abstract 
 An element a  of S  is a regularity-preserving element of an left almost semigroup ( ),S   if the left 
almost semigroup ( ), aS  is regular. In this paper, the notions of regularity-preserving elements in left almost 
semigroups are investigated. Moreover, we prove that the following conditions are equivalent: 
 1. a  is a regularity-preserving element in a regular 

**LA -semigroup. 
 2. ( )b a S S b  =   for any element b  of .S  

 3. ( ).a SR  
Finally, we characterize the regularity-preserving elements of regular **LA -semigroups. 
 

Keywords: left almost semigroup, **LA -semigroup, regularity-preserving element, left invertive, regular left 
almost semigroup 
 
บทน า 

ในบทความน้ีเป็นการศึกษาสมาชิกรักษาปรกติในก่ึงกรุปเกือบซา้ยซ่ึงเป็นการพฒันามาจากการศึกษาตวั
แปร (variant) ของก่ึงกรุปเกือบซ้าย กล่าวคือ จะเรียกสมาชิก a  ใด ๆ ในก่ึงกรุปเกือบซ้าย ( ),S   ว่า ตวัแปร 
(variant) ของก่ึงกรุปเกือบซา้ย ถา้นิยามการด าเนินการ “

a
” บน S  โดยท่ี  

( )ax y x a y=    
ส าหรับทุกสมาชิก x และ y  ในก่ึงกรุปเกือบซา้ย S  ยิ่งไปกวา่นั้นเห็นไดช้ดัเจนวา่ a  เป็นด าเนินการทวิภาคบน 
S  โครงสร้างพีชคณิตดงักล่าวไดรั้บการพฒันาโดย Tapan และ Yiarayong (Tapan & Yiarayong, 2020) ในปี 2020
ยิ่งไปกว่านั้นยงัมีนักคณิตศาสตร์อีกมากมายท่ีได้ศึกษาสมบัติต่าง ๆ ของก่ึงกรุปเกือบซ้ายอย่างแพร่หลายซ่ึงได้
อธิบายถึงทฤษฎีบท สมบติั และตวัอยา่งต่าง ๆ ของก่ึงกรุปเกือบซา้ย เช่น  
 ในปี ค.ศ. 2014, Shah และ Kausar (Shah & Kausar, 2014) ไดอ้ธิบายผลการศึกษาลกัษณะเฉพาะของก่ึง
กรุปเกือบซา้ยอนัดบัปรกติ (regular ordered left almost semigroup) [ก่ึงกรุปเกือบซา้ยอนัดบัปรกติซา้ย, ก่ึงกรุปเกือบ
ซา้ยอนัดบัปรกติขวา, ก่ึงกรุปเกือบซา้ยอนัดบัปรกติแบบอ่อนซา้ย, ก่ึงกรุปเกือบซา้ยอนัดบัปรกติแบบอ่อนขวา, ก่ึง
กรุปเกือบซา้ยอนัดบัปรกติภายใน] [left regular ordered left almost semigroup, right regular ordered left almost 
semigroup, left weakly regular ordered left almost semigroup, right weakly regular ordered left almost semigroup, 
intra-regular ordered left almost semigroup] โดยสมบติับางประการของไอดีลซา้ยวภิชันยั (fuzzy left ideal) [ไอดีล
ขวาวภิชันยั, ไบ-ไอดีลวภิชันยั, ไบ-ไอดีลวางนยัทัว่ไปวภิชันยั] [fuzzy right ideal, fuzzy bi-ideal, fuzzy generalized 
bi-ideal] ต่อไปในปี ค.ศ. 2015, Amjad และคณะ (Amjad, Yousafzai & Iampan, 2015) ไดอ้ธิบายลกัษณะเฉพาะของ
ก่ึงกรุปเกือบซา้ยอนัดบัปรกติ (regular ordered left almost semigroup) ในพจนข์อง ( ), kq -ไอดีลซา้ยวภิชันยั  
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( ( ), kq -fuzzy left ideal) ในปี ค.ศ. 2016, Arif และคณะ (Arif et al., 2016) ไดอ้ธิบายผลการศึกษาของบาง 
AG-กรุปพอยด ์ (slim AG -groupoid) และไดแ้สดงความสมัพนัธ์ระหวา่งบาง AG -กรุปพอยดก์บัก่ึงกรุปสลบัท่ี 
(commutative semigroup) ต่อมาในปี ค.ศ. 2018, Iqbal และ Ahmad (Iqbal & Ahmad, 2018) ไดศึ้กษา CA - AG -
กรุปพอยดไ์ดอ้ธิบายวา่ CA - AG -กรุปพอยดเ์ป็นกรุปพอยดท่ี์มีสมบติั ( ) ( )x y z z x y  =    ส าหรับแต่ละ
สมาชิก ,x y  และ z  ใน S  นอกจากน้ียงัไดอ้ธิบายลกัษณะเฉพาะของไอดีลซา้ยและไอดีลขวาใน CA - AG -
กรุปพอยด ์ในปี ค.ศ. 2019, Younas และ Mushtaq (Younas & Mushtaq, 2019) ไดศึ้กษาตวัผกผนั (inverse) ของ 
LA -ก่ึงกรุป (LA -semigroups) กล่าวคือจะเรียกสมาชิก x  วา่ ตวัผกผนั (inverse) ของ y  ใน LA -ก่ึงกรุป 
( ),S   ถา้ ( )x x y x=    และ ( )y y x y=    และไดต้รวจสอบสมบติัพ้ืนฐานบางอยา่งของตวัผกผนัใน 

LA -ก่ึงกรุป ในปี ค.ศ. 2020, Kausar, Alesemi และ Salahuddin (Kausar, Alesemi & Salahuddin, 2020) ไดอ้ธิบาย
ผลการศึกษาลกัษณะเฉพาะของ AG -กรุปพอยดอ์นัดบัปรกติ (regular ordered AG -groupoid) [ AG -กรุปพอยด์
อนัดบัปรกติขวา, AG-กรุปพอยดอ์นัดบัปรกติซา้ย, ( )2,2 - AG -กรุปพอยดอ์นัดบัปรกติ, AG -กรุปพอยด์
อนัดบัปรกติแบบอ่อน, AG-กรุปพอยดอ์นัดบัปรกติ-ภายใน] [right regular ordered AG -groupoid , left regular 
ordered AG-groupoid, ( )2,2 -regular ordered AG -groupoid, weakly regular ordered AG -groupoid and 
intra-regular ordered AG -groupoid] ในพจนข์องปฏิไอดีลซา้ยวภิชันยั (anti fuzzy left ideal)[ปฏิไอดีลขวาวภิชันยั, 
ปฏิไอดีลภายในวภิชันยั][anti fuzzy right ideal, anti fuzzy interior ideal] เม่ือไม่นานมาน้ี Iqbal และ Ahmad (Iqbal 
& Ahmad, 2020) ไดต้รวจสอบสมบติัพ้ืนฐานบางอยา่งของก่ึงกรุปเกือบซา้ยแจกแจงสลบัท่ีซา้ย (left abelian 
distributive LA -semigroup)  
 ในบทความน้ีไดก้ าหนดบทนิยามของสมาชิกรักษาปรกติในก่ึงกรุปเกือบซ้ายและมีการตรวจสอบสมบติั
ต่าง ๆ ของสมาชิกรักษาปรกติในก่ึงกรุปเกือบซ้าย นอกจากน้ีได้หาลกัษณะเฉพาะของสมาชิกรักษาปรกติใน 

**LA -ก่ึงกรุปปรกติ  
 
ความรู้พื้นฐาน  

ในหัวขอ้น้ีเราไดใ้ห้บทนิยามและผลลพัธ์บางอย่างท่ีจ าเป็นส าหรับวตัถุประสงค์และการศึกษาสมาชิก
รักษาปรกติในก่ึงกรุปเกือบซา้ยปรกติ ดงัน้ี 
 
บทนิยาม 1. (Kazim & Naseerudin, 1972) ก าหนดให้ S  เป็นเซตท่ีไม่ใช่เซตวา่ง จะเรียก ( ),S   วา่ กึ่งกรุปเกือบ

ซ้ าย  ห รื อ  LA -กึ่ ง ก รุ ป เกื อ บ ซ้ าย  (left almost semigroup) ก็ ต่ อ เ ม่ื อ ฟั งก์ ชัน  : S S S  →  โ ด ย ท่ี 
( , )x y x y   ส าหรับทุกสมาชิก x  และ y  ใด ๆ ใน S  ท่ีมีสมบติั ( ) ( )x y z z y x  =    ส าหรับทุก

สมาชิก ,x y  และ z  ใด ๆ ใน S  และเรียกสมบติัน้ีวา่ อนิเวอร์ทฟีซ้าย (left invertive) 
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บทตั้ ง 2 . (Kazim & Naseerudin, 1972) ถ้า ( ),S   เป็น ก่ึงกรุปเกือบซ้ายแล้ว ( ) ( ) ( )a b c d a c   =    
( )b d  ส าหรับทุกสมาชิก , ,a b c  และ d  ใด ๆ ใน S  

ก าหนดให้ ( ),S   เป็นก่ึงกรุปเกือบซา้ย จะเรียก ( ),S   วา่ มีเอกลักษณ์ซ้าย (left identity) ถา้มีสมาชิก 

e  ใน S  ซ่ึงท าให้ e x x =  ส าหรับทุกสมาชิก x  ใด ๆ ใน S  และจะเรียก “ e ” ว่า เอกลักษณ์ซ้าย (left 
identity) 
 
บทตั้ ง 3. (Mushtaq & Yusuf, 1979) ถ้า ( ),S   เป็น ก่ึงกรุปเกือบซ้ายท่ีมีเอกลักษณ์ซ้ายแล้ว ( )x y z  =  

( )y x z   ส าหรับทุกสมาชิก ,x y  และ z  ใด ๆ ใน S  
 
บทตั้ง 4. (Mushtaq & Yusuf, 1979) ถา้ ( ),S   เป็นก่ึงกรุปเกือบซา้ยท่ีมีเอกลกัษณ์ซา้ยแลว้ ( ) ( )a b c d   =  
( ) ( )d c b a    ส าหรับทุกสมาชิก , ,a b c  และ d  ใด ๆ ใน S  
 

ก าหนดให ้ ( ),S   เป็นก่ึงกรุปเกือบซา้ย จะเรียก ( ),S   วา่ **LA -ก่ึงกรุป ถา้ส าหรับทุกสมาชิก ,x y  
และ z  ใน S  ซ่ึง ( ) ( )x y z y x z  =     
 
บทนิยาม 5. (Protic & Boinovic, 1995) ก่ึงกรุปเกือบซา้ย ( ),S   จะเรียกวา่ **LA -ก่ึงกรุป ถา้ส าหรับทุกสมาชิก 

,x y  และ z  ใน S  ซ่ึง ( ) ( )x y z y x z  =     
 

ก าหนดให้ ( ),S   เป็นก่ึงกรุปเกือบซ้าย จะเรียก ( ),S   ว่า กึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกติ (regular left 

almost semigroup) ถา้ส าหรับแต่ละสมาชิก x  ใด ๆ ใน S  แลว้จะมีสมาชิก a  ใน S  ซ่ึง ( )x x a x=     
 
บทนิยาม 6. (Tapan & Yiarayong, 2020) ก าหนดให้ a  เป็นสมาชิกใด ๆ ในก่ึงกรุปเกือบซ้าย ( ),S   นิยามการ
ด าเนินการ “

a
” โดยท่ี ( )ax y x a y=    ส าหรับทุกสมาชิก x และ y  ใน S  เห็นไดช้ดัเจนวา่ a  เป็น

การด าเนินการทวภิาคบน S  จะเรียกสมาชิก a วา่ ตวัแปร (variant) ของ S  
 
 ก าหนดให้ ( ),S   เป็นก่ึงกรุปเกือบซา้ย นิยามเซต ( )SR  โดยท่ี ( )SR  |a S=  ( ), aS  เป็น
ก่ึงกรุปเกือบซา้ยปรกติ}  
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บทตั้ง 7. (Tapan & Yiarayong, 2020) ถ้า ( ),S   เป็น **LA -ก่ึงกรุปปรกติและ a S  แล้วเง่ือนไขต่อไปน้ี
สมมูลกนั 
 1. ( )a SR   
 2. ( )S a b S b  =   ส าหรับทุกสมาชิก  b S  

ผลการวจิยั 
ในหัวข้อต่อไปน้ีจะแนะน าแนวความคิดของสมาชิกรักษาปรกติในก่ึงกรุปเกือบซ้าย นอกจากน้ีได้

ตรวจสอบสมบติัต่าง ๆ ของ **LA -ก่ึงกรุป และ **LA -ก่ึงกรุปปรกติ โดยเร่ิมตน้จากการก าหนดบทนิยามของ
สมาชิกรักษาปรกติในก่ึงกรุปเกือบซา้ย ดงัน้ี  
 ก าหนดให้ a  เป็นสมาชิกใด ๆ ในก่ึงกรุปเกือบซ้าย ( ),S   จะเรียก a  เป็นสมาชิกรักษาปรกติ 
(regularity-preserving) ใน S  ถา้ ( ), aS  เป็นก่ึงกรุปเกือบซา้ยปรกติ  
 
ทฤษฎบีท 8. ถา้ ( ),S   เป็น **LA -ก่ึงกรุปปรกติและ a S  แลว้เง่ือนไขต่อไปน้ีสมมูลกนั 
 1. a  เป็นสมาชิกรักษาปรกติใน S  
 2. ( )b a S S b  =   ส าหรับทุกสมาชิก b S  
 3  ( )a SR  

การพิสูจน์ เน่ืองจาก ( ) ( )S a b b a S S b  =   =   โดยบทตั้ง 7 เห็นไดช้ดัเจนวา่ ( )a SR  ก็ต่อเม่ือ 

( )b a S S b  =   ส าหรับทุกสมาชิก b S       

      
ตวัอย่าง 9. ก าหนดให ้  1,2,3,4,5S =  และมีการด าเนินการดงัตารางท่ี 1 
 

ตาราง 1 ตารางแสดงการด าเนินการ “ ” บนเซต S  

  1  2  3  4  5  
1  1  1  1  1  1  
2  1  2  2  2  2  
3  1  2  4  5  3  
4  1  2  3  4  5  
5  1  2  5  3  4  
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จากตารางเห็นไดช้ดัเจนวา่ ( ),S   เป็นก่ึงกรุปเกือบซา้ย (Yousafzai, Khan, Khan & Hila, 2016) แต่ไม่เป็นก่ึงกรุป 

เน่ืองจาก ( )3 4 5 5 5 4  =  =  แต่  ( )3 4 5 3 5 3  =  =  จึงได้ว่า ( ) ( )3 4 5 3 4 5      จึงไม่มี

ส มบั ติ เป ล่ี ยน ห มู่  ยิ่ ง ไป กกว่ านั้ น เห็ น ได้ ชั ด เจน ว่ า  ( ),S   เป็ น  **LA -ก่ึ ง ก รุป ป รก ติ  เ น่ื อ งจ าก 

( ) ( )1 1 1 1 1 1,2 2 2 2 2 2,=  =   =  =    ( ) ( )3 4 3 3 3 3,4 4 4 4 3 4=  =   =  =    แ ล ะ 

( )5 4 5 5 5 5=  =    

 

ตาราง 2 ตารางแสดงการด าเนินการ “
4

” บนเซต S  

4
 1  2  3  4  5  

1  1  1  1  1  1  
2  1  2  2  2  2  
3  1  2  5  3  4  
4  1  2  3  4  5  
5  1  2  4  5  3  

 
จากตารางเห็นได้ชัดเจนว่า ( )4,S  เป็นก่ึงกรุปเกือบซ้าย ยิ่งไปกว่านั้ น ( )4,S  เป็นก่ึงกรุปเกือบซ้ายปรกติ 
เน่ืองจาก ( ) ( ) ( )4 4 4 4 4 4 4 4 41 1 1 1 1 1,2 2 2 2 2 2,3 4 3 3 5 3,= = = = = = 44 4 4= =  

( )4 44 4 4  และ ( )4 4 45 4 5 5 3 5= =  โดยทฤษฎีบท 8 จะได้ว่า 4  เป็นสมาชิกรักษาปรกติใน S   
และ ( )4 SR  
 

ทฤษฎีบท 10. ถ้า a  เป็นสมาชิกรักษาปรกติใน 
**LA -ก่ึงกรุปปรกติ ( ),S   แล้ว ( )a b S b S  =   

ส าหรับทุกสมาชิก b S  
การพสูิจน์ ก าหนดให ้b  เป็นสมาชิกใด ๆ ใน S  เห็นไดช้ดัเจนวา่  

   ( )a b S    ( ) ( )a b S S=     
 ( ) ( )a S b S=     
 ( )( )b a S S=     

 b S   
ต่อไปจะแสดงว่า ( )b S a b S     เน่ืองจาก a  เป็นสมาชิกรักษาปรกติใน S  จะได้ว่า ( ), aS  เป็นก่ึง
กรุปเกือบซา้ยปรกติดงันั้นจะมีสมาชิก s ใน S  โดยท่ี 
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        b  ( )a ab s b=  
    ( )( ) ab a s b=    

    ( )( )( )b a s a b=    
 

    ( ) ( )( )b a b a s=    
 

ต่อไปก าหนดให้ x  เป็นสมาชิกใด ๆ ใน S  โดยท่ี x b S   จึงไดว้า่จะมีสมาชิก r  ใน S  โดยท่ี x b r=   
พิจารณา 

     x  b r=   
    ( ) ( )( )( )b a b a s r=       

    ( )( )( ) ( )r b a s b a=     
 

    
( ) ( )( )( ) ( )a b b a s r a b S=          

จึงไดว้า่ ( )b S a b S     นัน่คือ ( )a b S b S  = 
 

    
 

 
บทแทรก 11. ถา้ a  เป็นสมาชิกรักษาปรกติในก่ึงกรุปเกือบซา้ย ( ),S   ท่ีมีเอกลกัษณ์ซา้ยและ ( )a SR  แลว้ 

( )a b S b S  =   ส าหรับทุกสมาชิก b S  

การพสูิจน์ สามารถแสดงไดใ้นท านองเดียวกนักบับทพิสูจน์ของทฤษฎีบท 10     
 
 ก าหนดให้ x  เป็นสมาชิกใด ๆ ในก่ึงกรุปเกือบซ้าย ( ),S   จะเรียก x  ว่า นิจพล (idempotent) ใน 

( ),S   ถา้ x x x=   (ซ่ึงเราสามารถเขียนแทน x x  ดว้ย 
2x ) และก าหนดเซต ( )SE  หมายถึงเซตท่ีของนิจ

พลทั้งหมดของ ( ),S   
 
ทฤษฎบีท 12. ก าหนดให ้ ( ),S   เป็น **LA -ก่ึงกรุปปรกติโดยท่ี ( )S E  ถา้ x  เป็นสมาชิกรักษาปรกติใน 

S  แลว้ ( )( )( ) ( )y r r x x S    E  สำ าหรับทุกสมาชิก ( )y SE  

การพิ สูจน์  เน่ืองจาก x  เป็นสมาชิกรักษาปรกติใน S  จะได้ว่า ( )x SR  โดยทฤษฎีบท 8  จะได้ว่า 

( ) ( )S x y y x S S y  =   =   เพราะวา่ ( ),S   เป็น **LA -ก่ึงกรุปปรกติดงันั้นจะมีสมาชิก s  ใน S
โ ด ย ท่ี  ( )y y s y S y=      นั่ น คื อ  ( )y S x y    จ ะ ไ ด้ ว่ า จ ะ มี ส ม า ชิ ก  r  ใ น  S  โ ด ย ท่ี 

( )y r x y=    เพราะวา่ ( )y SE  ท าใหไ้ดว้า่ 

( )( )( )
2

y r r x x    
  ( )( )( )( ) ( )( )( )( )y r r x x y r r x x=         

 
   ( )( )( ) ( )( )( )( ) ( )y r r x y r r x x x=            
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   ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )y y r r x y y r r x x x=           

 
   ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )x r r y y x r r y y x x=             

   ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )r x r y y r x r y y x x=             

   ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )r y x r y r y x r y x x=             

   ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )y x r y r y x r y r x x=             

   ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )2 2y x r y r y x r y r x x=             

   ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )2 2r x y y r r x y y r x x=             

   ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )r x y y r r x y y r x x=             

   ( )( ) ( )( )( ) ( )y y r y y r x x=         

   ( ) ( ) ( )( )( ) ( )y y y r y r x x=         

   ( ) ( )( )( ) ( )y y r y r x x=        

   ( ) ( )( )( ) ( )y y y r r x x=        

   ( )( )( ) ( )y y r r x x=       

   ( ) ( )( )( )x x y r r y=       

   ( ) ( )( )( )y x x r r y=       

   ( ) ( ) ( )( )( )y y x x r r y=        

   ( ) ( )( ) ( )( )r r x x y y y=        

   ( )( ) ( ) ( )( )y y y r r x x=        
   ( ) ( ) ( )( )y y r r x x=       
   ( ) ( )( ) ( )x x r r y y=       
   ( ) ( )( ) ( )r r x x y y=        

   ( )( )( ) ( )x r r x y y=       

   ( ) ( )( )( )y y r r x x=       

   ( ) ( )( )r r y x x=      
   ( ) ( )( )x y r r x=      
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   ( )( )( )r r y x x=      

   ( ) ( )( )( )r r y y x x=       

   ( ) ( )( )( )y y r r x x=       

   ( )( )( )y r r x x=      

จากท่ีกล่าวมาสามารถสรุปไดว้า่ ( )( )( ) ( )y r r x x S    E      

ก าหนดให้ x  เป็นสมาชิกใด ๆ ในก่ึงกรุปเกือบซา้ย ( ),S   ท่ีมีเอกลกัษณ์ซา้ย จะเรียกสมาชิก x  วา่ ตัว

ผ ก ผั น ซ้ า ย  [ตั ว ผ ก ผั น ข ว า ] ( left inverse [right inverse]) ใ น  ( ),S   ถ้ า มี ส ม า ชิ ก  y  ใ น  S  ซ่ึ ง 

 e x y e y x=  =    
 

ทฤษฎีบทต่อไปจะแสดงความสมัพนัธ์ระหวา่งสมาชิกรักษาปรกติและตวัผกผนัซา้ย ดงัต่อไปน้ี 

 
ทฤษฎบีท 13. ถา้ ( ),S   เป็น LA -ก่ึงกรุปปรกติท่ีมีเอกลกัษณ์ซา้ยแลว้เง่ือนไขต่อไปน้ีสมมูลกนั 
 1. a  เป็นสมาชิกรักษาปรกติใน S  
 2. a  เป็นตวัผกผนัซา้ย  
 3. ( )a SR  

การพิสูจน์ เห็นไดช้ดัเจนวา่ขอ้ความ 1 สมมูลกบัขอ้ความ 3 ต่อไปสมมติให้ a  สมาชิกรักษาปรกติใน S  จะไดว้า่ 

( ), aS  เป็น LA -ก่ึงกรุปปรกติ เน่ืองจาก e  เป็นสมาชิกใน S  ดงันั้นจะมีสมาชิก s ใน S โดยท่ี  

e   ( )a ae s e=  

 ( )( )( )e a s a e=      
    ( )( )a s a e=     
    ( ) ( )e a a s=     
    ( )a a s=    
นัน่คือ a  เป็นตวัผกผนัซา้ยใน S  

สมมติให้ a  เป็นตัวผกผนัซ้ายจะได้ว่าจะมีสมาชิก r  ใน S โดยท่ี e a r=   ก าหนดให้ x  เป็น
สมาชิกใน S  เน่ืองจาก ( ),S   เป็น LA -ก่ึงกรุปปรกติจึงไดว้า่จะมีสมาชิก s ใน S โดยท่ี 
       x  ( )x s x=    
  ( ) ( )( )e x e s x=      

  ( )( ) ( )( )( )a r x a r s x=      
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  ( ) ( )( ) ( )( )a r a r x s x=      

   ( )( )( ) ( )( )a a r r x s x=      

 
  ( ) ( )( )( )( )x s a r r a x=        

  ( )( ) ( )( )( )r a r s x a x=        

  ( )( ) ( )( )( )r a r s x a x=        

  ( )( ) ( ) ( )( )( )( )r a r e s e x a x=          

  ( )( ) ( )( ) ( )( )( )( )( )r a r a r s a r x a x=            

  ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )( )r a r a r a r s x a x=            

  ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )( )r a r a a r r s x a x=            

  ( )( ) ( )( ) ( )( )( )( )( )r a r r r s a a x a x=            

  ( )( ) ( )( ) ( )( )( )( )( )r a r r r s x a a a x=            

  ( )( ) ( ) ( )( )( )( )( )( )r a r x a r r s a a x=            

  ( ) ( )( ) ( )( )( )( )( )( )x a r a r r r s a a x=            

  ( ) ( ) ( )( )( )( )( ) ( )( )( )2 2x a a r r s a a x x a S a x=               
ดงันั้น

 ( )( )( )x x a S a x    
 
ท าใหไ้ดว้า่จะมีสมาชิก z  ใน S โดยท่ี  

     x  ( )( )( )x a z a x=      

( )( )ax z a x=    

( )a ax z x=  
จึงได้ว่า ( ), aS  เป็นก่ึงกรุปเกือบซ้ายปรกติ จากท่ีกล่าวมาสามารถสรุปได้ว่า ( )a SR  นั่นคือ a  เป็น
สมาชิกรักษาปรกติใน S           
    

ก าหนดให้ x  เป็นสมาชิกใด ๆ ในก่ึงกรุปเกือบซ้าย ( ),S   จะเรียกสมาชิก e ว่า เอกลักษณ์กลาง 

(mididentity) ใน S  ถา้ ( )x e y x y  =   ส าหรับทุกสมาชิก x  และ y ใน S  นอกจากน้ีจะก าหนดเซต 

( )SM  หมายถึงเซตของสมาชิกเป็นเอกลกัษณ์กลางทั้งหมดของ ( ),S   นัน่คือ  
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( ) ( ) : | , ,S e S xy x e y x y S=  =    M  
 

ในตอนสุดทา้ยไดห้าลกัษณะเฉพาะของสมาชิกรักษาปรกติใน **LA -ก่ึงกรุปปรกติ  
 

ทฤษฎบีท 15. ถา้ ( ),S   เป็น **LA -ก่ึงกรุปปรกติท่ีมีเอกลกัษณ์กลาง e  แลว้เง่ือนไขต่อไปน้ีสมมูลกนั 
 1. ( )a SR  
 2. ( ) ( ) ( )S S a a S    M  
 3. a  เป็นสมาชิกรักษาปรกติใน S  
การพิสูจน์ เห็นไดช้ดัเจนวา่ขอ้ความ 1 สมมูลกบัขอ้ความ 3 ต่อไปสมมติให้ a  สมาชิกรักษาปรกติใน S  จะไดว้า่ 

( ), aS  เป็น LA -ก่ึงกรุปปรกติ เน่ืองจาก e  เป็นสมาชิกใน S  ดงันั้นจะมีสมาชิก s ใน S โดยท่ี  

      e   ( )a ae s e=  

 ( )( )( )e a s a e=      

    ( ) ( )( )a s e a e=      
    ( )( ) ( )e e a a s=      

    ( )( )( )a e e a s a S=        

และ 

      e   ( )a ae s e=  

 ( )( )( )e a s a e=      

    ( ) ( )( )a s e a e=      
    ( ) ( )( )a e s a e=      
    ( )( )a s a e=     

    ( )( )e s a a S a=       
นัน่คือ ( ) ( ) ( )e S S a a S     M   

สมมติใหข้อ้ความท่ี 2 เป็นจริง เน่ืองจาก ( ) ( ) ( )S S a a S    M  จะไดว้า่จะมีสมาชิก x  
ใ น  S  โ ด ย ท่ี  ( ) ( ) ( )S a a Sx S   M  นั่ น คื อ จ ะ มี ส ม า ชิ ก  r  แ ล ะ  s  ใ น  S  โ ด ย ท่ี 

( ),S x a rx = M  และ x s a=   ก าหนดให้ y  เป็นสมาชิกใน S  เน่ืองจาก ( ),S   เป็น LA -ก่ึง
กรุปปรกติจึงไดว้า่จะมีสมาชิก z  ใน S โดยท่ี 
     y  ( )y z y=    
  ( )( )y z x y=     
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  ( ) ( )( )y z s a y=    

   ( ) ( )( )a s z y y=    

   ( )( )( )z y s a y=    

 
  ( )( )( )( )z y x s a y=       

  ( ) ( )( )( )s x z y a y=       

  ( )( ) ( )( )( )s s a z y a y=        

  ( ) ( )( )( )( )s z s a y a y=        

  ( ) ( )( )( )( )s z y a s a y=        

  ( ) ( )( )( )( ) ( )( )( )y a s z s a y y a S a y=             
ดงันั้น

 ( )( )( )y y a S a y    
 
ท าใหไ้ดว้า่จะมีสมาชิก b ใน S โดยท่ี  

   x  ( )( )( )y a b a y=      

( )( )ay b a y=    

( )a ay b y=  
จึงได้ว่า ( ), aS  เป็นก่ึงกรุปเกือบซ้ายปรกติ จากท่ีกล่าวมาสามารถสรุปได้ว่า ( )a SR  นั่นคือ a  เป็น
สมาชิกรักษาปรกติใน S           
 
สรุปผล 

ในบทความน้ีได้นิยามสมาชิกรักษาปรกติในก่ึงกรุปเกือบซ้ายและมีการตรวจสอบสมบัติต่าง ๆ ของ
สมาชิกรักษาปรกติในก่ึงกรุปเกือบซา้ย นอกจากน้ีไดพิ้สูจน์วา่ถา้ ( ),S   เป็น **LA -ก่ึงกรุปปรกติและ a S  
แลว้เง่ือนไขต่อไปน้ีสมมูลกนั 
 1. a  เป็นสมาชิกรักษาปรกติใน S  
 2. ( )b a S S b  =   ส าหรับทุกสมาชิก  b S  
 3  ( )a SR  
นอกจากน้ีไดส้ร้างทฤษฎีบทท่ีแสดงความสมัพนัธ์ระหวา่งสมาชิกรักษาปรกติและตวัผกผนัซา้ย กล่าวคือทุกสมาชิก

รักษาปรกติใน LA -ก่ึงกรุปปรกติ ( ),S   ท่ีมีเอกลกัษณ์ซา้ยจะเป็นตวัผกผนัซา้ยและเป็นสมาชิกใน ( )SR  ใน

ตอนสุดทา้ยไดห้าลกัษณะเฉพาะของสมาชิกรักษาปรกติใน **LA -ก่ึงกรุปปรกติ  
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