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บทคดัย่อ 
บทความน้ีตอ้งการท่ีจะนาํเสนอมุมมองทางดา้นวิทยาศาสตร์กายภาพของสมการกฎการอนุรักษ ์ซ่ึงเป็น

พ้ืนฐานในการวิเคราะห์ปัญหาเชิงวศิวกรรม โดยกล่าวถึงท่ีมาของกฎการอนุรักษม์วล โมเมนตมั และพลงังานท่ีใช้

ในกลศาสตร์ของไหล ดว้ยมุมมองทางกลศาสตร์ความต่อเน่ือง (continuum mechanics) จากการพิจารณากอ้นของ

ไหลท่ีถูกพดัพาไปในระบบแกนและมีการไหลผา่นปริมาตรควบคุม (control volume) ท่ีเวลา 0t  ใด ๆ โดยในท่ีน้ีเรา

ใชร้ะบบแกนพิกดัฉากเป็นพิกดัอา้งอิง ดว้ยกฎการอนุรักษม์วลท่ีกล่าววา่อตัราการเปล่ียนแปลงของมวลในปริมาตร

ควบคุมมีค่าเท่ากบัอตัราของมวลท่ีไหลเขา้ปริมาตรควบคุมลบดว้ยอตัราของมวลท่ีไหลออกจากปริมาตรควบคุม 

และในทาํนองเดียวกนัจากกฎขอ้ท่ี 2 ของนิวตนัท่ีวา่ผลรวมของแรง F∑


 ท่ีกระทาํกบัปริมาตรควบคุมของกลุ่ม

อนุภาคของไหลท่ีมีมวล mδ  ใหเ้คล่ือนท่ี ณ ช่วงเวลา 0t  ใด ๆ จะแปรผนัตรงกบัความเร่งทาํใหเ้ราสามารถสรุปกฎ

การอนุรักษโ์มเมนตมัได ้ทา้ยสุดกฎการอนุรักษพ์ลงังานไดจ้ากกฎขอ้ท่ี 1 ของเทอร์โมไดนามิกส์ ท่ีกล่าวไวว้า่อตัรา

การเปล่ียนแปลงของพลงังานในปริมาตรควบคุมจะมีค่าเท่ากบัผลรวมของการถ่ายเทความร้อนเน่ืองจากการนาํความ

ร้อนผ่านพ้ืนผิวของปริมาตรควบคุมรวมกบังานท่ีออกมาจากปริมาตรควบคุมทาํให้เราสามารถสรุปออกมาเป็นกฎ

การอนุรักษพ์ลงังานได ้

 

คาํสําคญั: กฎการอนุรักษม์วล, กฎการอนุรักษโ์มเมนตมั, กฎการอนุรักษพ์ลงังาน, ระบบแกนพิกดัฉาก 
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Abstract 

The objective of this article is to show physical perspective interpretation of conservative laws normally 

used in engineering problems by illustrated how to derive those conservative laws in fluid mechanics; mass, 

momentum and energy conservation from continuum mechanics perspective.  Here, we use Cartesian coordinates 

to show that, at any time 0t , mass flowing through a control volume is conserved.  By the fact that mass in a 

system is always constant, we could gain the mass conservation equation in a control volume by proving that the 

rate of change of mass in the control volume equals to the mass balance between the in- and out-mass fluxes.  In 

the meantime, by the 2nd Newton’s law applied at any time 0t , the total forces F∑


 acting on a control volume 

that has its mass mδ  are proportional to the fluid mass acceleration, we can deduce the momentum conservation 

equations.  Finally, by using the fact, from the 1st law of thermodynamics, that rate of energy changed in a control 

volume equals to rate of heat combined with rate of work changed in and out of the control volume. 

 

Keywords: conservation of mass, conservation of momentum, conservation of energy, Cartesian coordinates 

 

บทนํา 

กฎการอนุรักษ์เกิดจากความเป็นจริงทางธรรมชาติ นักฟิสิกส์ได้เฝ้าสังเกตความเป็นจริงตามธรรมชาติ   

นั้น ๆ แลว้นาํมาตั้งเป็นกฎการอนุรักษท์ั้ งหลาย ยกตวัอย่างความจริงตามธรรมชาติท่ีว่ามวล (พลงังาน) จะไม่สูญ

หายไปไหน แต่อาจจะมีการเปล่ียนรูปหรือเปล่ียนสถานะ อนัเป็นท่ีมาของกฎการอนุรักษม์วล (พลงังาน) ทางฟิสิกส์ 

หรือความจริงตามธรรมชาติท่ีกล่าววา่ผลรวมของแรงกระทาํต่อวตัถุจะเท่ากบัมวลคูณความเร่งของวตัถุ อนัเป็นท่ีมา

ของกฎขอ้ท่ีสองของนิวตนั (Newton’s second law) ซ่ึงเป็นท่ีมาของกฎการอนุรักษ์โมเมนตมั (conservation of 

momentum) เป็นตน้ กฎการอนุรักษ์มวล โมเมนตมั และพลงังานซ่ึงสามารถเรียกรวม ๆ กนัว่าสมการควบคุม 

(governing equations) ถูกนาํมาประยุกต์ใชท้างวิศวกรรมอย่างกวา้งขวาง ด้วยมุมมองทางด้านกลศาสตร์ความ

ต่อเน่ือง (continuum mechanics) เราจะไม่มองสสารในระดบัอะตอมแต่จะมองสสารเป็นกลุ่มกอ้นของไหล (fluid 

element) ท่ีมีสมบติัท่ีเป็นฟังก์ชนัต่อเน่ืองกนัไปตลอดทั้งกอ้นวตัถุ ดงันั้นเม่ือกอ้นของไหลถูกแรงจากภายนอกมา

กระทาํจะทาํใหเ้กิดการเสียรูปเชิงเสน้ (linear deformation) การเสียรูปเชิงมุม (angular deformation) ไปพร้อม ๆ กนั

ดงัแสดงในรูปท่ี 1 ซ่ึงแสดงกอ้นของไหลเกิดการเคล่ือนท่ีทาํให้กอ้นของไหลมีการเสียรูปเชิงเส้น เช่น การยืดดึง 

และการเสียรูปเชิงมุม เช่น การบิดเบ้ียวไปพร้อม ๆ กนั โดยกอ้นของไหลท่ีเวลา 0t  ยงัไม่มีการเปล่ียนแปลงรูปร่าง 

ในขณะท่ีกอ้นของไหลเดิมท่ีเวลา 0t t+ ∆  เกิดการเปล่ียนแปลงรูปร่างไปจากเดิม (Lai  et al., 2010) บทความน้ีจะ

ไม่รวมถึงกฎการอนุรักษท่ี์ใชใ้นฟิสิกส์สมยัใหม่ (modern physics) ท่ีสามารถใชง้านไดต้ั้งแต่ในระดบัอุนภาคมูลฐาน

ท่ีมีขนาดเลก็ เช่น อะตอม นิวตรอน อิเลก็ตรอน และอนุภาคฮิกส์ (Higgs)  ซ่ึงเป็นการพิสูจน์กฎการอนุรักษเ์ฉพาะจุด 

 - 136 - 



The Journal of Applied Science                                                                             Vol. 18 No. 1: 135-156 [2019] 
วารสารวทิยาศาสตรป์ระยกุต ์           doi:10.14416/j.appsci.2019.05.001 

 

(local gauge conservative law) (Anco & Bluman, 2002; Kosmann-Schwarzbach, 2011) จนถึงระดบักอ้นของไหล

ในกลศาสตร์ของไหล (traditional fluid mechanics) 

 

 
 

รูปที ่1. แสดงกอ้นของไหลเกิดการเสียรูปเชิงเสน้ เช่น การยดืดึง และการเสียรูปเชิงมุม เช่น การบิดเบ้ียวไปพร้อม ๆ 

กนั โดยกอ้นของไหลท่ีเวลา 0t  ยงัไม่มีการเปล่ียนแปลงรูปร่าง ในขณะท่ีกอ้นของไหลเดิมท่ีเวลา 0t t+ ∆  เกิดการ

เปล่ียนแปลงรูปร่างไปจากเดิม 

 

การประยุกต์ใชก้ฎการอนุรักษ์มวล โมเมนตมั และพลงังานในเชิงวิศวกรรมอย่างหลากหลายข้ึนอยู่กับ

รูปแบบการไหล (type of flow) วา่เป็นการไหลแบบราบเรียบ (laminar) หรือเป็นการไหลแบบป่ันป่วน (turbulent) 

และรูปทรงของช่องทางไหล (flow channel) ถา้รูปทรงของช่องทางไหลเป็นรูปเรขาคณิตง่าย ๆ เช่น ทรงกระบอก 

(cylinder) ทรงเหล่ียม (slit) เราสามารถเลือกใชส้มการควบคุม (governing equations) ในระบบแกนพ้ืนฐานทัว่ไป 

(Bird et al., 1960; Bird et al., 2002) เช่น ระบบแกนพิกดัฉาก (Cartesian coordinates) ระบบแกนทรงกระบอก 

(cylindrical coordinates) และระบบแกนทรงกลม (spherical coordinates) หรือในระบบแกนพิกดัอ่ืน ๆ (Moon & 

Spencer, 1988) เช่น eccentric cylindrical (Gilbert et al., 2017) หรือ bispherical (Gilbert & Giacomin, 2019) โดย

ในการไหลแบบราบเรียบเราสามารถใชส้มมุติฐานการไหลแบบคลาน (stoke flows) เพ่ือลดรูปสมการควบคุมและ

สามารถหาคาํตอบแม่นตรง (exact solutions) หรือคาํตอบประมาณค่า (approximate solutions) ได้ แต่การ

ประยกุตใ์ชง้านทางวิศวกรรมโดยทัว่ไปแลว้ช่องทางไหลจะมีรูปทรงท่ีซบัซอ้น เช่น การไหลของพอลิเมอร์หลอม

เหลวในแม่พิมพฉี์ดพลาสติกหรือยาง (plastics or rubber injection molding) เพ่ือผลิตช้ินส่วนยานยนต์และ

อิเลก็ทรอนิกส์ ซ่ึงตอ้งวเิคราะห์สมการควบคุมเหล่านั้นดว้ยการคาํนวณเชิงตวัเลข (numerical methods) เป็นตน้ 
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การแกส้มการอนุรักษม์วล โมเมนตมั และพลงังานร่วมกบัค่าขอบของปัญหา (boundary conditions) เพ่ือ

หาคาํตอบสามารถทาํไดเ้ม่ือใชร่้วมกบัการตั้งสมมุติฐานในเชิงวศิวกรรมเพ่ือหาคาํตอบแม่นตรง (exact solutions) ซ่ึง

เป็นคาํตอบเชิงวิเคราะห์ (analytical solutions) และคาํตอบประมาณค่า (approximate solutions) ซ่ึงอาจจะแสดงอยู่

ในรูปคาํตอบเชิงวิเคราะห์ หรือคาํตอบเชิงตวัเลข (numerical methods) ก็ได ้ปัจจุบนัการการแกส้มการควบคุม 

(governing equations) ใหอ้ยูใ่นรูปสมการคาํตอบท่ีเป็นฟังกช์นัเชิงเสน้หรือไม่เป็นเชิงเสน้ซ่ึงเป็นการแกส้มการแบบ

ในรูปของตวัแปร (symbolic solvers) เราสามารถใชโ้ปรแกรมคอมพิวเตอร์ เช่น Maple และ Mathematica ช่วยแก้

สมการไดเ้ป็นอยา่งดี ในขณะท่ีเราสามารถใชค้อมพิวเตอร์ช่วยในการคาํนวณเชิงตวัเลขเพ่ือหาคาํตอบของระบบได ้

ตวัอย่างโปรแกรมคาํนวณเชิงตวัเลขสําเร็จรูปท่ีใช้ในงานวิศวกรรมพอลิเมอร์หลอมเหลว เช่น PolyFlow หรือ 

OpenFoam ใชใ้นการคาํนวณเชิงตวัเลขสาํหรับการไหลภายใน (internal flow) หรือใชโ้ปรแกรม Moldex หรือ 

Moldflow สาํหรับการไหลเขา้แม่พิมพฉี์ดพลาสติก เป็นตน้ สําหรับโปรแกรมท่ีประยกุต์ใชส้มการอนุรักษม์วล โม

เมนตมั และพลงังานในการแกปั้ญหาทางวศิวกรรมของไหลอ่ืน ๆ ยงัมีอีกมากมายแต่จะไม่ขอกล่าวถึงในท่ีน้ี 

บทความน้ีตอ้งการท่ีจะนาํเสนอมุมมองทางดา้นวทิยาศาสตร์กายภาพ (physical perspective interpretation)

ของสมการกฎการอนุรักษท่ี์นาํมาประยกุตใ์ชใ้นเชิงวศิวกรรมเพ่ือนาํไปใชใ้นการหาคาํตอบเชิงวเิคราะห์ (analytical 

solutions) เช่น คาํตอบแม่นตรง (exact solutions) และคาํตอบประมาณค่า (approximate solutions) ไม่ได้มี

วตัถุประสงคท่ี์จะวพิากษห์รือคน้หาทฤษฎีใหม่ดว้ยมุมมองทางดา้นคณิตศาสตร์ ( Ertel & Rossby, 1949; Naz et al., 

2008; Cheviakov & Jean, 2015) และถึงแมว้า่ความสามารถของคอมพิวเตอร์ในปัจจุบนัทาํให้การหาคาํตอบเชิง

ตวัเลข (numerical solutions) มีความสาํคญัเพ่ิมมากข้ึนและมีการนาํไปใชอ้ยา่งแพร่หลาย แต่ความเขา้ใจในสมการ

กฎการอนุรักษก็์ยงัเป็นหัวใจสําคญัในการตีความหมายของคาํตอบท่ีไดจ้ากการคาํนวณไม่ว่าจะเป็นคาํตอบเชิง

วเิคราะห์หรือการหาคาํตอบเชิงตวัเลข 

กฎอนุรักษ์มวล 

ถา้พิจารณากอ้นของไหล (fluid element) มวล M  ไหลในระบบ (system) จากวิธีการแบบลากรางค ์

(Lagrangian approach) จะพบว่ามวลในระบบจะไม่เปล่ียนแปลงไปตามกาลเวลา (มวลคงท่ีทุกขณะ) ซ่ึงเป็น

หลกัการของการอนุรักษม์วลแต่อยา่งไรก็ตามสมการอนุรักษม์วล (conservation of mass) ท่ีเขียนอยูใ่นรูปอนุพนัธ์

สามารถอธิบายไดง่้ายกวา่ดว้ยวิธีการแบบออยเลอร์ (Euler approach) โดยการใชป้ริมาตรควบคุม (control volume) 

แลว้ใชว้ิธีหดปริมาตรควบคุมให้เล็กลงจนเป็นจุดดว้ยการพิจารณากอ้นของไหลในปริมาตรควบคุมขนาดเล็ก ๆ 

x y z∆ ∆ ∆  ท่ีมีหัวมุมหน่ึงอยูท่ี่ตาํแหน่ง ( )1 , ,P x y z  ใด ๆ บนระบบแกนท่ีหยดุน่ิง (inertia frame) การเคล่ือนท่ี

ของ ๆ ไหลในแนวแกน x  พามวลไหลเขา้ปริมาตรควบคุมขนาดเล็ก ๆ x y z∆ ∆ ∆  ผ่านระนาบท่ีมีหัวมุมหน่ึงอยูท่ี่

ตาํแหน่ง   ( )1 , ,P x y z      ดว้ยอตัราไหลของมวล    ( )x x
v y zρ ∆ ∆      และไหลออกปริมาตรควบคุมขนาดเลก็ ๆ 
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x y z∆ ∆ ∆   ผ่านระนาบท่ีมีอีกหัวมุมหน่ึงอยูท่ี่ตาํแหน่ง ( )2 , ,P x x y y z z+ ∆ + ∆ + ∆  ดว้ยอตัราไหลของมวล 

( )x x x
v y zρ

+∆
∆ ∆  ดงัรูปท่ี 2  

 

(x, y, z)

(x+∆x , y+∆y, z+∆z)

∆x 
∆y 

∆z 

(ρvx)x (ρvx)x+∆x

x 

y

z

(ρvz)z

(ρvz)z+∆z

(ρvy)y+∆y

(ρvy)y

 
รูปที่ 2. แสดงกอ้นของไหลในปริมาตรควบคุมขนาดเล็ก ๆ x y z∆ ∆ ∆  ท่ีมีหัวมุมหน่ึงอยูท่ี่ตาํแหน่ง ( )1 , ,P x y z  

ใด ๆ บนระบบแกนท่ีหยุดน่ิง (inertia frame) การเคล่ือนท่ีของของไหลในแนวแกน x  พามวล M  ไหลเขา้

ปริมาตรควบคุมขนาดเลก็ ๆ x y z∆ ∆ ∆  ผา่นระนาบท่ีมีหวัมุมหน่ึงอยูท่ี่ตาํแหน่ง ( )1 , ,P x y z  

 

 ในทาํนองเดียวกนัการเคล่ือนท่ีของ ๆ ไหลในแนวแกน y  พามวลไหลเขา้ปริมาตรควบคุมขนาดเล็ก ๆ 

x y z∆ ∆ ∆  ผ่านระนาบท่ีมีหัวมุมหน่ึงอยูท่ี่ตาํแหน่ง ( )1 , ,P x y z  ดว้ยอตัราไหลของมวล ( )y y
v x zρ ∆ ∆  และ

ไห ล ออ ก ปริ ม า ตร ค วบ คุ ม ขน า ดเ ล็ก  ๆ  x y z∆ ∆ ∆  ผ่ านร ะ น าบ ท่ี มี อี ก หัว มุ ม หน่ึ ง อ ยู่ ท่ี ต ําแ ห น่ ง 

( )2 , ,P x x y y z z+ ∆ + ∆ + ∆  ดว้ยอตัราไหลของมวล ( )y y y
v x zρ

+∆
∆ ∆  และการเคล่ือนท่ีของ ๆ ไหลใน

แนวแกน z  พามวลไหลเขา้ปริมาตรควบคุมขนาดเล็ก ๆ x y z∆ ∆ ∆   ผ่านระนาบท่ีมีหวัมุมหน่ึงอยู่ท่ีตาํแหน่ง 

( )1 , ,P x y z  ดว้ยอตัราไหลของมวล ( )z z
v x yρ ∆ ∆ และไหลออกปริมาตรควบคุมขนาดเล็ก ๆ x y z∆ ∆ ∆   ผ่าน

ร ะ น าบ ท่ี มี อี ก หั ว มุ ม ห น่ึ ง อ ยู่ ท่ี ต ําแ ห น่ ง  ( )2 , ,P x x y y z z+ ∆ + ∆ + ∆  ด้วย อัต ร า ไ ห ล ข อ ง ม ว ล 

( )z z z
v x yρ

+∆
∆ ∆  จากกฎการอนุรักษ์มวล ท่ีกล่าวว่าอตัราการเปล่ียนแปลงของมวลในปริมาตรควบคุมมีค่า

เท่ากบัอตัราของมวลท่ีไหลเขา้ปริมาตรควบคุมลบดว้ยอตัราของมวลท่ีไหลออกจากปริมาตรควบคุม ดงันั้น 

( ) ( )x xx x x
x y z v v y z

t
ρ ρ ρ

+∆

∂
∆ ∆ ∆ = − ∆ ∆

∂
 

( ) ( )y y z zz z zy y y
v v x z v v x yρ ρ ρ ρ

+∆+∆
+ − ∆ ∆ + − ∆ ∆  (1) 

หารตลอดดว้ย x y z∆ ∆ ∆  แลว้ใส่ลิมิตใหป้ริมาตรควบคุมเลก็ลงจนเขา้ใกลศู้นย ์
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0
lim

y yx x z zy y yx x x z z z
V

v vv v v v
t x y z

ρ ρρ ρ ρ ρρ +∆+∆ +∆

∆ →

 −− −∂ = − − − ∂ ∆ ∆ ∆  
 (2) 

จะไดรู้ปสมการอนุพนัธ์ทัว่ไปของกฎการอนุรักษม์วลหรือสมการความต่อเน่ือง (mass conservation or continuity 

equation) 

( ) ( ) ( ) 0yx zvv v
t x y z

ρρ ρρ ∂∂ ∂∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂
 (3) 

สมการท่ี (3) เขียนในรูปสมการเวคเตอร์จะได ้

0v
t
ρ ρ∂
+∇⋅ =

∂

 
 (4) 

เม่ือเวคเตอร์ความเร็วของของไหล 

x x y y z zv v v vδ δ δ= + +
  

 (5) 

โดย xδ


 yδ


 และ zδ


 เป็นเวคเตอร์หน่ึงหน่วยท่ีมีทิศทางไปในแนว x , y  และ z  ตามลาํดบั และเวคเตอร์เกร

เดียนตใ์นระบบแกนพิกดัฉากคือ 

x y zx y z
δ δ δ∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

  
 (6) 

เวคเตอร์ความเร็วและเวคเตอร์เกรเดียนตใ์นระบบแกนอ่ืน ๆ สามารถหาดูไดจ้ากหัวขอ้ 3.1 ในเอกสาร Bird et al., 

1960 และ Bird et al., 2002 ในท่ีน้ีจะแสดงการลดรูปเฉพาะในระบบแกนพิกดัฉากเท่านั้นซ่ึงจากสมการ (4) ถา้เป็น

การไหลคงตวัของของไหล (steady flow of compressible or incompressible fluids) สมการ (4) จะลดรูปเป็น 

0vρ∇⋅ =
 

 (7) 

นัน่คือ 

( ) ( ) ( ) 0yx zvv v
x y z

ρρ ρ∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 (8) 

แต่ถา้เป็นการไหลของของไหลแบบอดัตวัไม่ได ้(steady or unsteady flow of incompressible fluid) สมการ (4) จะ

ลดรูปเป็น 

0v∇⋅ =
 

 (9) 

นัน่คือ 

0yx zvv v
x y z

∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 (10) 
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สมการอนุรักษ์มวลสําหรับการไหลแบบอดัตวัไม่ได้น้ีจะแสดงถึงการเปล่ียนแปลงรูปทรงในแนวแกนหน่ึงจะ

กระทบกบัการเปล่ียนรูปทรงในอีกสองแนวแกนเน่ืองจากปริมาตรของกอ้นวตัถุจะตอ้งเท่าเดิมตลอดเวลา หรือเรียก

อีกอยา่งหน่ึงวา่อตัราการเปล่ียนแปลงปริมาตรต่อหน่ึงหน่วยปริมาตรคงท่ี (volumetric dilatation rate) สาํหรับของ

ไหลท่ีอดัตวัไม่ไดน้ัน่เอง 

กฎอนุรักษ์โมเมนตมั 

กฎการอนุรักษโ์มเมนตมัมีท่ีมาจากกฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนั (Newton’s law of motion) ท่ีเรารู้จกั ในท่ีน้ี

จะกล่าวถึงกฎขอ้ท่ี 2 ของนิวตนัท่ีกล่าววา่ผลรวมของแรงเกิดจากมวลคูณกบัความเร่งของวตัถุ ซ่ึงจะเป็นท่ีมาของ

สมการอนุรักษโ์มเมนตมัในท่ีสุด โดยก่อนท่ีจะทราบท่ีมาท่ีไปของสมการอนุรักษโ์มเมนตมั เราจะตอ้งทาํความรู้จกั

กบัวธีิกาํหนดแรงบนพ้ืนผิว และจะตอ้งรู้จกักบัแรงกระทาํกบัวตัถุหรือกลุ่มอนุภาคของไหล (fluid particle) ซ่ึงแบ่ง

ออกเป็นแรงภายใน และแรงภายนอกดว้ย 

วธีิกาํหนดแรงบนพืน้ผวิ 

พิจารณาแรงขนาด δFs ท่ีกระทาํบนพ้ืนผิว δA ใด ๆ ออกสู่ภายนอก แรง δFs สามารถแตกออกเป็นแรง

ท่ีตั้งฉากกบัพ้ืนผิว δA ได ้1 แรงคือ δFn และแตกออกเป็นแรงท่ีขนานกบัพ้ืนผิว δA ไดอี้ก 2 แรงคือ δF1 และ δF2 

ดงัรูปท่ี 3 (ดูหวัขอ้ 6.3 ใน Munson et al., 2002) 

 

δFs

δFn

δF1
δA

δF2 พื�นผิวใดๆ

 
 

รูปที ่ 3. แสดงแรงขนาด δFs ท่ีกระทาํบนพ้ืนผิว δA ใด ๆ ออกสู่ภายนอก แรง δFs สามารถแตกออกเป็นแรงท่ีตั้ง

ฉากกบัพ้ืนผิว δA ได ้1 แรงคือ δFn และแตกออกเป็นแรงท่ีขนานกบัพ้ืนผิว δA ไดอี้ก 2 แรงคือ δF1 และ δF2 

 

ดงันั้นความเคน้ตั้งฉาก (normal stress, nπ ) คือ 

0
lim n

n A

F
Aδ

δπ
δ→

= nd F
dA

=  (11) 

ความเคน้เฉือนในแนวแกนท่ี 1 (shearing stresses in 1st direction, 1π ) และความเคน้เฉือนในแนวแกนท่ี 2 (shearing 

stresses in 2nd direction, 2π ) คือ 
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1
1 0

lim
A

F
Aδ

δπ
δ→

= 1d F
dA

=  (12) 

และ 

2
2 0

lim
A

F
Aδ

δπ
δ→

= 2d F
dA

=  (13) 

 

x

y

z

σxx

σxy

σxz

σyy

σyz
σyx

σzz

σzy

σzx

∆x

∆y

∆z

 
รูปที ่4. แสดงความเคน้รวมทั้งเกา้ (9) ท่ีประกอบกนัเป็นเทนเซอร์ความเคน้รวมในทิศทางท่ีเป็นบวก (+) ซ่ึงอยูบ่น

หน้าตดัด้านบน ด้านขวา และด้านหน้า บนปริมาตรควบคุม ในทางกลบักันความเคน้ท่ีอยู่บนหน้าตดัด้านล่าง 

ดา้นซา้ย และดา้นหลงัของปริมาตรควบคุมจะมีค่าเป็นลบ (-) 

 

ในการใหส้ญัลกัษณ์ความเคน้ (stress notation) นั้นตวัห้อยตวัแรกจะแสดงถึงระนาบท่ีมีทิศทางตั้งฉากกบั

ตวัห้อยนั้น (ทิศทางของพ้ืนท่ี) ตวัห้อยตวัท่ีสองแสดงถึงทิศทางของความเคน้นั้น ๆ (ทิศทางของแรงท่ีกระทาํบน

พ้ืนท่ีนั้น ๆ) ยกตวัอยา่ง เช่น xyσ  คือความเคน้บนระนาบท่ีตั้งฉากกบัแกน x  และมีทิศทางพุ่งไปทางแกน y  จาก

การให้สัญลกัษณ์ความเคน้ในลกัษณะน้ีเราสามารถรวบรวมความเคน้ในแต่ละแนวแกนมาเขียนให้อยู่ในรูปเทน

เซอร์ความเคน้รวม (total stress tensor, σ ) ไดด้งัน้ี 

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

σ σ σ
σ σ σ σ

σ σ σ

 
 

=  
 
 

 (14) 

ในท่ีน้ีแรงท่ีกระทาํออกจากพ้ืนผิวมีค่าเป็นบวกทาํให้ความเคน้ดึงมีค่าเป็นบวก (+) และความเคน้กดมีค่าเป็นลบ (-) 

ไปดว้ย  และในทาํนองเดียวกนัแรงดนัจะมีคา่นอ้ยกวา่ศูนย ์ หรือติดลบ (-)  ดงัแสดงในรูปท่ี 4  ดงันั้นในท่ีน้ี σ  เป็น 
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เทนเซอร์ความเคน้รวมท่ีเกิดจากกลุ่มอนุภาคของไหลกระทาํต่อของไหลภายนอกนัน่เอง ในขณะท่ีเทนเซอร์ความ

เคน้รวม (total stress tensor, π ) ท่ีเกิดจากแรงภายนอกกระทาํต่อกลุ่มอนุภาคของไหลจะนิยามโดย 

xx yx zx

xy yy zy

xz yz zz

π π π
π π π π

π π π

 
 

=  
 
 

 (15) 

เม่ือ 
Tσπ −=  ในท่ีน้ีเราจะใชเ้ทนเซอร์ความเคน้รวม (total stress tensor, π ) ในสมการท่ี (15) ในการคาํนวณ

ต่อไป (ดูหวัขอ้ 3.2.1 ใน Morrison, 2001) 

แรงภายนอกและแรงภายใน 

ในท่ีน้ีแทนวตัถุท่ีถูกแรงกระทาํเป็นกลุ่มอนุภาคของไหล (forces on the differential element) มี 2 ชนิด

ไดแ้ก่ (1) แรงภายนอกหรือแรงท่ีพ้ืนผิว (surface forces, sF


) และ (2) แรงภายใน (body forces, bF


) แรงภายนอก

หรือแรงท่ีพ้ืนผิวคือแรงท่ีกระทาํมาจากภายนอกโดยจะกระทาํบนพ้ืนผิวของวตัถุ ซ่ึงในท่ีน้ีแทนดว้ยกลุ่มอนุภาคของ

ไหล เช่น แรงดนั แรงเฉือน และแรงดึง เป็นตน้ ส่วนแรงภายในคือแรงท่ีเกิดข้ึนภายในกลุ่มอนุภาคของไหล ซ่ึงจะ

กระจายตวัทัว่ทั้งกลุ่มอนุภาคของไหล เช่น แรงจากนํ้ าหนกัท่ีกดทบัหรือแรงจากสนามแม่เหล็ก เป็นตน้ ดงันั้นแรงท่ี

เกิดข้ึนกบักลุ่มอนุภาคของไหลจะเป็นผลรวมของแรงภายในและแรงท่ีพ้ืนผิวนัน่เอง 

F =∑


bF∑


sF+∑


  (16) 

พิจารณากลุ่มอนุภาคของไหลปริมาตรควบคุมขนาดเล็ก ๆ (infinitestimal fluid element) Δ Δ Δx y z  ท่ีมีหัวมุมหน่ึง

อยูท่ี่ตาํแหน่ง ( )1 , ,P x y z  ใด ๆ บนระบบแกนเฉ่ือยท่ีหยดุน่ิง (inertia frame) ในรูปท่ี 5 โดยทัว่ไปแลว้ความเคน้จะ

เปล่ียนแปลงไปตามกระแสการไหลของ ๆ เหลว ดงันั้นถา้การไหลในแนวแกน x  ของระบบก่อให้เกิดความเคน้ตั้ง

ฉาก xx x
π บนพ้ืนท่ี Δ Δy z  อนัเน่ืองมาจากกลุ่มอนุภาคของไหลท่ีอยูติ่ดกนั ในทาํนองเดียวกนัจะมีความเคน้เฉือน 

yx y
π บนพ้ืนท่ี Δ Δx z  และความเคน้เฉือน zx z

π  บนพ้ืนท่ี Δ Δx y  ซ่ึงเป็นระนาบท่ีผ่านตาํแหน่ง ( )1 , ,P x y z  

และเกิดความเคน้ตั้งฉาก xx x x
π

+∆
บนพ้ืนท่ี Δ Δy z   ความเคน้เฉือน yx y y

π
+∆

บนพ้ืนท่ี Δ Δx z  และความเคน้

เฉือน zx z z
π

+∆
 บนพ้ืนท่ี Δ Δx y  ซ่ึงเป็นระนาบท่ีผ่านตาํแหน่ง ( )2 , ,P x x y y z z+ ∆ + ∆ + ∆  โดยผลรวมของ

แรงท่ีเกิดจากความเคน้ในทิศทาง x  เกิดจากผลรวมของแรงตั้งฉากและแรงเฉือนโดยกาํหนดให้แรงท่ีพุ่งไปในทิศ

ทางบวก (+)  ของเสน้จาํนวนมีค่าเป็นบวก (+)  และแรงท่ีพุง่ไปในทิศทางลบ (-)  ของเสน้จาํนวนมีค่าติดลบ (-)  โดย

แรงเฉือนสามารถหาไดใ้นทาํนองคลา้ย ๆ กนัน้ี (ดูหนา้ 2-7 ของ Bird et al., 1977 หรือดูหนา้ 3-11 ของ Bird et al., 

1987) 
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,x sF∆ = ( )xx xxx x x
y zπ π

+∆
− − ∆ ∆  

 ( )yx yxy y y
x zπ π

+∆
− − ∆ ∆ ( )zx zxz z z

x yπ π
+∆

− − ∆ ∆  (17) 

หารตลอดสมการ (17) ดว้ยปริมาตรของกลุ่มอนุภาคของไหล V x y z∆ = ∆ ∆ ∆  แลว้ใส่ลิมิตให้ V∆ เล็กจนเขา้

ใกลศู้นยด์งันั้น 

,

0
lim

yx yx yxx xx zx zxx x z zy yx s x z
V

F
V x y z

π ππ π π π
+∆ +∆+∆

∆ →

 −− −∆ = − − − ∆ ∆ ∆ ∆  
 (18) 

ดงันั้นตามนิยามของการอนุพนัธ์สมการท่ี (18) ผลรวมของแรงท่ีเกิดจากความเคน้ในทิศทาง x  เขียนไดด้งัน้ี 

,x sFδ =∑ ,x s yxxx zxdF
dV x y z

ππ π∂ ∂ ∂
= − + + ∂ ∂ ∂ 

 (19) 

ในทาํนองเดียวกนัแรงท่ีเกิดจากความเคน้ในทิศทาง y  เกิดจากการไหลในแนวแกน y  ของระบบก่อให้เกิดความ

เคน้เฉือน xy x
π บนพ้ืนท่ี Δ Δy z  ความเคน้ตั้งฉาก yy y

π บนพ้ืนท่ี Δ Δx z  และความเคน้เฉือน zy z
π  บนพ้ืนท่ี 

Δ Δx y  ซ่ึงเป็นระนาบท่ีผา่นตาํแหน่ง ( )1 , ,P x y z  และเกิดความเคน้เฉือน xy x x
π

+∆
บนพ้ืนท่ี Δ Δy z  ความเคน้

ตั้งฉาก yy y y
π

+∆
บนพ้ืนท่ี Δ Δx z  และความเคน้เฉือน zy z z

π
+∆

 บนพ้ืนท่ี Δ Δx y  ซ่ึงเป็นระนาบท่ีผ่านตาํแหน่ง 

( )2 , ,P x x y y z z+ ∆ + ∆ + ∆   ผลรวมของแรงท่ีเกิดจากความเคน้ในทิศทาง y  คือ 

,y sFδ =∑ ,y s xy yy zydF
dV x y z

π π π∂ ∂ ∂ 
= − + + ∂ ∂ ∂ 

 (20) 

และแรงท่ีเกิดจากความเคน้ในทิศทาง z  เกิดจากการไหลในแนวแกน z  ของระบบก่อให้เกิดความเคน้เฉือน 

xz x
π บนพ้ืนท่ี Δ Δy z  ความเคน้เฉือน yz y

π  บนพ้ืนท่ี Δ Δx z   และความเคน้ตั้งฉาก zz z
π บนพ้ืนท่ี Δ Δx y  ซ่ึง

เป็นระนาบท่ีผ่านตาํแหน่ง ( )1 , ,P x y z  และเกิดความเคน้เฉือน xz x x
π

+∆
บนพ้ืนท่ี Δ Δy z  ความเคน้เฉือน 

yz y y
π

+∆
 บนพ้ืนท่ี Δ Δx z  และความเค้นตั้ งฉาก zz z z

π
+∆

บนพ้ืนท่ี Δ Δx y  ซ่ึงเป็นระนาบท่ีผ่านตาํแหน่ง 

( )2 , ,P x x y y z z+ ∆ + ∆ + ∆  ผลรวมของแรงท่ีเกิดจากความเคน้ในทิศทาง z  คือ 

,z sFδ =∑ ,z s yzxz zz
dF
dV x y z

ππ π∂ ∂ ∂
= − + + ∂ ∂ ∂ 

 (21) 

โดยมีเวคเตอร์ผลรวมแรงบนพ้ืนผิวของปริมาตรควบคุมต่อหน่วยปริมาตรคือ 

sFδ =∑


, , ,x s x y s y z s zF F Fδ δ δ δ δ δ+ +∑ ∑ ∑
  

 (22) 
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(x, y, z)

(x+∆x , y+∆y, z+∆z)

∆x 
∆y 

∆z 

πxxx πxxx+∆x

x 

y

z

πzxz

πzxz+∆z

πyxy

πyxy+∆y

 
รูปที่ 5. แสดงกลุ่มอนุภาคของไหลในปริมาตรควบคุมขนาดเล็ก ๆ Δ Δ Δx y z  ท่ีมีหัวมุมหน่ึงอยู่ท่ีตาํแหน่ง 

( )1 , ,P x y z  ใด ๆ บนระบบแกนท่ีหยุดน่ิง (inertia frame) ท่ีมีความเคน้ตั้งฉากและความเคน้เฉือนบนพ้ืนผิว

ปริมาตรควบคุมท่ีเกิดจากโดยการไหลในแนวแกน x , y , และ z  

 

ในท่ีน้ีแรงภายใน bF


 ท่ีเราสนใจคือนํ้ าหนกัของกลุ่มอนุภาคของไหลนัน่เอง พิจารณากลุ่มอนุภาคของไหลปริมาตร

ควบคุมขนาดเลก็ ๆ Δ Δ Δx y z  อยูใ่นสนามแรงโนม้ถ่วง g  ดงัรูปท่ี 6 ดงันั้นผลรวมของแรงภายใน bF


 ท่ีเกิดจาก

นํ้ าหนกัของกลุ่มอนุภาคของไหลคือ (ดูหวัขอ้ 6-3 และ 9-6 ใน Cengel & Cimbala, 2006) 

b gravityF F mgδ= =∑
  

 (23) 

โดย g  คือเวคเตอร์แรงโนม้ถ่วง (gravity vector) โดย 

x x y y z zg g g gδ δ δ= + +
  

 (24) 

และมวลของกลุ่มอนุภาคของไหลคือผลคูณของความหนาแน่นและปริมาตรของกลุ่มอนุภาคของไหล 

m x y zδ ρ= ∆ ∆ ∆  (25) 

ดงันั้นเราสามารถเขียนแรงภายใน bF


 ในแต่ละแนวแกนไดด้งัน้ี 

,x bF =∑ xg x y zρ ∆ ∆ ∆  (26) 

,y bF =∑ yg x y zρ ∆ ∆ ∆  (27) 

,z bF =∑ zg x y zρ ∆ ∆ ∆  (28) 

หารตลอดสมการท่ี (26) – (28) ดว้ย Δ Δ Δx y z  จะได ้

,x b xF gδ ρ=∑  (29) 

,y b yF gδ ρ=∑  (30) 

,z b zF gδ ρ=∑  (31) 

และมีเวคเตอร์ผลรวมของแรงภายในรวมต่อหน่วยปริมาตรท่ีเขียนในแกน x , y  และ z  คือ 

bFδ =∑


, , ,x b x y b y z b zF F Fδ δ δ δ δ δ+ +∑ ∑ ∑
  

 (32) 
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x

y

z

g

∆x

Fgravity

∆y

∆z

 
 

รูปที ่6. กลุ่มอนุภาคของไหลปริมาตรควบคุมขนาดเลก็ ๆ Δ Δ Δx y z  อยูใ่นสนามแรงโนม้ถ่วง g  

สมการอนุรักษ์โมเมนตมัเชิงเส้น 

ในการสงัเกตการเคล่ือนท่ีของกลุ่มอนุภาคของไหลแบบลากรางค ์(Lagrangian approach) เราใชก้ฎขอ้ท่ี 2 

ของนิวตนัท่ีว่าผลรวมของแรง F∑


 ท่ีกระทาํกบัปริมาตรควบคุมของกลุ่มอนุภาคของไหลท่ีมีมวล mδ  ให้

เคล่ือนท่ี ณ ช่วงเวลา 0t  ใด ๆ จะแปรผนัตรงกบัความเร่ง 

F∑


( )D mv
Dt

δ= 
 (33) 

เม่ือโอเปอเรเตอร์อนุพนัธ์รวม (total or material derivative) นิยามโดย 

( ) ( ) { }( )D
v

Dt t
⋅ ∂ ⋅
= + ⋅∇ ⋅

∂


 (34) 

เม่ือ v  คือความเร็วของของไหลแสดงในสมการท่ี (5) และ ∇


 คือเวคเตอร์เกรเดียนตแ์สดงในสมการท่ี (6) สมการ

ท่ี (33) มีความหมายวา่ผลรวมของแรง F∑


 ท่ีกระทาํกบัปริมาตรควบคุมของกลุ่มอนุภาคของไหลท่ีมีมวล mδ  

มีค่าเท่ากบัอตัราการเปล่ียนแปลงโมเมนตมัหรือการเปล่ียนแปลงโมเมนตมัจะก่อให้เกิดแรงนัน่คือสมการอนุรักษ์

โมเมนตมั (conservation of linear momentum) นัน่เอง ถา้โดยปริมาตรควบคุมของกลุ่มอนุภาคของไหลมีปริมาตร 

V x y z∆ = ∆ ∆ ∆  และมีความหนาแน่น ρ  ดงันั้น 

F∑


( )D x y z v
Dt

ρ= DDD   
 (35) 

หารตลอดด้วยปริมาตรของกลุ่มอนุภาคของไหล V x y z∆ = ∆ ∆ ∆ จะได้ผลรวมของแรงต่อหน่วยปริมาตร 

Fδ∑


 

( )D v F
Dt

ρ δ=∑


 (36) 
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โดยผลรวมของแรงต่อหน่วยปริมาตรท่ีกระทาํบนปริมาตรควบคุมจะเท่ากับผลรวมของแรงท่ีพ้ืนผิวต่อหน่วย

ปริมาตรรวมกบัผลรวมของแรงภายในต่อหน่วยปริมาตรนัน่คือ 

Fδ =∑


bFδ∑


sFδ+∑


 (37) 

โดยผลรวมของแรงท่ีพ้ืนผิวต่อหน่วยปริมาตร sFδ∑


 แสดงในสมการท่ี (22) และผลรวมของแรงภายในต่อหน่วย

ปริมาตร bFδ∑


 แสดงในสมการท่ี (32) แทนค่าเวคเตอร์ความเร็วในสมการท่ี (5) และแทนค่าเวคเตอร์ผลรวม

ของแรงจากสมการท่ี (37) ลงในสมการท่ี (36) จะได้สมการอนุรักษ์โมเมนตมัเชิงเส้น (conservation of linear 

momentum or Cauchy’s equation) ในแนว x , y  และ z  ดงัน้ี 

( ) yxxx zx
x x

D v g
Dt x y z

ππ πρ ρ
∂ ∂ ∂

= − + + ∂ ∂ ∂ 
 (38) 

( ) xy yy zy
y y

D v g
Dt x y z

π π π
ρ ρ

∂ ∂ ∂ 
= − + + ∂ ∂ ∂ 

 (39) 

( ) yzxz zz
z z

D v g
Dt x y z

ππ πρ ρ
∂ ∂ ∂

= − + + ∂ ∂ ∂ 
 (40) 

สมการท่ี (38) – (40) เป็นสมการอนุรักษโ์มเมนตมัเชิงเส้นท่ีแสดงในแนวแกน x , y  และ z  หรือเรียกช่ือตามผูท่ี้

คิดคน้ข้ึนมาคือสมการของควอซช่ี (Cauchy’s equation) สมการของควอซช่ีน้ีมีตวัแปรอยูท่ั้ งหมด 12 ตวั นัน่คือ

ความเคน้ทั้ง 9 ตวัรวมกบัความเร็วในแนวแกน x , y  และ z  อีก 3 ตวั ( ), ,x y zv v v  แต่สมการอนุรักษโ์มเมนตมั

เชิงเสน้มีอยูแ่ค่ 3 สมการเม่ือรวมกบัสมการอนุรักษม์วลอีก 1 สมการก็ยงัไม่สามารถแกส้มการได ้

สมการการเคลือ่นที ่

ในบทก่อนหนา้น้ีสมการของควอซช่ียงัไม่สามารถใชแ้กส้มการไดเ้ราจึงจะตอ้งลดทอนตวัแปรลงให้เหลือ

แค่ 4 ตวั ซ่ึงเราจะเรียกวา่สมการการเคล่ือนท่ี (the equation of motion) แต่ก่อนอ่ืนให้พิจารณาของไหลในบ่อท่ีไม่มี

การเคล่ือนท่ี (fluid at rest) ดงันั้นกลุ่มอนุภาคของไหลจะไม่มีความเคน้เฉือนแต่ยงัคงมีแรงดนัของของไหลในทุก

ทิศทุกทางท่ีเกิดจากแรงภายนอกดงัรูปท่ี 7 โดยแรงดนัเหล่าน้ีเกิดจากนํ้ าหนกัของของเหลวท่ีทบัถมลงมานั่นเอง 

ดงันั้นเทนเซอร์ความเคน้รวม (total stress tensor, π ) สาํหรับของไหลไม่มีการเคล่ือนท่ี (fluid at rest) จะมีแต่ความ

เคน้ตั้งฉากท่ีพุง่เขา้หาปริมาตรควบคุมทุกทิศทุกทางและมีค่าเท่ากบัความดนั P  

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

π π π
π π π π

π π π

 
 

=  
 
 

0 0
0 0
0 0

P
P

P

 
 =  
 
 

 (41) 

ดงันั้นค่าเฉล่ียของความดนัสามารถหาไดจ้ากผลรวมของความเคน้ตั้งฉากในขณะท่ีของไหลหยดุน่ิงนัน่คือ 
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(ข) 

 
รูปที่ 7. (ก) แสดงของไหลในบ่อท่ีไม่มีการเคล่ือนท่ี (fluid at rest) และ (ข) ความเคน้ตั้งฉากท่ีพุ่งเขา้หาปริมาตร

ควบคุมทุกทิศทุกทางและมีค่าเท่ากบัความดนั P  

 

( )1
3 xx yy zzP π π π= + +  (42) 

แต่ถา้ของไหลมีการเคล่ือนท่ี (moving fluid) นอกจากกลุ่มของไหลจะถูกกระทาํโดยความเคน้เฉือนดงัแสดงในรูปท่ี 

8 แลว้ยงัมีแรงดนัของของไหลในทุกทิศทุกทางอีกดว้ย ดงันั้นเทนเซอร์ความเคน้รวม (total stress tensor, π ) 

สาํหรับของไหลมีการเคล่ือนท่ี (moving fluid) จะมีทั้งความเคน้ตั้งฉาก (จากแรงดนั) และความเคน้ท่ีเกิดข้ึนขณะ

กลุ่มอนุภาคของไหลเคล่ือนท่ี (จากแรงเสียดทานหรือโมเมนตมั) นัน่คือ 

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

π π π
π π π π

π π π

 
 

=  
 
 

0 0
0 0
0 0

P
P

P

 
 =  
 
 

xx xy xz

yx yy yz

xz zy zz

τ τ τ
τ τ τ
τ τ τ

 
 

+ 
 
 

 (43) 

 

x

y

z

τyx

−τyx

 
 

รูปที ่8. แสดงตวัอยา่งของไหลท่ีมีการเคล่ือนท่ี (moving fluid) โดยในท่ีน้ีกอ้นอนุภาคของไหลจะมีความเคน้เฉือน 

yxτ  ท่ีพ้ืนผิวดา้นบนเน่ืองจากกอ้นอนุภาคของไหลขา้งบน ซ่ึงมีความเร็วท่ีสูงกวา่ในทางกลบักนัท่ีพ้ืนผิวดา้นล่าง

กอ้นอนุภาคของไหลจะมีความเคน้เฉือน yxτ−  จากกอ้นอนุภาคของไหลขา้งล่างท่ีมีความเร็วท่ีชา้กวา่ 
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เราเรียกเทอมท่ี 2 ทางขวามือของสมการท่ี (43) วา่เทนเซอร์ความเคน้เสียดทาน หรือเทนเซอร์ความเคน้เฉือน หรือ

เทนเซอร์โมเมนตมัฟลกัส์ (viscous stress tensor or deviatoric stress tensor or momentum flux tensor, τ ) โดย

ความเคน้เสียดทานเน่ืองจากการเคล่ือนท่ีจะประกอบไปดว้ยความเคน้ตั้งฉาก 3 ตวัในแนวทแยงมุม และความเคน้

เฉือนอีก 6 ตวัท่ีเหลือ โดยความเคน้ตั้งฉากทั้ง 3 ตวัน้ีอาจจะเกิดจากการท่ีกลุ่มอนุภาคของไหลขา้ง ๆ ปริมาตร

ควบคุมบีบหรือดึงก็ได ้และความเคน้เฉือนทั้ง 6 ตวัอาจจะเกิดจากการท่ีกลุ่มอนุภาคของไหลขา้ง ๆ ปริมาตรควบคุม

เสียดสีในแนวต่าง ๆ กนัดงันั้นเราสามารถเขียนสมการ (43) ดว้ยสัญลกัษณ์เทนเซอร์ไดด้งัน้ี (ดูตาราง 1.2.2 ใน Bird 

et al., 2015) 

Pπ δ τ= +  (44) 

โดยเทนเซอร์เอกลกัษณ์ δ  นิยามโดย 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

δ
 
 =  
 
 

 (45) 

แทนค่าความเคน้รวมลงในสมการของควอซช่ีสมการท่ี (38) – (40) ยกตวัอยา่ง เช่น นาํค่าความเคน้ตั้งฉาก และความ

เคน้เฉือนท่ีกระทาํในแนวแกน x  จากสมการท่ี (43) 

xx xxPπ τ= +  (46) 

yx yxπ τ=  (47) 

zx zxπ τ=  (48) 

แทนลงในสมการของควอซช่ีในแนว x  สมการท่ี (38) จะได ้

( ) ( ) yx zx
x x xx

D v g P
Dt x y z

t tρ ρ t
∂ ∂∂

= − + + + ∂ ∂ ∂ 
 (49) 

จดัรูปสมการท่ี (49) ใหม่จะได ้

( ) yxxx zx
x x

D Pv g
Dt x x y z

ttt ρ ρ
∂ ∂ ∂∂

= − − + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
 (50) 

ในทาํนองเดียวกนันาํค่าความเคน้ตั้งฉากและความเคน้เฉือนท่ีกระทาํในแนวแกน y  จากสมการท่ี (43) แทนลงใน

สมการของควอซช่ีในแกน y  [สมการท่ี (39)] และนาํค่าความเคน้ตั้งฉากและความเคน้เฉือนท่ีกระทาํในแนวแกน 

z  จากสมการท่ี (43) แทนลงในสมการของควอซช่ีในแกน z  [สมการท่ี (40)] จะได ้

( ) xy yy zy
y y

D Pv g
Dt y x y z

ttt 
ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂
= − − + + ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (51) 

และ 
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( ) yzxz zz
z z

D Pv g
Dt z x y z

tt tρ ρ
∂ ∂ ∂∂

= − − + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
 (52) 

เขียนสมการการเคล่ือนท่ี (50) – (52) ใหอ้ยูใ่นรูปเวคเตอร์-เทนเซอร์ ไดคื้อ 

( )D v P g
Dt

ρ t ρ = −∇ − ∇⋅ + 
  

 (53) 

โดยเวคเตอร์ความเร็วและเวคเตอร์เกรเดียนต์ในระบบแกนพิกัดฉากแสดงในสมการท่ี  (5) และ (6) ส่วน

โอเปอเรเตอร์อนุพนัธ์รวมแสดงในสมการท่ี (34) เม่ือแทนค่าอนุพนัธ์รวมลงในสมการท่ี (51) ทาํให้สมการการ

เคล่ือนในแนวแกน x  เขียนไดด้งัน้ี 

yxx x x x xx zx
x y z x

v v v v Pv v v g
t x y z x y z x

ttt ρ ρ
∂  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = − + + − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 (54) 

ในทาํนองเดียวกนัสมการการเคล่ือนในแนวแกน y  

y y y y xy yy zy
x y z y

v v v v Pv v v g
t x y z x y z y

ttt 
ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    ∂
+ + + = − + + − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 (55) 

และสมการการเคล่ือนในแนวแกน z  

yzxzz z z z zz
x y z z

v v v v Pv v v g
t x y z x y z z

tt tρ ρ
∂   ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = − + + − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 (56) 

ในการไหลท่ีไม่สามารถกดอดัได ้(incompressible) และมีอุณหภูมิคงท่ี (isothermal) ของไหลแบบนิวทรอเนียนจะมี

พฤติกรรมการไหลท่ีความเคน้เฉือนจะแปรผนัตรงกบัอตัราความเครียดเฉือนนัน่คือ 

γµτ −=  (57) 

เม่ือ µ  คือค่าความหนืดนิวทรอเนียน ซ่ึงเป็นค่าคงท่ีและ γ  คือเทนเซอร์อตัราการเปล่ียนแปลงรูปร่างเชิงมุมนิยาม

โดย 

( ) ( )Tvv 
 ∇+∇=γ  (58) 

ดงันั้นจากสมการท่ี (57) เทนเซอร์ความเคน้เสียดทาน τ  จะเขียนไดด้งัน้ี 

xx xy xz

yx yy yz

xz zy zz

τ τ τ
τ τ τ τ

τ τ τ

 
 

=  
 
 

2

2

2

yx x x z

y y yx z

yxz z z

vv v v v
x y x z x

v v vv v
x y y z y

vvv v v
x z y z z

µ µ µ

µ µ µ

µ µ µ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − − + − +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 ∂ ∂ ∂   ∂ ∂ = − + − − +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 

∂ ∂∂ ∂ ∂  − + − + −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

 (59) 

เม่ือแทนค่า 
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2 x
xx

v
x

τ µ ∂
= −

∂
 (60) 

y x
yx

v v
x y

τ µ
∂ ∂

= − + ∂ ∂ 
 (61) 

xz
zx

vv
x z

τ µ ∂∂ = − + ∂ ∂ 
 (62) 

ลงในสมการการเคล่ือนท่ี (equation of motion) ในแนว x  ในสมการท่ี (54) และใช้ความสัมพนัธ์ของสมการ

อนุรักษม์วลสาํหรับของไหลท่ีกดอดัไม่ไดใ้นสมการท่ี (10) จะได ้
2 2 2

2 2 2
x x x x x x x

x y z x
v v v v v v v Pv v v g
t x y z x y z x

ρ µ ρ
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = − + + − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 (63) 

ในทาํนองเดียวกนัในแนวแกน y  และ z  จะได ้
2 2 2

2 2 2
y y y y y y y

x y z y

v v v v v v v Pv v v g
t x y z x y z y

ρ µ ρ
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  ∂

+ + + = − + + − +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 (64) 

และ 
2 2 2

2 2 2
z z z z z z z

x y z z
v v v v v v v Pv v v g
t x y z x y z z

ρ µ ρ
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = − + + − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 (65) 

กาํหนดใหล้าปลาสโอเปอเรเตอร์ (Laplace operator) ในระบบแกนพิกดัฉากคือ 
2 2 2

2
2 2 2x y z

∂ ∂ ∂
∇ = ∇⋅∇ = + +

∂ ∂ ∂

 
 (66) 

ดงันั้นเขียนสมการท่ี (63) - (65) ในรูปเวคเตอร์ไดว้า่ 

2Dv P g v
Dt

ρ ρ µ= −∇ + − ∇
   

 (67) 

เราเรียกสมการท่ี (67) วา่สมการนาเวียร์-สโตก (Navier-Stokes equation) ซ่ึงใชแ้กปั้ญหาการไหลสาํหรับของไหล

ชนิดนิวทรอเนียนโดยมีสมการควบคุมสาํหรับของไหลท่ีอดัตวัไม่ไดใ้นระบบแกนพิกดัฉากคือสมการอนุรักษม์วล 1 

สมการ [สมการท่ี (10)] และมีสมการนาเวียร์-สโตกในแนวแกน x , แนวแกน y , และแนวแกน z  อีก 3 สมการ 

[(63) - (65)] ส่วนตวัแปรทั้ง 4 ตวัท่ีเป็นสมการคาํตอบคือ xv , yv , zv  และ P   

กฎอนุรักษ์พลงังาน 

พิจารณากลุ่มอนุภาคของไหลปริมาตรควบคุมขนาดเล็ก ๆ Δ Δ Δx y z  ท่ีมีของไหลไหลผ่านดว้ยความเร็ว 

xv ในแนวแกน x , yv ในแนวแกน y  และ zv  ในแนวแกน z  ตามลาํดบั (ดูรูปท่ี 9) ในกรณีท่ีปริมาตรควบคุมน้ี

ไม่มีการเคล่ือนไหวใด  ๆ   ท่ีก่อใหเ้กิดการเปล่ียนแปลงพลงังานจลน์    และพลงังานศกัย ์ดงันั้นจากกฎขอ้ท่ี  1   ของ 
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เทอร์โมไดนามิกส์ ท่ีกล่าวไวว้า่อตัราการเปล่ียนแปลงของพลงังานในปริมาตรควบคุมจะมีค่าเท่ากบัผลรวมของการ

ถ่ายเทความร้อนเน่ืองจากการนําความร้อนผ่านพ้ืนผิวของปริมาตรควบคุม บวกกับความร้อนท่ีเกิดจากงานท่ี

เน่ืองมาจากการเสียดสีกนัเองของโมเลกลุของของไหล (viscous dissipation) ภายในปริมาตรควบคุม โดยความร้อน

ท่ีไหลเขา้ปริมาตรควบคุมมีค่าเป็นบวก (+) และปริมาณความร้อนท่ีไหลออกจากปริมาตรควบคุมมีค่าเป็นลบ (-) 

ดงันั้น (ดูหวัขอ้ 5.1.4 ของ Osswald & Hernandez-Ortiz, 2006) 

 

(x, y, z)

(x+∆x , y+∆y, z+∆z)

∆x 
∆y 

∆z 

qxx qxx+∆x

x 

y

z

qzz

qzz+∆z

qyy+∆y

qyy

 
 

รูปที ่9. แสดงการถ่ายเทความร้อนของกลุ่มอนุภาคของไหลผา่นปริมาตรควบคุมขนาดเลก็ ๆ Δ Δ Δx y z   

 

( )p x xx x x

DTc x y z q q y z
Dt

ρ
+D

DDD   = − DD   

 ( ) ( )ΔΔ
Δ Δ Δ Δ Δ Δ Δy y z zz z zy y y

q q x z q q x y x y z
++

+ − + − +Φ  (68) 

โดยค่าความจุความร้อนท่ีความดนัคงท่ี (heat capacity) pc อาจจะข้ึนอยู่กบัอุณหภูมิ โอเปอเรเตอร์ 
( )D

Dt
⋅

 เป็น

อนุพนัธ์รวมถูกนิยามไวใ้นสมการท่ี (34) xq  เป็นการนาํความร้อนในแนวแกน x ผ่านหนา้ตดั Δ Δy z  ในขณะท่ี 

yq  เป็นการนาํความร้อนในแนวแกน y ผา่นหนา้ตดั Δ Δx z   และ zq  เป็นการนาํความร้อนในแนวแกน z ผ่านหนา้

ตดั Δ Δx y  ตามลาํดบั Φ  เป็นอตัราการเกิดความร้อนต่อหน่วยปริมาตรท่ีเกิดจากการเสียดสีกนัเองของโมเลกลุของ

ของไหล (viscous dissipation) หารตลอดสมการท่ี (68) ดว้ย Δ Δ Δx y z  แลว้ใส่ลิมิตให้ปริมาตรควบคุมเล็กลงจน

เขา้ใกลศู้นย ์

0
lim

y yx x z zy y yx x x z z z
pV

q qq q q qDTc
Dt x y z

ρ +D+D +D

D →

 −− − = − − − +Φ DDD    
 (69) 
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จะไดรู้ปสมการอนุพนัธ์ทัว่ไปของกฎการอนุรักษพ์ลงังาน (conservation of energy) ในระบบแกนพิกดัฉากสาํหรับ

ของไหลท่ีไม่มีปฎิกิริยาเคมีใด ๆ 

yx z
p

qq qDTc
Dt x y z

ρ
∂∂ ∂

= − − − +Φ
∂ ∂ ∂

 (70) 

โดยกฎการนาํความร้อนของฟริูเยร์ (Fourier’s law of heat conduction) ในระบบแกนพิกดัฉากคือ 

x x
Tq k
x

∂
= −

∂
, y y

Tq k
y

∂
= −

∂
, z z

Tq k
z

∂
= −

∂
 (71), (72),(73) 

โดย xk , yk  และ zk  เป็นค่าการนาํความร้อน (thermal conductivity) ในแนวแกน x, y และ z ตามลาํดบั และใน

กรณีท่ีของไหลมีความเป็นเน้ือเดียวกนั (homogeneous) ค่าการนาํความร้อนจะมีค่าคงท่ีโดย x y zk k k k= = =  

สมการอนุรักษพ์ลงังาน (70) สามารถเขียนไดด้งัน้ี 
2 2 2

2 2 2p
DT T T Tc k
Dt x y z

ρ
 ∂ ∂ ∂

= + − +Φ ∂ ∂ ∂ 
 (74) 

สมการท่ี (74) เขียนในรูปสมการเวคเตอร์จะได ้(Bird et al., 1960 และ Bird et al., 1987) 

2
p

DTc k T
Dt

ρ = ∇ +Φ  (75) 

โดย 2∇  คือลาปราสโอเปอเรเตอร์ (Laplace operator) แสดงในสมการท่ี (66) โดยสมการอนุรักษพ์ลงังานในระบบ

แกนพิกดัฉาก แกนทรงกระบอก และแกนทรงกลมถูกแสดงไวใ้นตารางท่ี 10.2.2-3 ใน Bird et al., 1960 หรือใน

หวัขอ้ B.9 ใน Bird et al., 2002 และกฎการนาํความร้อนของฟูริเยร์ ท่ีเขียนอยูใ่นระบบแกนต่าง ๆ แสดงในตารางท่ี 

10.2.1 ใน Bird et al., 1960 หรือในหัวขอ้ B.2 ใน Bird et al., 2002 และอตัราการเกิดความร้อนต่อหน่วยปริมาตรท่ี

เกิดจากการเสียดสีกนัเองของโมเลกลุของของไหล (viscous dissipation) สามารถเขียนอยูใ่นระบบแกนพิกดัฉากคือ 

(Denn, 2008) 

( )1 :
2
τ γΦ = −  y yx xz

xx yy zz xy

v vv vv
x y z y x

τ τ τ τ
∂ ∂ ∂ ∂∂

= − − − − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 

 yx z z
xz yz

vv v v
z x z y

τ τ
∂ ∂ ∂ ∂ − + − +  ∂ ∂ ∂ ∂   

 (76) 

อตัราการเกิดความร้อนต่อหน่วยปริมาตรท่ีเกิดจากการเสียดสีกนัเองของโมเลกุลของของไหลหาไดจ้ากสมการท่ี 

(76) สามารถเขียนอยูใ่นรูปสมการเวคเตอร์ไดคื้อ 

( )1 :
2
τ γΦ = −   (77) 

โดยเทนเซอร์อตัราความเครียด γ  ถูกนิยามไวใ้นสมการท่ี (58) และเทนเซอร์ความเคน้เสียดทานของของไหลนิว-

ทรอเนียนถูกนิยามไวใ้นสมการท่ี (59) โดยสมการท่ี (77) สามารถเขียนในรูปอินเด็กซ์ไดด้งัน้ี 
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3 3

1 1

1
2 ij ji

i j
τ γ

= =

Φ = − ∑∑   (78) 

ถา้เป็นของไหลอดัตวัไม่ไดช้นิดนิวทรอเนียนอตัราการเกิดความร้อนต่อหน่วยปริมาตรท่ีเกิดจากการเสียดสีกนัเอง

ของโมเลกลุของของไหลสามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปของเทนเซอร์อตัราเครียดดบัเบิลดอทกบัตวัมนัเอง ดงันั้น 

( : )
2
µ γ γΦ =    (79) 

และเขียนอยูใ่นรูปอินเด็กซ์ไดคื้อ 
3 3

1 1
( )

2 ij ji
i j

µ γ γ
= =

Φ = ∑∑    (80) 

โดยอตัราการเกิดความร้อนต่อหน่วยปริมาตรท่ีเกิดจากการเสียดสีกนัเองของโมเลกุลของของไหล Φ  (viscous 

dissipation) ในพิกดัทรงกระบอกและพิกดัทรงกลมถูกแสดงไวใ้นตารางท่ี 3.4.8 ใน Bird et al., 1960 หรือในหัวขอ้ 

B7 ใน Bird et al., 2002 

 

บทสรุป 

ดว้ยมุมมองทางกลศาสตร์ความต่อเน่ือง (continuum mechanics) การไดม้าของกฎการอนุรักษต่์าง ๆ จึง

ตอ้งเร่ิมจากการพิจารณากอ้นของไหลท่ีถูกพดัพาไปในระบบแกนและมีการไหลผ่านปริมาตรควบคุม (control 

volume) ท่ีเวลา 0t  ใด ๆ โดยในท่ีน้ีแมว้า่เราจะใชร้ะบบแกนพิกดัฉากเป็นพิกดัอา้งอิงในการอธิบายสมการกฎการ

อนุรักษข์องไหลเน่ืองจากเป็นระบบแกนท่ีเขา้ใจไดง่้าย (intuitive) แต่อยา่งไรก็ตามสมการกฎการอนุรักษท์ั้งหมดได้

ถูกเขียนใหอ้ยูใ่นรูปสมการเวคเตอร์ ซ่ึงไม่ข้ึนอยูก่บัระบบแกนพิกดัใด ๆ  และสามารถนาํไปประยกุตใ์ชง้านไดใ้นทุก

ระบบแกนข้ึนอยูก่บัรูปทรงของช่องทางไหล (flow channel) 

โดยสรุปแลว้สมการกฎการอนุรักษ์มวลกล่าวว่าอตัราการเปล่ียนแปลงของมวลในปริมาตรควบคุมมีค่า

เท่ากับอตัราของมวลท่ีไหลเขา้ปริมาตรควบคุมลบด้วยอตัราของมวลท่ีไหลออกจากปริมาตรควบคุมทาํให้เรา

สามารถเขียนสมการอนุรัษม์วลไดใ้นสมการท่ี (4) ในทาํนองเดียวกนัจากกฎขอ้ท่ี 2 ของนิวตนัท่ีวา่ผลรวมของแรง 

F∑


 ท่ีกระทาํกบัปริมาตรควบคุมของกลุ่มอนุภาคของไหลท่ีมีมวล mδ  ให้เคล่ือนท่ี ณ ช่วงเวลา 0t  ใด ๆ จะ

แปรผนัตรงกบัความเร่งทาํให้เราสามารถสรุปกฎการอนุรักษ์โมเมนตมัออกมาเป็นสมการท่ี (53) ซ่ึงเป็นสมการ

เวคเตอร์ท่ีไม่เป็นเชิงเส้น โดยเทอมท่ีทาํให้สมการน้ีไม่เป็นเชิงเส้นคือเทอมทางซ้ายมือของสมการท่ี (53) นั่นเอง 

ทา้ยสุดกฎการอนุรักษ์พลงังานได้จากกฎขอ้ท่ี 1 ของเทอร์โมไดนามิกส์ ท่ีกล่าวไวว้่าอตัราการเปล่ียนแปลงของ

พลงังานในปริมาตรควบคุมจะมีค่าเท่ากบัผลรวมของการถ่ายเทความร้อนเน่ืองจากการนาํความร้อนผ่านพ้ืนผิวของ

ปริมาตรควบคุม บวกกบัความร้อนท่ีเกิดจากงานท่ีเน่ืองมาจากการเสียดสีกนัเองของโมเลกุลของของไหล (viscous 

dissipation) ภายในปริมาตรควบคุม ทาํใหเ้ราสามารถสรุปออกมาเป็นสมการอนุรักษพ์ลงังานได ้[ดูสมการท่ี (75)] 
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