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¿Ñ««Õà«µ - µÍ¹·Õè 2 : ¡ÒÃ¡ÃÐ·Óº¹
¿Ñ««Õà«µáÅÐ¤ÇÒÁÊÑÁ¾Ñ¹¸‹áºº¿Ñ««Õ

บทคดัยอ
บทความตอนท่ี 1 ไดนิยามความหมายของฟซซีเซตและ

ฟงก ชันระดับความเปนสมาชิกของฟซซี เซตแบบตางๆ
สําหรับบทความน้ีกลาวถึงการกระทําบนฟซซีเซต รวมท้ัง
ความสัมพันธแบบฟซซี โดยแตละนิยามมีการเปรียบเทียบ
กับลักษณะการกระทําบนเซตแบบดั้ งเดิม พรอมตัวอยาง
ประกอบเพ่ือความงายในการทําความเขาใจ

คําสาํคญั : ฟซซีเซต ฟงกชันระดบัความเปนสมาชิก การกระทํา
บนฟซซีเซต คุณสมบัติของฟซซีเซต พีชคณิตแบบฟซซี

1.  การกระทําบนฟซซีเซต (Operations of Fuzzy Sets)
ในบทความตอนท่ี 1 [11] ไดนิยามความหมายของฟซซีเซต

วา ( )( ){ }X|, ∈= xxxA Aµ  โดยท่ี X คอืเซตเอกภพสัมพัทธ
และ A เปนเซตท่ีสมาชิกมีคุณสมบัติสอดคลองตามเงื่อนไข
ท้ังหมดหรือสอดคลองบางสวน พรอมกับระบุคาระดับความ
เปนสมาชิกกํากบัสมาชิกแตละคาไวดวย โดย ( ) [ ]1,0∈xAµ

ตัวอยางที ่ 1 กําหนดให X = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
ถาฟซซีเซต A ถูกนิยามเปน  A = {x | x คือจํานวนเต็ม
บวกท่ีมีคาใกลเคียง 5, X∈x }  อาจเขยีนบรรยายเซตน้ีเปน

สุพจน  นิตยสุวัฒน*

* ผูชวยศาสตราจารย ระดับ 8 ภาควิชาคอมพิวเตอรศึกษา คณะครุศาสตรอุตสาหกรรม  และ รองคณบดีฝายวิชาการ คณะเทคโนโลยีสารสนเทศ สจพ.
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ซ่ึงเปนการเขียนแบบ Zadeh’s Notation โดยท่ีคาท่ีอยู
ดานบนของขีดแนวระดับแสดงระดับความเปนสมาชิกของ
สมาชิกท่ีสมนัยกนัดานลาง (มิใชการเขียนแบบเศษสวน) และ
+ แทนการกระทําแบบ Aggregation (เปนการรวบรวม
มิใชการบวกในพีชคณิตท่ีเราคุนเคย) ฟงกชันระดับความเปน
สมาชิกของสมาชิก x ในฟซซ่ีเซต A แสดงไวดงักราฟในภาพท่ี
1 อยางไรก็ตามฟงกชันระดับความเปนสมาชิกของฟซซีเซต
มีลักษณะท่ี ผูกติดกับเน้ือหาท่ีเรากําลังพิจารณาในแตละ

การนิยามของฟซซีเซต (Context-dependent definition) [2]

ภาพท่ี 1   กราฟแสดงฟงกชันระดับความเปนสมาชิกของ
สมาชิก x ในฟซซีเซต A

ตัวอยางที่  2 กําหนดให เอกภพสัมพัทธ  X={x | x
เปนจํานวนจริงท่ีมีคาตั้งแต 0 ถึง 10} ถาใหฟซซีเซต A
เปนเซตของจํานวนจริงท่ีมีคาอยูในชวงประมาณ 5 ถึง 8
และฟซซีเซต B เปนเซตของจาํนวนจริงท่ีมีคาประมาณ 4 โดย
มีฟงกชันระดับความเปนสมาชิกดงัภาพท่ี 2 และ 3 ตามลาํดบั

ภาพท่ี 2   กราฟแสดงฟงกชันระดับความเปนสมาชิกของ
ฟซซีเซต A

ภาพท่ี 3   กราฟแสดงฟงกชันระดับความเปนสมาชิกของ
ฟซซีเซต B

สําหรับเซตแบบดั้งเดิมน้ันมีการกระทําพ้ืนฐานท่ีเปนท่ี
ทราบกันโดยท่ัวไปเชน Union, Intersection, Complement
และอ่ืน ๆ  ในกรณีฟซซีเซตกมี็นิยามการกระทําเหลาน้ีเชนกัน

)(xAµ

)(xBµ
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และเรียกวา “Standard fuzzy operations” ดังรายละเอียด
ตอไปน้ี

ใหฟซซีเซต A และ B นิยามบนเซตเอกภพสัมพัทธ X
และมีฟงก ชันระดับความเปนสมาชิกเปน )(xAµ  และ

)(xBµ  ตามลําดับ โดยท่ี [ ]1,0)(),( ∈xx BA µµ

นิยาม 1 (Containment หรือ Subset) [1] ฟซซีเซต B
ถูกบรรจุอยูในฟซซีเซต A หรือกลาวไดวาฟซซีเซต B เปน
subset ของฟซซีเซต A หรือฟซซีเซต B เล็กกวาหรือเทากับ
ฟซซีเซต A หรือแทนดวย AB ⊆ กต็อเม่ือ )()( xx AB µµ ≤

สําหรับทุก ๆ คาของ x [1]
ถาใหฟซซีเซต A เปนเซตของจํานวนจริงท่ีมีคาอยูในชวง

ประมาณ 5 ถึง 8 และฟซซีเซต B เปนเซตของจํานวนจริง
ท่ีมีคาประมาณ 6 สามารถแสดงใหเห็นการกระทําน้ีไดดวย
ภาพท่ี 4

ภาพท่ี 4   กราฟแสดงฟงกชันระดับความเปนสมาชิกของ
ฟซซีเซต B ซ่ึงเปน subset ของฟซซีเซต A

นิยาม 3  Archimedean t-norm คือ t-norm ซ่ึงสอดคลองกับ
คุณสมบัต ิT(x,x) < x สําหรับทุกๆ คาของ ]1,0[∈x  [3]

นิยาม 4  T เปน T-norm ใด ๆ  ท่ีตอเน่ืองและเปน Archimedean
กต็อเม่ือสามารถเขยีนใหอยูในรูปของ T(x, y) = g(f(x), f(y))
โดยท่ี ก)  f เปนฟงกชันแบบ continuous strictly decreasing
จาก [0, 1] ถึง ],0[ ∞=ℜ+  ซ่ึง f(1) = 0 และ ข) g เปนฟงกชัน
ตอเน่ืองจาก +ℜ ไปบน (onto) [0, 1] โดยท่ี g(x) = f-1(x)
บนชวง [0, f(0)] และ g(x) = 0 สําหรับ x ≥g(0)

นิยาม 5  (T-conorm) สําหรับการกระทํา ]1,0[]1,0[]1,0[:* →×T

แลว *T เปน T-conorm (หรือ S-norm) ก็ตอเม่ื อ  *T มี
คุณสมบัติดังตอไปน้ี (สําหรับ x, y, z, u ]1,0[∈  และในท่ีน้ี
เขียนในรูปแบบของ S-norm) [3]
1) S(1,1) = 1; S(x,0) = S(0,x) = x (boundary)

2) S(x,y) <= S(z,u) if x <= z and y <= u (monotonicity)

3) S(x,y) = S(y,x) (commutativity)

4) S(x,S(y,z)) = S(S(x,y),z) (associativity)

5) yxyxyxS ∨== ),max(),(max (maximum)

6) Sas(x,y) = x+y-xy (algebraic product)

7) )(1),( yxyxSbs +∧= (bounded product)

8)







=

1
y
x

),( yxSds

โดยท่ี ∨  และ ∧  เปน maximum operator และ minimum
operator ตามลําดับ สามารถใชสัญลักษณ ∗~ และ +~  แทน
T-norm และ T-conorm ตามลําดับ

นิยาม 6  (Union หรือ Disjunction) ใหฟซซีเซต C เปนผล
ของการกระทํา Union ระหวางฟซซีเซต A และฟซซีเซต B
ซ่ึงแทนดวย BAC ∪=  โดยท่ี

     )()())(),(max()( xxxxx BABAC µµµµµ ∨==

สําหรับทุก ๆ คาของ x [4]

ถา y = 0
ถา x = 0                        (drastic sum)

ถา x,y > 0นิยาม  2  (T-norm) [3] สําหรับการกระทํา ]1,0[]1,0[]1,0[: →×T
แลว T เปน Triangular-norm (T-norm) กต็อเม่ือ T มีคณุสมบตัิ
ดังตอไปน้ี (สําหรับ x, y, z, u ]1,0[∈ )
1) T(0,0) = 0; T(x,1) = T(1,x) = x (boundary)

2) T(x,y) <= T(z,u) if x <= z and y <= u (monotonicity)

3) T(x,y) = T(y,x) (commutativity)

4) T(x,T(y,z)) = T(T(x,y),z) (associativity)

5) yxyxyxT ∧== ),min(),(min (minimum)

6) Tap(x,y) = xy (algebraic product)

7) )1(0),( −+∨= yxyxTbp (bounded product)

8)







=

0
y
x

),( yxTdp

ถา y = 0
ถา x = 0        (drastic product)

ถา x,y < 1
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ตัวอยางที่  3 กําหนดให เอกภพสัมพัทธ  X={x | x
เปนบานเดี่ยวท่ีมีหองนอนตั้งแต 1 ถึง 10 หอง} = {H1, H2,
H3, H4, H5, H6, H7, H8, H9, H10} ถาใหฟซซีเซต A
เปนเซตของบานเดี่ยวขนาดกระทัดรัด (สําหรับสมาชิก 4 คน)
น่ันคือ
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และฟซซีเซต B เปนเซตของบานเดี่ยวระดับคฤหาสน น่ันคือ
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จะได C = ฟซซีเซตของบานเดี่ยวขนาดกระทัดรัดหรือระดับ
คฤหาสน = BA ∪
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ตัวอยางที ่4 จากฟซซีเซตในตัวอยางท่ี 2 จะไดฟซซีเซต C
ซ่ึงเกิดจากการ Union ระหวางฟซซีเซต A และฟซซีเซต B
โดยมีฟงกชันระดับความเปนสมาชิกดังแสดงดวยเสนทึบใน
ภาพท่ี 5

ภาพท่ี 5   กราฟแสดงฟงกชันระดับความเปนสมาชิกของ
ฟซซีเซต C ซ่ึงเปนการกระทํา Union ของฟซซีเซต A และ B

อน่ึง Union ของฟซซ่ีเซตสามารถนิยามไดโดยใช T-
conorm โดยฟงกชันระดับความเปนสมาชิกของ BA ∪  คือ

)(~)())(),(()( xxxxSx BABAC µµµµµ +==

นิยาม 7 (Intersection หรือ conjunction) ใหฟซซีเซต C
เปนผลของการกระทํา Intersection ระหวางฟซซีเซต A
และฟซซีเซต B ซ่ึงแทนดวย BAC ∩=  โดยท่ี

)()())(),(min()( xxxxx BABAC µµµµµ ∧==

สําหรับทุก ๆ  คาของ x [5,10]

ตัวอยางที ่5  จากโจทยของตัวอยางท่ี 3 จะได C = ฟซซีเซต
ของบานเดี่ยวขนาดกระทัดรัดและระดับคฤหาสน = BA ∩
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อน่ึง Intersection ของฟซซ่ีเซตสามารถนิยามไดโดยใช T-
norm โดยฟงกชันระดับความเปนสมาชิกของ BA ∩  คือ

)(*~)())(),(()( xxxxTx BABAC µµµµµ ==

ตัวอยางที ่ 6 จากโจทยของตัวอยางท่ี 2 จะไดฟซซีเซต C
ซ่ึงเกดิจากการ Intersection ระหวางฟซซีเซต A และฟซซีเซต
B โดยมีฟงกชันระดับความเปนสมาชิกดังแสดงดวยเสนทึบ
ในภาพท่ี 6

ภาพท่ี 6  ฟงกชันระดับความเปนสมาชิกของฟซซีเซต C
ซ่ึงเปน Intersection ของฟซซีเซต A และ B

นิยาม 8  (Complement หรือ negation)  [7] ให A  เปน
Complement ของฟซซีเซต A โดยท่ี )(1)( xx AA µµ −=

สําหรับทุก ๆ  คาของ x

ตัวอยางที่ 7  จากโจทยของตัวอยางท่ี 2 จะไดฟซซีเซต A
ซ่ึงเปน Complement ของฟซซีเซต A ซ่ึงมีฟงกชันระดบัความ
เปนสมาชิกแสดงดวยเสนประในภาพท่ี 7

A A

ภาพท่ี 7   กราฟแสดงฟงกชันระดับความเปนสมาชิกของ
ฟซซีเซต A (เสนทึบ) และ A (เสนประ)
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นิยาม 9  ฟซซีเซต A เทากับฟซซีเซต B ก็ตอเม่ือ
]8[X);()( ∈∀= xxx BA µµ

2.  คุณสมบัติของฟซซีเซต (Properties of Fuzzy Sets)
ฟซซีเซตมีคุณสมบัติสอดคลองตามคุณสมบัติของเซต

แบบดั้งเดิมเกอืบท้ังหมดยกเวนบางกรณ ีดังตอไปน้ี
ถา A และ B เปนฟซซีเซตบนเอกภพสัมพัทธ X โดยท่ี

φ  เปนเซตวาง [6]

1) Commutativity
ABBA ∪=∪  และ ABBA ∩=∩

2) Associativity
CBACBA ∪∪=∪∪ )()(
CBACBA ∩∩=∩∩ )()(

3) Distributivity
)()()( CABACBA ∪∩∪=∩∪

)()()( CABACBA ∩∪∩=∪∩

4) Idempotency
AAA =∪  และ AAA =∩

5) Identity
AA =∪φ  และ AA =∩ X

6) Transitivity
ถา BA ⊆  และ CB ⊆  แลว CA ⊆

7) De Morgan’s principles
BABA ∪=∩  และ BABA ∩=∪

8) Involution

AA =

อน่ึงคุณสมบัติท่ีฟซซีเซตใดท่ีไมสอดคลองกับคุณสมบัติ
ของเซตแบบดั้งเดิม คือ คุณสมบัต ิexcluded middle axioms
ท้ังน้ีเน่ืองจากฟซซีเซต 2 เซตสามารถเลื่อมทับ (Overlap) กนั
และกนัได [2,4,6,9]  ซ่ึงพบวา X≠∪ AA  และ φ≠∩ AA
สําหรับฟซซี เซต A สามารถแสดงให เห็นได โดยอาศั ย
โจทยของตัวอยางท่ี 7 เพ่ือแสดงผลของการกระทํา AA∪

(เสนประในภาพท่ี 8) และการกระทํา AA∩  (เสนประใน
ภาพท่ี 9)

ภาพท่ี 8  กราฟแสดงฟงกชันระดับความเปนสมาชิกของการ
กระทํา AA∪  (เสนประ)

ภาพท่ี 9  กราฟแสดงฟงกชันระดับความเปนสมาชิกของการ
กระทํา AA∩  (เสนประ)

3.  ความสัมพันธของฟซซี ่(Fuzzy Relations)
เซตแบบดั้ งเดิมนิยามความสัมพันธระหวางเซต 2 เซต

หรือมากกวาโดยเร่ิมจากการนิยามผลคูณ Cartesian ดังน้ี

นิยาม 10 (Cartesian product) [6] ถาให  A และ B
เปนเซตบนเอกภพสัมพัทธ X และ Y ตามลาํดบั จะไดผลคูณ
Cartesian เปน

},|),{( YyXxyxBA ∈∈=×

ซ่ึงเปนการสรางคูลําดับ (ordered pair) โดยท่ีทุกๆ สมาชิก
ในเซต A จะจับคูอยางสมบรูณ (completely) กับทุกๆ สมาชิก
ในเซต B

ตัวอยางที่  8 ให เอกภพสัมพัทธ  X เป นเซตของสี
และเอกภพสัมพัทธ Y เปนเซตของผลไมและเซต A และ B
นิยามไวดังน้ี
A = {g, y, r} โดย g แทนสีเขียว(green), y แทนสีเหลือง
(yellow) และ r แทนสีแดง(red)
B = {b, o, m} โดย b แทนกลวย, o แทนสม และ m
แทนมะมวง

ดังน้ันจะไดผลคูณ Cartesian ดงัน้ี
  AxB = {(g,b), (g,o), (g,m), (y,b), (y,o), (y,m), (r,b), (r,o), (r,m)}
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นิยาม 11 (Crisp relation) [6] ถาให A และ B เปนเซตบน
เอกภพสัมพัทธ X และ Y ตามลําดับ และ AxB เปนผลคูณ
Cartesian แลว xRy เปนความสัมพันธก็ตอเม่ือ R เปนเซต
ยอยของผลคูณ Cartesian น่ันคือ BAR ×⊆  และสามารถ
กําหนดคณุลกัษณะของสมาชิกใน R ดวยฟงกชัน characteristic





=
0
1

),( yxRχ
ถาสอดคลองคุณลักษณะท่ีกําหนด
ถาไมสอดคลองคุณลักษณะท่ีกําหนด

ตัวอยางที ่9 จากผลคูณ Cartesian ท่ีสรางขึ้นในตวัอยางท่ี 8
ความสัมพันธของเซตท้ัง 2 ท่ีกําหนดวาผลไมดิบมักมีสีเขียว
เปนดงัน้ี

)},(),,(),,{( mgogbgR =

และฟงกชัน characteristic มีลักษณะตารางตอไปน้ี

b o m

g 1 1 1

y 0 0 0

r 0 0 0

ในทํานองเดียวกันความสัมพันธบนฟซซีเซตก็สามารถ
นิยามไดจากผลคูณ Fuzzy Cartesian ดังน้ี

นิยาม 12 (Fuzzy Cartesian product) [2] ถาให A และ B
เปนฟซซีเซตบนเอกภพสัมพัทธ X และ Y ตามลําดับ

YX ×⊂× BA โดยท่ี ))(),(min(),( xxyx BABA µµµ =×

ตัวอยางที ่10 ใหเอกภพสัมพัทธ X เปนเซตของสีของผลไม
และเอกภพสัมพัทธ Y เปนเซตของระดับความสุกผลไม
และเซต A และ B นิยามไวดังน้ี

ถาให g แทนสีเขยีว, y แทนสีเหลอืง และ r แทนสีแดง จะได









++=
ryg

A 9.07.02.0

ถาให v แทนผลไมดิบ, h แทนผลไมหาม และ m แทน
ผลไมสุก จะได







 ++=

mhv
B 0.14.01.0

ดังน้ันจะไดผลคูณ Fuzzy Cartesian product ดังน้ี

ซ่ึงพบวาความสัมพันธฟซซีของฟซซีเซตผลไมสุกและฟซซี
เซตสีเปนดงัน้ี









++=
rmymgm

R
,
9.0

,
7.0

,
2.0

นิยาม 13 (Operations on Fuzzy relations) [2] ถาให R และ
S เปนความสัมพันธฟซซีบน Cartesian space YX ×  เรา
สามารถนิยามการกระทําบนความสัมพันธฟซซีดังน้ี

1) Union
( )),(),,(max),( yxyxyx SRSR µµµ =∪

2) Intersection
( )),(),,(min),( yxyxyx SRSR µµµ =∩

3) Complement
),(1),( yxyx RR µµ −=

4) Containment
),(),( yxyxSR SR µµ ≤⇒⊂

นิยาม 14  (Composition) [7] ถาให R และ S เปนความ
สัมพันธฟซซีบน Cartesian space YX ×  และ ZY ×
ตามลําดับ แลวเราสามารถนิยามการกระทํา Composition
ไดดงัน้ี

ZX×⊂= SRT o    โดยท่ี
)}},(),,(max{min{),( zyyxzx SRSR µµµ =o

ตัวอยางที ่11 ใหเอกภพสัมพัทธ X เปนเซตของสีของผลไม
เอกภพสัมพัทธ Y เปนเซตของระดับความสุกผลไม และ
เอกภพสัมพัทธ Z เปนเซตของ รสชาติ  ของผลไม  ความ
สัมพันธของสีและระดับความสุกเปนดังน้ี
















=×

9.04.01.0
7.04.01.0
2.02.01.0

BA

v h m

g

y

r

ความสัมพันธของระดับความสุกและรสชาติเปนดังน้ี
















=×⊂

0.12.00.0
4.00.13.0
0.05.00.1

YXR

v h m

g

y

r
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จะไดความสัมพันธของสีและรสชาติเปนดังน้ี
















=×⊂

0.17.00.0
3.00.17.0
0.02.00.1

ZYS

so tl sw
v

h

m
















=×⊂=

0.17.02.0
4.00.17.0
3.05.00.1

ZXSRT o

so tl sw

g

y

r

ถาในท่ีน้ี so แทนรสเปร้ียว, tl แทนจืด และ sw แทนรสหวาน

4.  บทสรุป
ฟซซีเซตเปนสวนเสริมเซตแบบดั้งเดิม ดังน้ันคุณสมบัติ

บางสวนของเซตแบบดั้งเดิมจึงถูกถายทอดมายังฟซซีเซต
อยางไรก็ตามคุณสมบัติบางประการไมมีในฟซซีเซต เชน
คุณสมบัติท่ีเรียกวา excluded middle axioms สําหรับการ
กระทําบนฟซซีเซตก็เชนเดียวกันกับการกระทําบนเซตแบบ
ดั้งเดิม ตางกันตรงท่ีเราจะตองจัดการกับฟงกชันระดับความ
เปนสมาชิกของฟซซีเซตท่ีถูกกระทําน้ันดวย และประเด็น
สุดทายของบทความน้ี คือนิยามของความสัมพันธฟซซี
(Fuzzy Relations) ของฟซซีเซตใดๆ
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