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บทคัดย่อ 
งานวิจัยนี้เป็นการสร้างสมการความสัมพันธ์ระหว่างค่าอัตราส่วนทางเรขาคณิตกับค่าความถี่ธรรมชาติของแผ่นวัสดุ

เชิงประกอบเรียงชั้นแบบ [0/90]s ที่มีขอบสามด้านรองรับแบบยึดแน่นและอีกหนึ่งด้านปล่อยอิสระ โดยการน าค่าความถี่
ธรรมชาติของแผ่นวัสดุเชิงประกอบตั้งแต่อัตราส่วนทางเรขาคณิต 1.0 : 1.0 ถึง 5.0 : 1.0 ที่ได้จากระเบียบวิธีการประมาณ       
มาสร้างสมการความสัมพันธ์ระหว่างค่าอัตราส่วนทางเรขาคณิตกับค่าความถี่ธรรมชาติโดยระเบียบวิธีวิเคราะห์แบบถดถอย    
ซึ่งพบว่าสมการโพลิโนเมียลอันดับ 7 สามารถท านายค่าความถี่ธรรมชาติได้โดยมีค่าความเคลื่อนจากระเบียบวิธีการประมาณ
น้อยกว่าร้อยละ 0.3 
ค าส าคัญ: ความถี่ธรรมชาติ; แผ่นวัสดุเชิงประกอบ; คันโทโรวิช; การถดถอย 
 

ABSTRACT 
     This research was to construct the relationship equation between the geometric ratios and the 
natural frequencies of [0/90]s laminated rectangular plates with three edges clamped and the other edge 
free. The natural frequencies with the geometric ratios from 1.00: 1.00 to 5.00: 1.00 of composite rectangular 
plate were obtained from the approximate method to create the relationship equation between the 
geometric ratios and the natural frequencies by the regression analysis method. The results showed that 
the natural frequencies can be predicted by the seventh order polynomial equation with a deviation from 
the approximate method of 0.3%. 
Keywords: Natural frequency; Composite plate; Kantorovich; Regression 
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1. บทน า 
   แผ่นบางรูปสี่เหลี่ยมเป็นลักษณะพื้นฐานที่พบได้ทั่วไป
ในงานทางด้านวิศวกรรม โดยแผ่นบางเมื่อมีการสั่นสะเทือน
จะเกิดความเสียหายอย่างมาก ถ้าความถี่ของภาระภายนอก
ที่มากระท ากับแผ่นบางตรงกับความถี่ธรรมชาติ (Natural 
frequency) ของแผ ่นบาง จ ึงท  าให ้การหาค ่าความถี่
ธรรมชาต ิของแผ ่นบางในงานทางด ้านว ิศวกรรมมี
ความส าคัญ โดยเฉพาะอย่างยิ ่งรูปร่างโหมดแบบดัดโค้ง 
(Bending mode shape) ที่ต้องพิจารณาเป็นอันดับต้น ๆ 
เนื่องด้วยเกิดขึ้นเป็นประจ าในโครงสร้างแผ่นบาง ในการหา
ค่าความถี่ธรรมชาติของแผ่นบางโดยระเบียบวิธีเชิงวิเคราะห์ 
(Analytical method) เพื่อให้ได้ผลเฉลยชัดแจ้ง (Explicit 
solution) จะท าได้ต่อเมื ่อขอบสองด้านตรงกันข้ามของ 
แผ่นบางมีการรองรับแบบอย่างง่าย (Simply supported) 
หากขอบของแผ่นบางมีการรองรับแบบอื่นอาจหาค่าความถี่
ธรรมชาติของแผ่นบางได้จากระเบียบวิธ ีการประมาณ 
(Approximation method) ซึ่งค่าความถี่ธรรมชาติที่ได้จาก
ระเบียบวิธีการประมาณจะไม่อยู ่ในรูปผลเฉลยชัดแจ้ง 
ท าให้ในทางปฏิบัติที ่มีการน าแผ่นบางมาใช้ที ่อัตราส่วน 
ทางเรขาคณิต (Geometric ratio) ต่างๆ ต้องท าการหา
ค่าความถี่ธรรมชาติจากระเบียบวิธีการประมาณใหม่ทุกครั้ง 
   ด้วยเหตุผลดังกล่าวข้างต้นจึงได้มีการน าค่าความถี่
ธรรมชาติของแผ่นบางท่ีท าจากวัสดุไอโซทรอปิค (Isotropic 
plate) ที่มีขอบหนึ่งด้านรองรับแบบยึดแน่นและอีกสามด้าน
ปล่อยอิสระ [1] ขอบสองด้านตรงกันข้ามรองรับแบบ
ยึดแน่นและอีกสองด้านปล่อยอิสระ [2] ขอบสี่ด้านรองรับ
แบบปล่อยอิสระ [3] ขอบสองด้านตรงกันข้ามรองรับแบบ
ปล่อยอิสระและขอบอีกสองด้านรองรับแบบยึดแน่นและ
แบบอย่างง่าย [4] มุมสี่มุมรองรับแบบยึดแน่น [5] ที่ได้จาก
ระเบียบวิธ ีการประมาณมาสร้างสมการความสัมพันธ์
ระหว่างค่าอัตราส่วนทางเรขาคณิตกับค่าความถี่ธรรมชาติ
โดยระเบียบวิธีวิเคราะห์แบบถดถอย (Regression analysis 
method) ท าให้สามารถท านายค่าความถี ่ธรรมชาต ิที่
อัตราส่วนทางเรขาคณิตต่าง ๆ ได้ ในทางปฏิบัติจึงมีความ
สะดวกมากขึ้นเมื่อเทียบกับการใช้วิธีการประมาณ 

   ป ัจจ ุบ ัน แผ ่นบางท ี ่ท  าจากว ัสด ุ เช ิ งประกอบ 
(Composite plate) ได้ถูกน ามาใช้ในงานทางด้านวิศวกรรม
อย่างแพร่หลาย เนื่องด้วยวัสดุเชิงประกอบมีความแข็งแรง
สูง น ้าหนักเบา ทนต่อการกัดกร่อน ทนต่อการสึกหรอ และ
สามารถออกแบบให้ได้คุณสมบัติตามที่ต้องการ แต่สมการ
ความสัมพันธ ์ระหว่างค ่าอ ัตราส ่วนทางเรขาคณิตกับ
ค่าความถี่ธรรมชาติของแผ่นบางที่ท าจากวัสดุเชิงประกอบ 
ยังจ ากัดอยู่ที ่แผ่นบางที่ท าจากวัสดุเชิงประกอบที่มีขอบ 
สี ่ด้านรองรับแบบยึดแน่น [6-7] ขอบสี ่ด้านรองรับแบบ 
อย่างง่าย [7] ซึ ่งในทางปฏิบัต ิแผ่นบางที ่ท าจากวัสดุ  
เชิงประกอบที ่ม ีขอบสามด้านรองรับแบบยึดแน่นและ 
อีกหนึ่งด้านปล่อยอิสระเป็นหนึ่งการรองรับที่ถูกน ามาใช้ 
ในงานทางด้านวิศวกรรม งานวิจัยนี้จึงมีความสนใจที่จะ
สร ้างสมการความสัมพ ันธ ์ระหว ่างค ่าอ ัตราส ่วนทาง
เรขาคณิตกับค่าความถี่ธรรมชาติของแผ่นบางที่ท าจากวัสดุ
เชิงประกอบที่มีขอบสามด้านรองรับแบบยึดแน่นและอีก
หนึ่งด้านปล่อยอิสระโดยระเบียบวิธีวิเคราะห์แบบถดถอย 
 

2. ทฤษฎี 
2.1 วัสดุเชิงประกอบ 
   วัสดุเชิงประกอบ (Composite material) คือ วัสดุที่
มีองค์ประกอบทางเคมีหรือโครงสร้างแตกต่างกันตั้งแต่  
สองชนิดขึ้นไปมาผสมกัน วัสดุเชิงประกอบจะประกอบด้วย
วัสดุที่ท าหน้าท่ีเป็นเนื้อหลักหรือเมทริกซ์ (Matrix) และวัสดุ
ที ่ท  าหน้าที ่เป็นเฟสเสริมแรง (Reinforced phase) [8] 
โดยเฟสเสริมแรงจะเป็นส่วนประกอบหลักในการรับภาระ 
(Load) ส่วนเมทริกซ์จะเป็นตัวกลางในการถ่ายเทภาระ
ระหว่างเฟสเสริมแรง และปกป้องเฟสเสริมแรงจากการ
สัมผัสกับสิ่งแวดล้อม [9] แผ่นวัสดุเชิงประกอบที ่มี เฟส
เสริมแรงเป็นเส้นใย ผลรวมของความเค้น (Stress) ที่เกิดขึ้น
ตลอดแนวความหนาของแผ่นวัสดุเชิงประกอบ สามารถ
ค านวณเป็นแรงล ัพธ ์ (Force resultants) 

xx
N , 

yy
N  

และ 
xy

N  และโมเมนต ์ล ัพธ ์  (Moment resultants) 

xx
M , 

yy
M  และ 

xy
M  ได้ดังสมการ (1) 
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  (1) 

โดยแรงลัพธ์และโมเมนต์ลัพธ์ที ่เก ิดขึ ้นในแผ่นวัสดุเชิง
ประกอบจะสัมพันธ์กับความเครียด (Strain) 

xx
 , 

yy
  

และ 
xy
  และความโค้ง (Curvature) 

xx
 , 

yy
  และ 

xy
  ของระนาบกึ่งกลางของแผ่นวัสดุเชิงประกอบ เมทริกซ์

ขนาด 6x6 ในสมการ (1) เร ียกว่า เมทริกซ์ ABD  ซึ่ง
ประกอบไปด้วยเมทริกซ์ย่อย 3 เมทริกซ์ ได้แก่ เมทริกซ์ A  
เมทริกซ์ B  และ เมทริกซ์ D  โดย 

ij
A , 

ij
B  และ 

ij
D  

ค ือ ความแข ็งเกร ็งย ืด (Extensional stiffness) ความ 
แข็งเกร็งเชื่อมต่อ (Coupling stiffness) และความแข็งเกร็ง
ดัด (Bending stiffness) ตามล าดับ [10] เมทริกซ์ ABD  
จะเป็นผลรวมของผลคูณของค่าสติฟเนสแบบลดรูปและ
แปลงรูป (Transformed and reduced stiffness) ( )

ij k
Q  

ก ับความหนาของช ั ้นลามินา 
1

( )
k k
z z

−
−  ช ั ้นท ี ่  k  

ดังสมการ (2) - (4) 

1
1

( ) ( )
n

ij ij k k k
k

A Q z z
−

=

= −        (2) 

2 2

1
1

1
( ) ( )

2

n

ij ij k k k
k

B Q z z
−

=

= −       (3) 

3 3

1
1

1
( ) ( )

3

n

ij ij k k k
k

D Q z z
−

=

= −       (4) 

ij
Q  จะสัมพันธ์กับคุณสมบัติของวัสดุ ลักษณะการวางตัว

ของเส้นใยเทียบกับแกนอ้างอิง ( )  และค่าสติฟเนสแบบ
ลดรูป (Reduced stiffness) 

ij
Q  ดังสมการ (5) 

4 2 2 4

11 11 12 66 22
2( 2 )Q Q m Q Q m n Q n= + + +  

4 4 2 2

12 12 11 22 66
( ) ( 4 )Q Q m n Q Q Q m n= + + + −  
4 2 2 4

22 11 12 66 22
2( 2 )Q Q n Q Q m n Q m= + + +  

3

16 11 12 66
( 2 )Q Q Q Q m n= − −  

            3

22 12 66
( 2 )Q Q Q mn− − −  

3

26 11 12 66
( 2 )Q Q Q Q mn= − −  

            3

22 12 66
( 2 )Q Q Q m n− − −  

2 2

66 11 22 12 66
( 2 2 )Q Q Q Q Q m n= + − −  

            4 4

66
( )Q m n+ +        (5) 

โดย m   คือ cos  

   n   คือ sin  

2.2 ระเบียบวิธีคันโตโรวิช [11] 
ระเบียบวิธีคันโตโรวิชเป็นหนึ ่งในระเบียบวิธีการ

ประมาณที่น ามาใช้ในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุันธ์
ย่อย (Partial differential equation) โดยจะท าการแปลง
สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยให้อยู่ในรูปสมการเชิงอนุพันธ์สามัญ 
(Ordinary differential equation)  ในท ิศทาง x  และ
ทิศทาง y  จากนั้นจะก าหนดผลเฉลยเริ่มต้นให้กับสมการ
เชิงอนุพันธ์สามัญ โดยผลเฉลยเริ ่มต้นไม่จ  าเป็นต้องมี 
ความสอดคล้องกับเงื่อนไขขอบ (Boundary conditions) 
เ น ื ่ อ ง จ ากจะมี ก ารค  านวณแบบท  า ซ  ้ า  ( Iteration 
calculation) ที ่จะท าให้ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์
สามัญมีความสอดคล้องกับเง่ือนไขขอบ 
   แผ่นวัสดุเชิงประกอบที่มีขอบสามด้านรองรับแบบ
ยึดแน่นและอีกหนึ ่งด้านปล่อยอิสระ (ร ูปที ่ 1) เมื ่อน า
หลักการพลังงานศักย์รวมต ่าสุด (Principle of minimum 
total potential energy) มาประยุกต์ใช้ สามารถเขียน
สมการได้เป็น 

2

1

2/2 2 2 2

11 122 2 2
0 /2

1
2

2

t ab

t a

w w w
D D

x x y


−

     
 +  
     

    

2
2 2 2

16 222 2
4

w w w
D D

x yx y

   
+ +      

 

2 2 2

26 662
4 4

w w w
D D

x y x yy

  
+ + 

    
 

/2

2

0 /2

1
( ) 0

2

ab

a

m w dxdy dt
−


− =


         (6) 

โดย a   คือ ความกว้างด้าน x  
   b   คือ ความกว้างด้าน y  
   w   คือ ระยะการแอ่น 
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y

x
2

a
−

2

a

b

0

   m   คือ มวลต่อพื้นที่ของแผ่นวัสดุเชิงประกอบ 
      คือ ความถี่วงกลมธรรมชาติ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1 การรองรับของแผ่นวัสดุเชิงประกอบ 
 
ก  า ห น ด ผ ล เ ฉ ล ย ส ม ก า ร  ( 6)  ใ ห ้ อ ย ู ่ ใ น รู ป 
( , ) ( ) ( )w x y X x Y y=  ซึ ่งเป็นผลคูณของฟังก์ชันใน

ทิศทาง x กับทิศทาง y จากนั้นแทนผลเฉลยในสมการ (6) 

2

1

2/2 2 2 2

11 122 2 2
0 /2

1
2

2

t ab

t a

X X Y
D Y D XY

x x y


−

       +        

  

2 2
2

22 662
4

Y X Y
D X D

x yy

     
+ +         

 

2 2

16 262 2
4

X Y X Y
D Y D X dxdy

x yx y

     
+ +           

/2

2 2 2

0 /2

1
0

2

ab

a

mX Y dxdy dt
−


− =


            (7) 

พิจารณา ( )X x  สามารถเขียนสมการ (7) ได้เป็น 

2

1

2
2

1 11 2 12 2
0

1
2

2

t b

x x
t

Y
S D Y S D Y

y


  
+ 

 
   

2 2
2

3 22 4 662
4

x x

Y Y
S D S D

yy

    
+ +        

 

2

5 16 6 26 2
4 4

x x

Y Y Y
S D Y S D dy

y y y

  
+ + 

   
 

2 2

3

0

1
0

2

b

x
S mY dxdy dt


− =


       (8) 

โดย 
2

22

1 2

2

a

x
a

X
S dx

x
−

 
=    
 , 

22

2 2

2

a

x
a

X
S X dx

x
−


=


  

   
2

2

3

2

a

x
a

S X dx

−

=  , 
2

2

4

2

a

x
a

X
S dx

x
−

 
=  

 
  

   
22

5 2

2

a

x
a

X X
S dx

x x
−

 
=

 
 , 

2

6

2

a

x
a

X
S X dx

x
−

 
=  

 
  

ใช ้ระเบ ียบว ิธ ีแปรผ ัน (Variation method)  และการ
อินทิเกรตแยกส่วน (Integration by part) สามารถเขียน
สมการก าก ับ (Governing equation) ในทิศทาง y ได้ 
ดังสมการ (9) 

4 2

1 24 2
0

d Y d Y
B B Y

dy dy
+ + =        (9) 

โดย 2 12 4 66

1

3 22

2 4
x x

x

S D S D
B

S D

−
=  

   
2

1 11 3

2

3 22

x x

x

S D S m
B

S D

−
=  

ผลเฉลยสมการ (9) สามารถเขียนได้เป็น 

1 1 2 1
( ) sin( ) cos( )

y y
Y y C q y C q y= +  

      
3 2 4 2
sinh( ) cosh( )

y y
C q y C q y+ +  (10) 

โดย
1
q และ

2
q คือ ตัวแปรความถี่ในทิศทาง y ดังสมการ 

(11) และ (12) 

2 2 2 12 4 66

1 2

3 22

2 4
x x

x

S D S D
q q

S D

−
− =      (11) 

2

2 2 3 1 11

1 2

3 22

x x

x

S m S D
q q

S D

 −
=         (12) 

แทนเงื ่อนไขขอบแบบยึดแน่นและปล่อยอิสระในสมการ 
(10) ท าให้ได้ปัญหาค่าเจาะจง (Eigenvalue problem) 
ในทิศทาง y  ดังสมการ (13) 

1 1 2 2 2 2 1 1 1 2
( )sin( )sinh( )q k k q k q k q q b q b− − + −  

  
2 1 1 2 1 2

( )cos( )cosh( ) 0k q k q q b q b− + =   (13) 
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โดย 
3

3 22 1 2 12 4 66 1

1 3

3 22 2 2 12 4 66 2

( 4 )

( 4 )

x x x

x x x

S D q S D S D q
k

S D q S D S D q

− −
=

+ −
 

   
2

3 22 1 2 12

2 2

3 22 2 2 12

x x

x x

S D q S D
k

S D q S D

− +
=

+
 

ในท านองเดียวกัน เมื ่อพิจารณา ( )Y y  ในสมการ (7) 
สามารถเขียนสมการก ากับในทิศทาง x  ได้ดังสมการ (14) 

4 2

1 24 2
0

d X d X
A A X

dx dx
+ + =      (14) 

โดย 2 12 4 66

1

3 11

2 4
y y

y

S D S D
A

S D

−
=  

 
2

1 22 3

2
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y y
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−
=  

   
2

2
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0

b

y

Y
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y

 
=    
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2

2 2
0

b
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Y
S Y dy

y


=


  

   2

3

0

b

y
S Y dy=  , 

2

4

0

b

y

Y
S dy

y

 
=  

 
  

   
2

5 2
0

b

y

Y Y
S dy

y y

 
=

 
 , 

6

0

b

y

Y
S Y dy

y


=

  

ผลเฉลยสมการ (14) สามารถเขียนได้เป็น 

1 1 2 2
( ) cos( ) cosh( )

x x
X x C p x C p x= +   (15) 

โดย 
1
p  และ 

2
p   ค ือ ต ัวแปรความถ ี ่ ในท ิศทาง x  

ดังสมการ (16) และ (17) 

2 12 4 662 2

1 2

3 11

2 4
y y

y

S D S D
p p

S D

−
− =      (16) 

2

3 1 222 2

1 2

3 11

y y

y

S m S D
p p

S D

 −
=       (17) 

แทนเงื่อนไขขอบแบบยึดแน่นในสมการ (15) ท าให้ได้ปัญหา
ค่าเจาะจงในทิศทาง x  ดังสมการ (18) 

2 1
2 1
tanh tan 0

2 2

p a p a
p p

   
+ =      

   
    (18) 

 

 

2.3 ระเบียบวิธีวิเคราะห์แบบถดถอย [12] 
   วิธีการทางสถิติอย่างระเบียบวิธีวิเคราะห์แบบถดถอย
จะถูกน ามาใช้หาความสัมพันธ ์ระหว่างต ัวแปรอิสระ 
(Independent variable) กับตัวแปรตาม (Dependent 
variable) โดยตัวแปรอิสระจะเป็นตวัแปรที่ทราบค่า ส่วนตัว
แปรตามจะเป็นตัวแปรที่ไม่ทราบค่า ในการหาความสัมพันธ์
ระหว่างค่าอัตราส่วนทางเรขาคณิตกับค่าความถี่ธรรมชาติ 
ค ่าอ ัตราส่วนทางเรขาคณิตจะเป็นตัวแปรอิสระ ส ่วน
ค่าความถี่ธรรมชาติจะเป็นตัวแปรตาม โดยจะเขียนสมการ
ความสัมพันธ์อยู ่ในรูปสมการโพลิโนเมียลอันดับที ่ n  
ดังแสดงในสมการ (19) 

2

0 1 2
... n

i i i n i
f a a r a r a r= + + + +      (19) 

โดย 
i
f   คือ ค่าความถี่ธรรมชาติ 

   
i
r   คือ อัตราส่วนทางเรขาคณิต 

   
i
a   คือ ค่าคงตัว 

ผลรวมความแตกต่างระหว่างค่าความถี่ธรรมชาติและค่า
สังเกตของค่าความถี่ธรรมชาติสามารถเขียนได้ดังสมการ 
(20) 

2

1

ˆ( )
n

i i
i

S f f
=

= −          (20) 

โดย S   คือ ผลรวมความแตกต่าง 

   ˆ
i
f   คือ ค่าสังเกตของค่าความถี่ธรรมชาติ 

ค่าคงตัวในสมการ (19) จะท าให้ผลรวมความแตกต่าง 
มีค่าน้อยที ่ส ุด ซึ ่งหมายความว่าการหาอนุพันธ์ผลรวม 
ความแตกต่างเทียบกับค่าคงตัวจะมีค่าเท่ากับศูนย์ 

0
i

S

a


=


 

ซึ่งจะท าให้ได้ระบบสมการเชิงเส้น 
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   

    

    



 

 

เมื่อแก้ระบบสมการเชิงเส้นจะท าให้ได้ค่าคงตัว ส่วนอันดับ
ของสมการโพลิโนเมียลจะพิจารณาอันดับที่มีค่าน้อยเพื่อ
ความสะดวกในการน าไปใช้งาน แต่ต้องมีค่าสัมประสิทธ์ิการ
ตัดสินใจที่ใกล้เคียงกับหนึ่งเพื่อความถูกต้องแม่นย าในการ
ท านายค่าความถี่ธรรมชาติ โดยค่าสัมประสิทธิ์การตัดสินใจ
สามารถหาได้จากสมการ (21) 

2

2 1

2

1

ˆ( )

( )

n

i
i

n

i
i

f f

r

f f

=

=

−

=

−




                 (21) 

โดย 2r   คือ ค่าสัมประสิทธ์ิการตัดสินใจ 
   f   คือ ค่าความถี่ธรรมชาติเฉลี่ย 
 

3. วิธีการศึกษา 
   ในการสร้างสมการความสัมพันธ์ระหว่างค่าอัตราส่วน
ทางเรขาคณิตก ับค ่าความถ ี ่ธรรมชาต ิของแผ ่นว ัสดุ  
เชิงประกอบที ่ม ีขอบสามด้านรองรับแบบยึดแน่นและ 
อีกหนึ ่งด ้านปล่อยอิสระ จะใช้แผ ่นว ัสดุเช ิงประกอบ 
แบบขวาง (Cross-ply composite plate) ท ี ่ม ีล ักษณะ
สมมาตร เนื่องด้วยเส้นใยมีการวางตัวในทิศทาง x y− ซึ่ง
ท าให้แผ่นวัสดุเชิงประกอบมีความต้านทานต่อรูปร่างโหมด
แบบดัดโค้งได้ดี [13] แผ่นวัสดุเชิงประกอบจะมีค่าคุณสมบตัิ
เ ช ิ ง ก ล  E1= 138 GPa, E2= 8. 96 GPa, G12= 7. 1 GPa, 
G23=2.82 GPa, 12=0.3, 23=0.59 และ =1600 kg/m3 

[8] โดยแผ่นวัสดุเชิงประกอบจะมีอัตราส่วนด้าน y  ต่อด้าน 
x  ตั้งแต่ 1.0: 1.0 ถึง 5.0: 1.0 โดยเพิ่มความยาวด้าน y  
ครั้งละ 0.1 และมีการเรียงช้ันแบบ [0/90]s ซึ่งแต่ละชั้นจะมี
ความหนา 2.5 mm 

   ในการค านวณค่าความถี ่ธรรมชาติโดยระเบียบวิธี    
คันโตโรวิชจะก าหนดผลเฉลยเริ่มต้น ( )X x  หรือ ( )Y y  
เพื ่อการค านวณแบบท าซ ้าโดยผลเฉลยเริ ่มต้นที ่มีความ
สอดคล้องกับเงื่อนไขขอบจะท าให้การค านวณแบบท าซ ้า 
มีการลู่เข้าของผลเฉลยในสมการ (10) หรือสมการ (15) 
เร็วขึ ้น [14] หากผลเฉลยเริ ่มต้นเป็น ( )X x จะค านวณ
ค่าความถี่ธรรมชาติส าหรับการค านวณแบบท าซ ้าครั้งที่ 1 
ได้ดังสมการ (22) 

2 2 1 11 22
1 2

3 22

1

2
x

x

S D D
f q q

S D m

 
= +  

 
      (22) 

ฟังก์ชัน ( )Y y  จากการค านวณแบบท าซ ้าครั ้งที ่ 1 จะ
สามารถค านวณค่าความถี่ธรรมชาติส าหรับการค านวณแบบ
ท าซ ้าครั้งท่ี 2 ได้ดังสมการ (23) 

1 222 2 11
1 2

3 11

1

2

y

y

S D D
f p p

S D m

 
=  + 

 
 

     (23) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที ่2 รูปร่างโหมด 

 
 
 

รูปร่ำงโหมดที่ 1 

รูปร่ำงโหมดที่ 2 
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ค่าความถ่ีธรรมชาติของรูปร่างโหมดที ่1
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รูปที ่2 (ต่อ) รูปร่างโหมด 
 

หากความคลาดเคลื ่อนของค่าความถี ่ธรรมชาติจากการ
ค านวณแบบท าซ ้าครั้งที่ 1 และ 2 ไม่อยู่ในเกณฑ์ที่ยอมรับ
ได้ให้ท าการค านวณแบบท าซ ้าต่อไป ระเบียบวิธีคันโตโรวิช
จะถูกน ามาค านวณค่าความถี่ธรรมชาติของรูปร่างโหมด 
(Mode shape) ดังแสดงในรูปที่ 2 
   ค่าความถี่ธรรมชาติที ่ได้จากระเบียบวิธีคันโตโรวิช 
จะถูกน ามาสร้างสมการความสัมพันธ์ระหว่างค่าอัตราส่วน
ทางเรขาคณิตกับค่าความถี ่ธรรมชาติโดยระเบียบวิธี
วิเคราะห์แบบถดถอย โดยการน าค่าอัตราส่วนทางเรขาคณิต
และค่าความถี ่ธรรมชาติมาพล็อตแผนภาพการกระจาย 
(Scatter diagram) ค ่าอ ัตราส ่วนทางเรขาคณิตจะเป็น 
แกนนอน ส่วนค่าความถี่ธรรมชาติจะเป็นแกนตั้ง จากนั้น 
ท าการสร้างเส้นแนวโน้มและท าการหาค่าสัมประสิทธิ์  

การตัดสินใจ สมการความสัมพันธ์ระหว่างค่าอัตราส่วนทาง
เรขาคณิตกับค่าความถี่ธรรมชาติจะถูกทวนสอบโดยการน า
ค่าอัตราส่วนทางเรขาคณิตมาแทนในสมการความสัมพันธ์
เพื่อหาค่าความถี่ธรรมชาติ จากนั้นเปรียบเทียบค่าความถี่
ธรรมชาติที่ได้จากสมการความสัมพันธ์กับระเบียบวิธีคันโตโรวิช 
 

4. ผลการศึกษา 
(1) จากการค านวณค่าความถี่ธรรมชาติโดยระเบียบ

วิธีคันโตโรวิช พบว่าค่าความถี่ธรรมชาติแต่ละรูปร่างโหมด 
มีค่าลดลงและมีแนวโน้มลู่เข้าเมื่ออัตราส่วนทางเรขาคณิต 
มีค่าเพิ่มขึ้น ดังแสดงในรูปที่ 3-7 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3 ค่าความถี่ธรรมชาติของรปูร่างโหมดที่ 1 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4 ค่าความถี่ธรรมชาติของรปูร่างโหมดที่ 2 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5 ค่าความถี่ธรรมชาติของรปูร่างโหมดที่ 3 

รูปร่ำงโหมดที่ 4 

รูปร่ำงโหมดที่ 5 

รูปร่ำงโหมดที่ 3 
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ค่าความถ่ีธรรมชาติของรูปร่างโหมดที ่4
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ค่าความถ่ีธรรมชาติของรูปร่างโหมดที ่5
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ความคลาดเคล่ือนของค่าความถ่ีธรรมชาติในรูปร่างโหมดที ่1
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ความคลาดเคล่ือนของค่าความถ่ีธรรมชาติในรูปร่างโหมดที ่2
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รูปที่ 6 ค่าความถี่ธรรมชาติของรปูร่างโหมดที่ 4 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7 ค่าความถี่ธรรมชาติของรปูร่างโหมดที่ 5 
 

(2) จากการสร้างสมการความสัมพันธ์ระหว่างค่า
อัตราส่วนทางเรขาคณิตกับค่าความถี่ธรรมชาติแต่ละรูปร่าง
โหมดโดยระเบียบวิธีวิเคราะห์แบบถดถอย พบว่าสมการ
ความสัมพันธ ์ระหว่างค ่าอ ัตราส ่วนทางเรขาคณิ ตกับ
ค่าความถี่ธรรมชาติแต่ละรูปร่างโหมดสามารถเขียนให้อยู่  
ในรูปสมการโพลิโนเมียลอันดับ 7 โดยมีค่าสัมประสิทธิ์การ
ตัดสินใจอยู่ระหว่าง 0.9998 ถึง 0.9999 
 

7 6 5

1
0.00365 0.08439 0.82029f r r r= − + −  

      4 3 24.34941 13.61985 25.34069r r r+ − +  
      26.29771 101.56972r− + ; 2 0.9999R =  
 

7 6 5

2
0.06127 1.41289 13.69008f r r r= − + −  

      4 3 272.2742 224.9144 414.4903r r r+ − +  
      423.35194 279.15798r− + ; 2 0.9998R =  
 

7 6 5

3
0.23070 5.35226 52.24429f r r r= − + −  

4 3 2278.307 875.672 1635.462r r r+ − +  
1696.610 861.4363r− + ; 2 0.9999R =  

7 6 5

4
0.00313 0.07264 0.70910f r r r= − + −  

      4 3 23.78042 11.92597 22.42450r r r+ − +  
      23.64998 255.95921r− + ; 2 0.9999R =  
 

7 6 5

5
0.04137 0.95637 9.29596f r r r= − + −  

      4 3 249.292 154.3773 287.3202r r r+ − +  
       298.37668 382.81421r− + ; 2 0.9999R =  
 

(3) จากการทวนสอบสมการความสัมพันธ์ระหว่างค่า
อัตราส่วนทางเรขาคณิตกับค่าความถี่ธรรมชาติแต่ละรูปร่าง
โหมด พบว่าสมการความสัมพันธ์ระหว่างค่าอัตราส่วนทาง
เรขาคณิตกับค่าความถี่ธรรมชาติแต่ละรูปร่างโหมดมีความ
คลาดเคลื่อนจากระเบียบวิธีคันโตโรวิชน้อยกว่าร้อยละ 0.3 
ดังแสดงในรูปที่ 8-12 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8 ความความคลาดเคลื่อนในรูปร่างโหมดที่ 1 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่9 ความความคลาดเคลื่อนในรูปร่างโหมดที่ 2 
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ความคลาดเคล่ือนของค่าความถ่ีธรรมชาติในรูปร่างโหมดที ่3
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ความคลาดเคล่ือนของค่าความถ่ีธรรมชาติในรูปร่างโหมดที ่4
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ความคลาดเคล่ือนของค่าความถ่ีธรรมชาติในรูปร่างโหมดที ่5
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รูปที่ 10 ความความคลาดเคลื่อนในรูปร่างโหมดที่ 3 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 11 ความความคลาดเคลื่อนในรูปร่างโหมดที่ 4 
 

 
 

 
 
 
 
 

 

รูปที่ 12 ความความคลาดเคลื่อนในรูปร่างโหมดที่ 5 
 

5. สรุปผลการศึกษา 
   ระเบียบวิธีวิเคราะห์แบบถดถอยสามารถสร้างสมการ
โพลิโนเมียลอันดับ 7 ในการแสดงความสัมพันธ์ระหว่างค่า
อัตราส่วนทางเรขาคณิตกับค่าความถี่ธรรมชาติของแผ่นวัสดุ
เชิงประกอบที่มีการเรียงชั้นแบบ [0/90]s โดยมีขอบสามด้าน 
รองรับแบบยึดแน่นและอีกหนึ่งด้านปล่อยอิสระ ตั ้งแต่
อัตราส่วนทางเรขาคณิต 1.0 : 1.0 ถึง 5.0 : 1.0 ซึ่งท านาย
ค่าความถี่ธรรมชาติได้โดยมีค่าความเคลื่อนน้อยกว่าร้อยละ 
0.3 ท าให้ในทางปฏิบัติการน าแผ่นวัสดุเชิงประกอบที่มีขอบ
สามด้านรองรับแบบยึดแน่นและอีกหนึ่งด้านปล่อยอิสระ 
มาใช้มีความสะดวกมากขึ้น 

 
เอกสารอ้างอิง 

[1] นิติพงศ์ โพธิ์ทอง และ เกียรติฟ้า ตั้งใจจิต. เส้นโค้งของการเปลี่ยนจากพฤติกรรมคล้ายแผ่นบางยื่นเป็นพฤติกรรมคล้าย
คานยื่น. วิศวกรรมสาร มข., 2549; 33(2): 155-167. 

[2] จิรวัฒน์ วรุณโรจน์ และ เกียรติฟ้า ตั้งใจจิต. เส้นโค้งของการเปลี่ยนจากพฤติกรรมคลา้ยแผน่บางเป็นพฤติกรรมคล้ายคาน
ที่มีปลายยึดแน่นทั้งสองด้าน. วิศวกรรมสาร มข., 2550; 34(1): 105-117. 

[3] ชิตพล คงศิลา และ เกียรติฟ้า ตั้งใจจิต. เส้นโค้งของการเปลี่ยนจากพฤติกรรมคล้ายแผ่นบางเป็นพฤติกรรมคล้ายคานโดย
แผ่นบางและคานมีการรองรับแบบปลายอิสระทุกด้าน. วิศวกรรมสารมข., 2550; 34(1): 119-132. 

[4] กุลทรัพย์ ผ่องศรีสุข และ สรายุทธ จ าปาทอง. ศึกษาความคล้ายระหว่างการสั่นของแผ่นบางและการสั่นของคาน . 
วารสารวิศวกรรมศาสตร์ มหาวิทยาลัยเชียงใหม่, 2556; 22(1): 68-77. 

[5] Mohammad, A.G. and Amr, M.O. Vibrations Analysis of Rectangular Plates with Clamped Corners. Open 
Engineering, 2018; 8(1): 275-283. 

[6] กุลทรัพย์ ผ่องศรีสุข. การประมาณค่าความถี่ธรรมชาติของแผ่นสี่เหลี ่ยมผืนผ้าที่เป็นวัสดุเชิงประกอบเรียงชั้นแบบ
สมมาตร ขอบสี่ด้านรองรับแบบยึดแน่น. วารสารวิชาการ วิศวกรรมศาสตร์ ม.อบ., 2557; 7(2): 55-64. 

[7] Farzad, P. Statistical Analysis on Free Vibration Behavior of Functionally Graded Nanocomposite Plates 
Reinforced by Graphene Platelets. Composite Structures, 2019; 213: 14-24. 



ก.ผ่องศรีสุข อ.ผิวด ำ และ ภ.สอนแหยม 
 

 194  

 

 

[8] Isaac, M. D. , and Ori, I.  Engineering Mechanics of Composite Materials.  Oxford University Press, Inc, 
NewYork, 1994. 

[9] Autar, K.K. Mechanics of composite materials. Taylor & Francis Group LLC., Boca Raton, 2006. 
[10] ไพโรจน์ สิงหถนัดกิจ. กลศาสตร์ของวัสดุคอมโพสิต. โรงพิมพ์แห่งจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย, กรุงเทพฯ, 2559. 
[11] Phongsrisuk, K., Ingsuwan, P., Klongpanich, W. and Rangsri, W. Free Vibration Analysis of Symmetrically 

Laminated Composite Rectangular Plates Using Extended Kantorovich Metho. Maejo International 
Journal of Science and Technology, 2010; 4(03): 512-532. 

[12] พิษณุ เจียวคุณ. การวิเคราะห์การถดถอย. ส านักพิมพ์มหาวิทยาลัยเชียงใหม่, เชียงใหม่, 2548. 
[13] Reddy, J.N. Mechanics of Laminated Composite Plates and Shells: Theory and Analysis. CRC Press, Boca 

Raton, 2004. 
[14] Phongsrisuk, K., Ingsuwan, P., Rangsri, W. and Klongpanich, W. Free Vibration Analysis of Symmetrically 

Laminated Composite Square Plate Using the Extended Kantorovich Method. The 23nd Conference 
of the Mechanical Engineering Network of Thailand, November 4–7, Chiangmai, Thailand, 2009. 


